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GENERAL/ZAC/ONES Y COMENTAR/OS SOBRE LOS TEOREMAS DE

FARKAS M/NKOWSK/ Y KUHN TUCKER

A. G. AZPE/TIA (*)

RESUMEN

Una expo si c irin de las variantes cl a st c as de los t eo rem as de Farkas-

r.1inkowski y Kuhn- Tucker aparece en los § 1 y § 2 sin demostracio-

ne s ,

En los § 3 y § 4 se demuestran generalizaciones de ambos teore-

mas.

Algunas conclusiones adi cion al es constituyen el contenido del § 5.

(*) Profesor de r.1at ematic as , University of r.1assachusetts, Boston.

41



NO T ACIONES Y CONVENIOS

En espacio vectorial euclideo n dimensional

x , y, z ... : punto s de En

(a, b. c ,., ): vector de componentes a, b , c , "

xy: producto e scal ar de los vectores x , y

_ i dsnt i co por definicion

X cierre topol oqic o del conjunto X

~ interior de X, (X C En) r el ativo ala variedad teEn de dimen

slon minima cue contiene a X.

dim X: dimension de X'" dimension de s:.. ( t definido como an-

tes ) ,

E: subconjunto de los puntos de En con coordenadas no negativas

(o rt ant e po sittvo de En)

I'(x): gradiente de I a func lon [i x} , En -> E'll , (m, n:; 1) .

Conjunto poiledrico: Int er secc idn finit a de semi e sp aci o s cerrados de En,

[ A] : cardinalidad del conjunto A

Todas I as funcion es del texto (a rneno s l,ue se advierta 10 contr ario ) tie-

nen dominio en En y codominioe en E1,
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§ J. EI Teorema de Farkas Minkowski

EI Teorema de Farkas r.1inkowski puede adoptar la forma generaliza-

da siguiente (ver Ref. 1 al final) ~ue utilizaremos en este trabajo •

TEOREMA 1.· Sean las funciones reales [ix ) , g/x) r (1':;; i ~ m }

definidas en el espacio euclideo n » dimensional En c6ncavas y tal es

~
(i) ! x I I( x) > 0

(i i) ! x I [t x ) > 0 -I ¢

Sea LUN = 1= {i[ i = 1,2, .•. m I unapartici6n del conjunto I de

los valores del fndice defini da por : i ( L <=> la funci6n gi(x)

es lineal afin , I Supongatoos ademas l,ue se verifica

(i ii) I x I g i (x) :;;. 0, i ( L I ('\ I x I g i( x ) > 0, i ( N I i' ¢

Entonces existe un vector no nulo y (Em de cornponentes no negativas,

es dec i r, 0 -I y = (y 1 Ym) :;.. 0 ~

m
(1) {x I [t x ) + 1 Yi gi(x) > 0 I = ¢

i= 1

NOTA: La hip6tesis (i i) i.ue no aparece en el enunciado del teorema

en Ref. 1 es sin embargo esencial •

Si la hip6tesis (ii) se supri me, I a conclust.in (i) subsi ste unicamen-

te si se suprime t amb isn l a condici6n de ure sea y -I 0 •

La co mprcb ac ion de estas af i rrn ac ion es es consecuencia trivial de la

demostraci6n del Teorema y de contraejemplos inmediatos.

Si todas I as funciones I(x) , s, (x )

si N = ¢ obtenerno s La form a o ri qin al

(ver Ref. 12) con [t x ) = d· ex donde

el conjunto de condiciones gi(x);;;. 0

Ax' '/').0 donde .tEEm y A

EI result ado es el

son lineales afines I es decir I

del Teo rern a de Farkas r.1inkowski

s , E1 c e En son constantes y

se expresa en forma matricial per

es una matriz de dimensi6n m x n.

TEOREMA 2.· (Farkas r.1inkowski) Si ! x [ A x)' 131 -I ¢ t!!:
tonces los dos enunci ados sue siguen son e ljuiv al ente s
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(A)

(B)

=>

]y).O , y A

Demostraci6n. Que (B) => (A) es evidente Y que (A) => (B) es

consecuencia del Teor ern a 1 (y l a Nota subsiguiente) en el c aso N = ¢
as! como del hecho de L,ue to d a fun c irin lineal affn ltue no cambia de sig-

no se reduce a una constante •

§ 2. Los Teoremas de Kuhn Tucker

Con lasmismasnotacionesdel § definamos

g(x) '" (g lex) , ••• , gm(x) ) En ~ Em , y L(x, y) '" [t x ) + y g(x):

E n+m~EI Y consideremos el programa PI y los problemas P2 y P3

definidos como sigue :

PI Hallar xfr", {xl g(x);;,O

max 1 I (x) I x f r I = I ( x )
P2 H al l ar x fEn, Y e E ': tales L,ue

(2) L(X,Y)-$ L(;,y)~L(x,y) ~ VXfEn,''VYfE+m

P3 Suponiendo l,ue las [i x ) , gi(x) son diferenciables, hallar

x e E 11 , Y f E: tal e s L,U e

(3) t'(;j + y g '(x) = a

EI grupo de j eo rem as cue enunciarnos a continuaci6n sin demostrar y

b ajo el ep iqr afo general de Teorernas de Kuhn Tucker establecen rei acio-

nes dedep end enc i a 0 e cuiv al enci a entre el p ro qr am a m at emat ic o general

PI , el problema del punto de silla para la forma Lagrangiana L(x, y).

(P2) Y el problerna P3 cuya ecuaci6n b a si c a (3) es, como en el teorema

cl ast co de los multiplicadores de Lagrange, la anulaci6n del gradiente de

L(x ,y) con respecto a I a v ari abl ex.

Estos problemas estan relacionados estrechamente y bajo condiciones

adicionales la existencia de soluci6n para uno de ellos implica l;ue exis-

te soluci6n para alguno 0 para todos los demas. Especfficamente

TEOREMA 3. Si (.;:, y) es soluci6n de P2 entonces
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(i) X es sol uci 6n de PI

(ii) Si ademas I as /(x), s, [x] son diferenci abl es entonces (X', y) es

!:OIuci6n de P3 •

TEOREMA 4 .' Si I as j(x), s, (x) son diferenci abies y c6ncavas y

(x, y) es soluci6n de P3 entonces

(i) x es soluci6n de PI

(ii) is , y) es soluci6n de P2

NOTA: Paraobtener la conclusion (i)

j(x) es pseudo conc ava y I as gi(x)

detaJles ver Ref. 2 y 3. I

TEOREMA 5.· Si las j(x), gi(x)

(iii) del Teorema 1 entonces para todo

tal c,ue (x, y) es soluci6n de P2.

del Teoram a 2 es suficiente suponer ure

son casi conc avas • Par a definiciones y

son c6nc av as y se verifi ca I a hip6te si 5

:x we es soluci6n de PI exi ste y

EI Teorema 5 es una vari ante del Teorema origin aJ de Kuhn Tucker (Ref. M
cue enunciamos en 10 cue sigue. Las hipote si s son diferentes de las del Teore-

ma5 yen particular en lugar de la restricci6n (iii) del Teorema 1 se usa la si -

guiente

Restricci6n de Kuhn Tucker.

Para c ada X(r ",lxlgi(x)~O, iffl sea A(x)",!i!gi(x)=O

y supongamos adernas cue las gi(x) son diferenci aile s .

Entonces I a restricci6n de Kuhn Tucker es I a sigui ente

Para cada x (r , si el vector u satisface I a condici6n u g;'( ;:) > 0

para todo i e A (x), entonces exi ste un arco de curva diferenci able

l''"I x I x = x (t), 0 ~ t ~ 1 J c r
~ue es t angente a u en x ~s deci r x (0) = x .1.. x ' (0) = I' (u) para algun

p > 0 .

EI Teorema original de Kuhn Tucker es como sigue

TEOREMA 6.· Si se verifica I a restricci6n de Kuhn Tucker y /(x) es di-

ferenciabley; essoluci6nde PI entoncesexiste y talljue (x,y)
es soluci6n de P3.
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Civersas variantes mas 0 menos el aboradas y condlcionadas de I a restri ccion

de Kuhn Tucker I tod as ell as suf ci entes para 9 aranti zar I a concl usion del Teo-

rem a s han sido producidas POI' diferentes auto e s (vel' POI' ejemplo Ref. ;).

§ 4. UNA EXTENSION DEL TEOREMA DE FARKAS MINKOWSKI

Comenzarernos estableciendo tres lernas previos

LEMA 1. Si el conjunto X C En es convexo Y x (X y Xo (X .
(x=xo) entonces (xtxo]""lzlz=",x+ (1.",)xo.o~",<1IcX

DeTllostracion .• Si I a di men sion de Xes TIl. (m ~ n ) , pcderno s es -

coger una esfera m » dirnensional Be X de centro "o

Entonces si para cual cui er punto de u del segrnento abierto (x. "o )

se veri fi c a It e B, no hay nada l;ue p rob ar , I

En caso contr ario cada u e ( x • xo)' u~. B pcderno s prob ar l;ue u ( X

del modo sigui ente • EI punto u pertenece al interior rei ativo del ccno Cx

uie proyect a B desde x , Pue stc r.ue X(X esposibleescoger Z(X

10 bast ante proxlmo a x de rnodo rue el cono C z ure proyecta B de sde

z t arnbien incluye a It en su inter io r rel ati vo ( si X(x bastatomar z=x).

Como Cz C X pori a conve xi d ad de X resulta u ( X •

LEMA 2 •• r y X
or n X i ¢ entonces

52 "" r n X n G = 1>

son convexos y G es abierto en En r.2!
51 ""rnX nG = 1> si Y solo si

Demostracion.· Primero prob aremo s l;ue 52 i ¢ => 51 i ¢ .

Sea x2(52 y Xo(rnx. PorelLernales (x,xo]CX ypuesto

l,ue G es abierto se puede elegir y (( x. xo] n G. Pero [x,xo] c r
y POI' tanto y (51 es decir 51 i 1> •

Corno 52) 51 el lema esta dernostrado.

LEMA 3 •• 2l. X C En es convexo tambien es convexo X. I a funcion

d(x. X) "" distancia de x ~ X es convex a y finalmente

(i) d(x. X) = d(x, x)
(ii) lxl d(x.X)~OI = X
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Demostraci6n •• Es inmedi at a ,

En 10 que si gue i ntroduc imo s 1a sigui ente not ac ion (can I as funcione s gi(x)

como aites ) .

Si J es un conjunto de va/ores del fndice entonce s IJ es el can -

junto IJ 0= lx[ gi(x) ~ 0 • i (J I y gJ(x) es un vector del espacio E[J]

cuyas cornponente s son gi (x) • (i ( J) .

Dernostraremos ahara I a extension siguiente del teorema de Farkas 1.1inkows-

ki •

TEOREMA 7. 2! I(x) y gi(x) , (i c t ) son conca,as sabre el conjunto

convexQ X C En y si 3 "» e 1/ n X tal we

(i) i (N =i;> gi(xo) > O. (N definido como en el Teorema 1).
o

(ii) 2l. X no es pol iedrico entonces Xo ( X, entonces I a condicion

X" 1/ n lxl j(x) > 0 1=1>
irnplicalaexistenciade Y(E[1] tal ~ue

+

VX(X(4)

Si ademas Ixl I(x) > 0 I n X i 1> entonces se puede elegir y i 0 .

Demostraci6n.· Podemos suponer L,ue dim X = n pue sto L,ue si no es

asi es suficiente demo str ar el teorema para E[dim X]

Adema s I si X = En el Teorema es identico al Teorern a 1.

Seapues X i En. Del Lerna 2 y de las hipritesi s hechas se deduce

X n 1~/ n I x I I(x) > 0 I = 1>

Si X no es pol iedrico tenemos t amblsn

X n rL n I x I s, (x) > 0 • i ( N I Ie- 1>

yporel Lema 3

(5) X = I x I . d( x • X) > 0 I

Si X es pol iedri co entonce s exi sten una matri Z A Y un vector b tal e s

L,ue
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(6) X = X = I x I A x > i) 0 I
En ambos c aso s , (5) y (6) expres at C}Je X es un conjunto convexo y cerra-

do definido por un sistema de desigualdades del tipo

Es facil comprobar cue todas Ias hip6tesis del Teorema 1 se verifican para

I as condiciones gi(x):;, 0 para todo if [ U J .

Por tanto podemos ccnluir cue existen vectores Yf E[1] Y f Elf] tales

l,ue !(x)+yg[(x)+y gJ(x)<'o, VXfEn
•

Entonces si x e x ex c rJ se ti ene adernas i.ue g J (x) ).- 0 y por tanto

y glx) 1;;-0 y ladesigualdad (4) e sta demo str ada ,

Laparte final del enunciado del Teorema es evidente y laprueba es cornp le-

ta.

§ 1. Extension del Teorema de Kuhn Tuc.ker

. Consideremos el programa P

P:maxlF(x)lgJ(x)~O xfxl

yel siguiente problema depunto de si ll a , Q:

Q: Hallar XfX, YfESn talesL.ue

(7) F(x) + y g[Jx) ~ F(x) + y g[(x) ~ F(x) + Y g[( x) para todo

x f X Y todo y e E1[ ] .
Entonces se tiene l a slquiente generalizaci6n del Teorema de Kuhn Tucker:

TEOREMA 8.· (A) ~ (x, y) es soluci6n de Q entonces x ~-
luci6n de P.

(8) $i x essoluci6nde P ylasfunciones F(x),gi(x),(if[) 2Q!l

c6ncavasyexiste XOfr[f1X cue setf sface l as condicione s o) y (ii) QfL
Teorern a z , entoncesexiste y tal we (x,y) essoluci6nde Q.

Demostraci6n.· Laparte (A) es evidente ,

Paraprobar (8) basta aplicarle el Teorerna 7 con j(x) =:; F(x)' F( x) pa-

raconcluirl,ueexiste YfE[l] tall\ueparatodo XfX setiene
+
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(8) F(x) + y gl (x) ~ F (x ) •

Entonces, si YfE[/] resulta
+

(9) F(x) ~ F(x) + Y gl(x) y para x = s Y

se tiene y g(x) = 0 de la cual se deduce (7).

Y de (8) y (9)

§ 5. Problemas de Puntos de Silla Modificados .

Sin ninguna hip6tesis adicional sabre las funciones F(x) y gi(x). (i d )

consideramos el siguiente problema de punto de sill a

Q 1 : Hall ar x fEn , y f E [I] tal es cue
-- +

para todo x « e" y todo

Consideramos t anbien el Frograma PI dado per

PI: max {F(x) I x (II} Y el enunciado 51 siguiente.

51 = ii.. x es soluci6n de PI entonces exi ste y ~ (x, y) es solu-

ci6n de ot ,
Sea ahora una partici6n de I dada per I = J UK. J 11 K = ¢ y el preble

rna de punto de sil l a modificado siguiente :

Q2 Hallar xflK . YfEIJ] tales4ue

F(x) + y g/(x) ~ F(r) + Y gJ(x)~ F(X) + Y gJ(x)

para todo x f I K Y todo Y e E1J] .

Por ultimo, sean los enunci ados 52 y 53 dados como sigue :
52= ~ x essoluci6nde PI entoncesexiste y tal r;ue (yt,y) ~

Iuci6n de Q2.

53 = g (x,. y) es soluci6n de Q2 entonces x- es soluci6n de PI.

Sin hip6tesis adicionales es f<icil probar el siguiente

TEOREMA 9.· EI enunciado 53 es siempre valido y el enunciado 51 im-

~52.
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