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GENERALIZACIONES Y COMENTARIOS SOBRE LOS TEOREMAS DE
FARKAS MINKOWSKI Y KUHN TUCKER

A. G. AZPEITIA (*)

RESUMEN

Una exposicign de las variantes cldsicas de los teoremas de F ark as -
Minkowski y Kuhn- Tucker aparece enlos § 1 y § 2 sin demostracio-
nes.,

Enlos §3 y § 4 se demuestran generalizaciones de ambos teore-

mas ,

Algunas conclusiones adicionales constituyen el contenido del § 5.

(*) Profesor de Matematicas, University of Massachusetts, Boston .,
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NOTACIONES Y CONVENIOS

E" . espacio vectorial euclideo » dimensional

X, ¥, z ... . puntos de E”

(a, b, c...): vector de componentes a, b, c...

xy : producto escalar de los vectores «x, y

idéntico por definicign

cierre topolggico del conjunto X

interior de x, (x C E”) relativo alavariedad Oe C E"™ de dimen

o | i

sign minima cue contiene a X .
dim X : dimension de X = dimensign de ﬁ ( £ definido como an -
tes) .
Ef ¢ subconjunto de los puntos de E” con coordenadas no negativas

(ortante positivo de E”)
/’(x) : gradiente de la funcién f(x): E® - E™ , (m,n3 1).
Conjunto poliédrico: Interseccign finita de semiespacios cerrados de E”.
[ A] : cardinalidad del conjunto A

Todas | as funcion es del texto (amenos cue se adviertalo contrario) tie-

nen dominio en E” y codominioe en el.
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§ 1. El Teorema de Farkas Minkowski

El Teorema de Farkas Minkowski puede adoptar |a forma generaliza -
da siguiente (ver Ref, 1 al final) que utilizaremos en este trabajo .

TEOREMA 1 .- Sean las funciones reales f(x), g;(x), (1gigm)
definidas en el espacio euclideo »-dimensional E” cgncavas y tales
wue

(i) tx[fx)>0 , gi(x)30 , 1gigm} = &

(ii)) {x|fix)>0 } # ¢

Sea LUN=1I=1{i|i=1,2,...m} unaparticign del conjunto I de

los valores del indice i definidapor : 7¢ L <=> |afuncign g;(x)

es lineal afin,  Supongamos ademas tue se verifica

(iii) Yx|g;(x) 30, ielL } N\ Ix|gix)>0, ie N} # &

7

Entonces existe un vector no nulo y ¢ E™ de componentes no negativas,

esdecir, 0#y=1(y; ... v,) >0 tal cue

(1) ix{/(x)+,§1 yigi(x)\o} =
l:
NOTA : Lahipgtesis (ii) wue no aparece en el enunciado del teorema

en Ref, 1 es sin embargo esencial .

Si la hipétesis (i7) se suprime, la conclusign (i) subsiste gnicamen -

te si se suprime también la condicign de wue sea y # 0 .

La comprobacign de estas afirmaciones es consecuencia trivial de la
demostracign del Teorema y de contraejemplos inmediatos .

Si todas las funciones f(x), g;(x) son lineales afines, es decir,
si N =¢ obtenemos |aformaoriginal del Teorema de Farkas Minkowski
(ver pef, 2) con f(x) =d-cx donde de¢ E!l c¢E™ son constantesy
el conjunto de condiciones g;(x) >0 se expresaen forma matricial por

A, -4 >0 donde L cE™ y A esunamatrizde dimensign m x n .

El resultado es el

TEOREMA 2. - (Farkas Minkowski) Si {x\Ax;é} 7 ¢ en-

tonces los dos enunciados wue siguen son eyuivalentes :
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(A) Axf,g => cx>

d

(B) 3y30 ., yA=c , y 45 d

Demostracién . Que (B) —> (A) es evidentey gue (A) => (B) es
consecuencia del Teorema 1(y la Nota subsiguiente ) en el caso N = ¢
asi como del hecho de tue toda funcign lineal afin wue no cambia de sig -
no se reduce auna constante ,
§ 2. Los Teoremas de Kuhn Tucker

Con las mismas notaciones del § 1 definamos

g(x) =(gy(x), o oo, gp(x)) : E"” 5 E™ , y L(x,y)=f(x)+yg(x):
E "My gl yconsideremos el programa P1 y los problemas P2 y P3

definidos como sigue :
P1 Hallar ¢ = {x| g(x)3 0 } tal cue

max {/(x)}xc]‘} = (%)

n

P2 Hallar Xe¢E” , yeET tales wue

(2) L(x,V)g L(x,y¢L(X,y) paa chE",\V/yeE:”

P3 Suponiendo wue las f(x), g;(x) son diferenciables, hallar

SeE", Ve E+’” tales cue
3) f(Z)+y g5 =0

El grupo de Teoremas cue enunciamos a continuacion sin demostrar y
bajo el epigrafo general de Teoremas de Kuhn Tucker establecen relacio -
nes de dependencia o ecuivalencia entre el programa matematico general
P1, el problema del punto de sillaparala forma Lagrangiana L(x, y),
(P2) y el problema P3 cuya ecuacign basica (3) es, como en el teorema
clasico de los multiplicadores de Lagrange, | a anulacign del gradiente de

I.(x,y) conrespecto alavariable «x.

Estos problemas estan relacionados estrechamente y bajo condiciones
adicionales |a existencia de solucién para uno de ellos implica wue exis -

te solucign para alguno o para todos los demas . Especificamente

TEOREMA 3. Si (~,y) essolucign de P2 entonces
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(i) X essolucignde PI

() Si_ademds las f(x), g;(x) son diferenciables entonces (¥, y) es
solucign de P3 .

TEOREMA 4 .- Silas f(x), g;(x) son diferenciablesy céncavasy

(x,y) essolucignde P3 entonces

(/) x essolucign de P1

(i) (%,y) essolucignde P2
NOTA : Paraobtener |a conclusién (i) del Teorema 2 es suficiente suponer wue
f(x) espseudo concavaylas g;(x) son casiconcavas, Para definiciones y

detalles ver Ref, 2y 3.,

TEOREMA 5 .- Silas f(x), gi(x) son concavasy se verifica la hipotesis

(iii) del Teorema 1 entonces paratodo x wue es solucign de PI existe ¥

tal wwe (X,75) essolucign de P2.

E! Teorema 5 es una variante del Teoremaorigina de Kuhn Tucker (Ref, 4)
tue enunciamos en lo cue sigue ., Las hipotesis son diferentes de |as del Teore-
mas y enparticular en lugar de |a restriccion (ii7) del Teorema I seusalasi -

guiente
Restriccion de Kubn Tucker .

Paracada xel" =1x[g;(x)30, iel} sea A(x)=1{i|g;(x)=0]}
y supongamos ademas que |as g;(x) son diferenciables,
Entonces la restriccign de Kuhn Tucker es |a sigui ente

y
Paracada T¢I, siel vector » satisfacelacondicién «g/(¥)>0

paratodo ie A (X), entonces existeun arco de curva diferenciable

'D/E{x; x=x(), 0gtg1}ycl
we estangente a « en x esdecir x(0) =% y x'(0)=p () paraalgin
p>0 .

El Teorema original de Kuhn Tucker es como sigue :

TEOREMA 6. - Si se verificalarestriccign de Kuhn Tuckery ftx) esdi-

ferenciable y % es solucion de PI entonces existe y tal we (%,75)

es solucign de P3.
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Civersas variantes mas o menos el aboradas y condicionadas de |a restriccion
de Kuhn Tucker, todas ellas suficientes para garantizar | a conclusién del Teo-

rema6 han sido producidas por diferentes autor es (ver por ejemplo Ref. 3) .

§ 4. UNA EXTENSION DEL TEOREMA DE FARKAS MINKOWSKI

Comenzaremos estableciendo tres lemas previos

— o}
LEMA 1. Sielconjunto X CE” esconvexoy xeX Yy x,eX,

(x=x,) entonces (x,x,]={z|z=ax+ (l-=)x,,05x<1}CX

Demostracion .- Si ladimensign de X es m,(mgn), podemoses-
coger una esfera m -dimensional B C X de centro x, .

Cntonces si para cual quier punto de « del segmento abierto (x, x,)
se verifica ue¢ B, no hay nada wue probar.,

En caso contrario cada ue (x, x,), u ¢ B podemos probar wue ue X
del modo siguiente , El punto « pertenece al interior relativo del cono C,
we proyecta B desde x. Puesto wue xe X es posible escoger z¢ X
lo bastante proximo a x de modo ue el cono C, wue proyecta B desde
z también incluye a « en su interior relativo (si xeX bastatomar z= x).

Como ¢, C X porlaconvexidad de X resulta ueX.

LEMA 2.- 1" y X sonconvexosy G esabiertoen E” ysi
I‘n)f' 7¢ entonces :  §; =I'AX NG = ¢ si y solo si
s,=rNXN¢6 = ¢

Demostracion . - Primero probaremos wue S, # ¢ => §; 7 ¢ .

Sea x,¢85, y x,eI’'y X . Porel Lemales (x,x,]CX ypuesto
e G es abierto se puede elegir ye(x,x, 1N G. Pero [x,x,]CD

yportanto yes; esdecir §;7¢ .
Como S,> §; el lema esta demostrado .

LEMA 3.- Si X CE” esconvexo también es convexo X, lafuncién

d(x, X) = distanciade x a X esconvexay finalmente

(i) d(x,X) = d(x,X)
(i) {x|dx,X)g0} =X
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Demostracion . - Es inmediata,
En lo gue sigue introducimos la siguiente notacign (con las funciones g;(x)

como antes) .

Si J esun conjunto de valores del indice i entonces F] es el con -
junto I‘] = {x| gi(x)30 , ie] ooy g](x) es un vector del espacio Em
cuyas componentes son g;(x), (ie]).

Demostraremos ahora | a extensign siguiente del teorema de Farkas Minkows-
ki,

TEOREMA 7. Si f(x) y g;x), (iel) sonconcavas sobre el conjunto
convexo X CE” ysi 3 x,el' X tal_we

(i) ieN==> gi(x,)>0, (N definido como en el Teorema 1),

O . .
(ii) Si X no es poliédrico entonces x, e X, entonces |a condicign

Xn]‘,n x| fx)>0}=¢

implica la existencia de '}"eli[f] tal que

(4) f(x) + }"gl(x) <0 v.\' e X

Si_ademas x| /(x)>0{ () X #¢ entonces se puede elegir y # 0.

Demostracion . - Podemos suponer wue dim X =n puesto cue si no es

asi es suficiente demostrar el teoremapara g ldim X]

Ademas , si X = E” el Teorema es idéntico al Teorema 1,

Seapues X # E”. ©Del Lema 2 ydelas hipédtesis hechas se deduce
XA, N ix| jx) >0} = ¢

Si X noespoliédrico tenemos tambien

?‘Zﬂ]‘L N x g;(x) >0 ,ieNi{ £

y por el Lema 3

() X=lx| -d(x,x) 30}

Si X espoliédrico entonces existen unamatriz A y un vector b tales

wue
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6 x=X-Ix|ax-b3o}

En ambos casos, (5) y (6) expresan que X esun conjunto convexo y cerra-
do definido por un sistema de desigualdades del tipo

X = FI = {x{gi(x)}o , ie]

Es facil comprobar ue todas | as hipétesis del Teorema 1 se verifican para
las condiciones g;(x) 30 paratodo iel U J.

Por tanto podemos conluir wue existen vectores ye E[l] e E+[]] tales
we fx) - gp(x)+F g ()0 N xeE” .

Entoncessi xeX CXC FJ se tiene ademas wue gy (x) 30 ypor tanto
¥ gj(x) | >0 yladesigualdad (4) esta demostrada.

Laparte final del enunciado del Teorema es evidente y |a prueba es comple-
ta.

§ 1. Extensién del Teorema de Kuhn Tucker
Consideremos el programa P
P:max{F(x)lg](x);O , xeX}
y el siguiente problema de punto de silla, Q:
Q: Hallar ¥eX , ye EEI] tales wue
(7) F(x) + ¥ gu(x) g F(X)+ Y g(¥) {F(¥)+yg (%) paratodo
xeX ytodo yeE[T)
Entonces se tiene la siguiente generalizacign del Teorema de Kuhn Tucker :

TEOREMA 8.- (A) Si (%,7) essolucignde @ entonces ¥ es so-

lucign de P .

(B) Si ¥ essolucignde P 'y lasfunciones F(x), g;(x), (iel) son
concavas y existe x,e ;A X cue satisface | as condiciones (i) y (ii) del_

Teorema 7 , entonces existe 5 tal ue (%,7%y) es solucignde Q.

Demostracion . - Laparte (A) es evidente,

Paraprobar (B) basta aplicarle el Teorema 7 con f(x)=F(x)- F(X) p&
ra concluir que existe ye E+[I] tal que paratodo xe X se tiene
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(8) F(x) + 7y g(x) <F(X).
Entonces, si ye EE'] resulta

(9) F(x) < F(x) +yg(x) ypaa x=%, y = y de (8) y (9)

setiene ¥ g(x) =0 dela cual se deduce (7).

§ 5. Problemas de Puntos de Silla Modificados .

Sin ninguna hipétesis adicional sobre las funciones F(x) y g;(x), (iel )
consideramos el siguiente problema de punto de silla

Q1 : Hallar Xe¢E” , Ve EEI] tales (ue
F(x)+y g(x) S F(X)+7 g (®)  F(R) +yg(%)
paratodo xe¢E” ytodo ye Ej”

Consideramos también el Programa PI dado pot

PIl: max { F(x)| x¢ I“,} y el enunciado SI siguiente ,

s1= Si % essolucignde PI entoncesexiste y ta we (x,y) essolu-

cion de Q1.
Sea ahoraunaparticign de I dadapor I=JUK, J/) K=¢ Vyelproble
ma de punto de silla modificado siguiente :

Q2 Hallar eIy ,VeE_y] tales e
F(x)+ 5 gp(x) S F() + Y gp(F)SF(F) +y gy (F)

paratodo xel'y ytodo ye E+[” .
Por gltimo , sean los enunciados S2 y §3 dados como sigue :
§2= S§i X essolucién de PI entoncesexiste y tal we (¥,5) esso-

lucign de Q2.
$§3=Si (x,y) essolucignde Q2 entonces ¥ es solucion de PI.

Sin hipétesis adicionales es facil probar el siguiente
TEOREMA 9 .- El enunciado $3 es siempre valido y el enunciado $I im-

plica s2.
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