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ECUACIONES OPERAOONALES Y ECUACIONfS DIFERENCIALES

par

GUILLERMO RESTREPO

I. IntroducciOn.

Sea E un espacio de Banach y sea T: E -> H un operador continuo. Para

coda y (E definase el opereder

(1) s (x) ::: T(x)" y

entonces x es una soluc:ion de 10ecuccien

(2) T(x) :: y

si y solo si x -e s uno solucion de

(3) Sex) ::: 0

Supongomos que 10 ecuccien di feren cia I

(4)

admitd uno solution 'f (I) definielo para tado t ~O. EntOl'1cespedemcs trator de

resolver (3) demesn ande que existe uno suceSioh I In I que tiende a infinite, y

tal que I 'f (In) I converge a c ierto x· en E y I S ( P (tn)) I ....o. En efecto, s i

tal es el coso, x· serio una soluciSn de (3) debido a 10 continuidad del opercdor

S. En este articulo mostrcrernos como se puede utilizar esta idea general pard de-
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mostrar la existencia de por 10 menos una soluci6n de la ecuaci6n operacional

sex) = o.

Queremos hacer notar que·la idea de estudiar ecuaciones operacionales a par-

tir del comportamiento asint6tico de las soluciones de ciertas ecuaciones diferen-

ciales ha sido utilizada por varios cutores , En particular, pareceser que R. Cou-

rant [1] fue el pr irneroen usar dicho rne todo, En [2] M. K. Gavurin considera c ier-

tas ecuaciones diferenciales cuyas s cluc iones aparecen como el resultado de hacer

continuos ciertos rnetodos iterativos tales como el rne todo de Newton y el me todo

de "Steepest Descent". Otros autores, Ficken [3] 6 Meyer [4] , construyen una

ecuaci6n diferencial a partir de una homotopia del operador S para demostrar la

existencia de soluciones de Sex) = o. Estos autores suponen, en general, que la

derivada de Frechet S'Lx) existe, es invertible y que existe una con stante m tal

que I I (S'(x))" 1 I I < m uniformemente. Por el contrario, en muchos de nuestros re-

su~tados, por ejemplo e l, teorema 3, las conclusiones se derivan de 10 existencia

de una funci6n de ti po L iapunov y de 10 moncton ic idad de I operador Sex).

2. Ecuaciones c/iferenciales en Espacios c/e Banach.

EI teorema siguiente puede encontrarseen [5; p 281]

TEOREMA 1: Sea n un subcon junto abierto del espacio de Banach E y

sea F: R x n ....E una funci6n continua (R es el co niunto de los reales). Sup6nga-

se

i) F es localmente acotada en (to' xo) c R x n , esto es F es acotada

una vecindad de (to' xo)'

ii) F satisface una condici6n local de Lipschitz en (to' xo)' esto es,existe

una constante k>O tal que IIF(t,x)- F(t,x')ll < k Ilx- x'il para todo t en una

vecindad de to y todo x, x' en una vecindad de xo'

Entonces existe un intervalo abierto I que contiene a to y una funci6n diferen-

ciable p : I -> n tal que

•
f = F(t, ~ (t)) ,. f (to) x

(5) o
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Diremos que p(t) es una solucion local de la ecuaci6n diferencial (5) con con-

dici6n inicial 1f)(t ) = x •TOO
Las condiciones i) y ii) implican que toda soluci6n local es unico en el sen-

tido siguiente. s, Cf y IJI son dos soluciones locales definidas en los intervalos 1

y] respectivamente,entonces 'f(I)=IJI(I) paratodo i e uv t, Enlosucesi-

vo indicaremos por epx(l) la soluci6n de (5) con condici6n inicial ~(O) = x que

supondremos definida para todo I en el maximo intervalo de existencia [0. a).

Si E y F son dos espacios de Banach reales, se dice que h: E ....F es di -

ferenciable en x si existe una transformaci6n lineal yacotada h'(x): E ....F tol

que

II h (x + u) - hex) - h'(x). u II . II u 1\-1 ....0

cuando Ilull ....O. Si x .... h'(x) es una transformaci6n continuo de E en el espcci o

L(E, F) de las transformaciones lineales acotadas de E en F, diremos que h

es de close C1, Si F es el conjunto de los reales, entonces L(E, R) = E' es

el espacio dual de E. Si x EE y x'E E' escribiremos < x ,x"> en vez de

x'(x).

TEOREMA 2. Sea E un espacio de Banach real y sea F: E ....E un operador

continuo. Sup6ngase que F satisface una condi c ion de Lipschitz en cada punto y

que F transforma con juntos acotados en conjuntos acotados. Suponemos, ademas ,

la existencia de una funci6n escalar L: E ....R de clase C1, acotada inferiormen-

te ytal que L(x) ....oe si Ilxll ....oe>. Entonces,Iacondici6n <F(x),L'(x»<O

para todo x en E implica que toda soluc ien x(t) de la eeuaci6n diferencial (5)

esta definida para todo I> 0 Y es acotada.

Demostracion, Tanto el teorema como la demostraci6n son rutinarios. Sea [O,a)

ef maximo intervalo de existencia. Entonces la funci6n g(l) = L (1' (I» es deere -

cienteyaque g'(I)=<L'(f(t»,F(ff(I))>~O. Portanto Ir(l) \ esuncon-

junto acotado, por ser L acotada inferiormente. Sean u,v C [0, a) y supongamos

que u <v. Entonces,

"(v) - (f)(u) = fl. J «(/1 (A v + (1-A) u) d A
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f'(v) 0 If(u) = (Vou) f
0

1 '1" (A v + (loA) u) J A

= (vo u) f: Fr (A v + (l - A) u) J A

Como F transforma acotados en acotados ,existe una constante M tal que

IIF'f(lu+ (10 I) v)11 < M. Por tanto,

Ilf (v) of (u) II< M II u 0 v II

para todo u, v C [0, a) y r puede extenderse a una funci6n continua en el inter-

valo cerrado [0, a] • Por e/ teorema 1, r(l) puede extenderse mas alia de a,

10 que contradice el que [ 0, a ) sea un intervalo maximo de ex istenc io ,

Obse·rvacion.1. EI que F satisfaga una condici6n de Lipschitz en cede punto

no implica que F transforme conjuntos acotados en conjuntos acotados. Sin ember-

go,la ultima afirmaci6n seria cierta si s uponernos que F -es uniformemente continua

en cada con junto acotado [10 ; p, 19],0 si F satisface una condici6n de Lipschitz

uniformemente en cada con junto acotado.

La conclusi6n del teorema anterior puede obtenerse omitiendo la c ondic ien de

que F transforme conjuntos acotados en conjuntos acotados, perc bajo hip6tesis

adicionales so bre L.

TEOREMA 3. Sea F un espacio de Banach real y sea F: E ....E un operador

que satisface una condici6n de L ipschjtz en cada punto. Sup6ngase que < F(x) ,

L'(x».;S-<I>(11 F(x)II), donde:

i) <1>: [ 0,(0) ....[0, (0) es continua, convexa, estrictamente creciente Y, tal que

<I> (0) = 0 , <I> (I). 1-1 ....00 cuando I ....00 •

ii) L: E ....R es de clase ct , acotada inferiormente y tal que L(x) ....00 Sl

Entonces toda so luc ion rx(l) de la ecuaci6n diferencial (5) existe para todo

I ~ 0 y es, cdernds , cco todo ,

Demoslracion. Sea [0, a) el maximo intervalo de ex is tenc io y sup6ngase que a

es infinito. Sea g(l) = L( (I)). Entonces,
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•
(6) l(t) = <L (f o» , r (t) > ~ - <I> (II F (r (t» II )

y por tanto g es decreciente y, por las hip6tesis sobre L, acotada inferiormente.

Sean u , v < [ 0, a) y s upongamos que u <u, Entonces, como en el teorema ante-

rior, se demuestra que

(7) t:-'f (u) = (u- u) J; F r (A v + (1- A) u) d A

Ahora, por la desigualdad de Jensen [9, p.202] uno obtiene :

<I> ( J~ II F f (A v + (1- A) u) II d A )

~ J;<I>(IIFj?(AV+(l-A)U)II) dA

~I -g' (A v + (1- A) u ] d A
o

= (v-urI Jl ..L (-g(Av+(l-A)u»d.A
o dA

(v - urI ( g(u) - g (v»

Por tanto, ya que <1>-1 es creciente, se onr rene

(8) (AV+(l-A)ulldA< <1>-1 ( g(u)-g(v»
v-u

De (7), (8) y el hecho que g(u) - g(v) estCi acotada por una con stante M se ob-

tiene

(9) II CP (v) - feu) II < (v - u) <I> -I (--.;M~
I v· u

Vamos a demostrar que "r(v) - ff (u) II -> 0 cuando u y v tienden a a • Como

basta demosttar que r <1>-1(--2-) -> 0 cuando r -> O. Pero la ultima afirmaci6n se
r

derive sin dificultad del hecho que <1>(1). (1 -> ce cuando t -> "". Como

11,,(v) - 'feu) 11-> 0 cuando u y v tienden a a, entonces f puede extenderse

a una funci6n continua en el intervalo cerrado [0, a] • La demostraci6n se completa
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con el teorema de existencia local.

3. La ecuacion S(x) = 0

Vamos a demostrar ahora varios teoremas de existencia de s o luc iones de 10
ecuaci6n operacional Sex) = 0 usando 10 idea general explicada en 10 introducci6n.

Para ello necesitamos una breve explicaci6n sobre normas diferenciables.

Una norma 11'11 en un espacio de Banach E se dice que es diferenciable si

x .... 11 xii es diferenciable en el sentido de Frechet en E -10 I. Si 11'11 es una

norma diferenciable, entonces Vex) = IIxl12 es una funci6n escalar de close ct ,

cdemcs, V'(o) =0 y IIV'(x)11 =21Ixll. Laexistenciadeunanormadiferencia-

ble que defina 10 topologia origina I de E implica que el duo I E' de E es sepa-

rable si E es separable. EI problema de existencia de normas diferenciables fue

es tud iado por el autor en [8].

TEOREMA 4. Sea E un espacio de Banach con una norma diferenciable deno-

tada por 11·11. Sea S:E ....E un operador tal que:

i) S satisface una condici6n de Lipschitz en coda punto;

i i) < Sex) - S(y), v' (x-y) >~ c II x» y 112 para cierta constante c> 0 y para

todo x, y E E. Suponemos, odemcs, que <S (x),£' (x) >~ <I> (1IS(x)! j) donde <I>

y L son las funciones del teorema 3. Entonces.,existe un solo x·E E tal que
•

S(x·) = 0 y toda trayectoria ~ (t) de 10 ecuaci6n diferencial f = - S(r (t)) con-

verge a x· cuand 0 t tiende a infi n ito.

DemostraciOn. Es claro que por el teorema 3,,01 hacer F = - S, toda trayectoria

fx(t) = ret) es td definida para todo t) O.

Sea get) = L('f (t)). Entonces get) es decree iente y acotada inferiormente •

Por tanto,existe una sucesi6n I tn I tal que tn .... 00 y g'(tn) ....0 (consecuencia

del teorema del valor medio). Sea xn = r (tn)' Entonces, de (6) y las hip6tes is

s obre <I> se obtiene que IIS(xn)II~cI>-l(-g'(tn))""O cuando n tiendea infinite,

De 10 condici 6n i i) sobre S y 10 dicho anteriormente se desprende que I xn 1 es
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es una sucesi6n de Cauchy. En efecto,

cuando n,m tienden a infi nito,

Sea x" el limite de 10 sucesi6n Ixn I. Entonces S(x·) = 0 yo que S es un

operador continuo. La condici6n ii), de nuevo, asegura que x· es /0 unico solu-

c i6n de 10 ecuaci6n S(x) = o.

Tenemos que demostrar chore que 'f (I) .... x· cuando I .... 00. Para ello defini-

mos la funci6n

Q(x) =

Entonces el extremo inferior de Q(x) es a = _ Ilx·112

2
Q(x·). Aderncs ,

<-S(x), Q'(x) > = - <S(x) - S(x·), v' (x » x·) >

y por tanto Q('f(I» = rtt} es decreciente y acotada inferiormente. Como xn .... x·;

se sigue que rit ) .... a cuando 1 tiende a infinite. Sea BE = I x I II x » x·11 ~ E I.
Entonces Q-I [ a, a+2"1 E2] C BE' Sea M >0 tal que para todo I;>M se ten-

go: a~Q((f(t»~ a+2"IE2• Entoncesf'(t)EBE paratodo I~M, loquede-

muestra que r (I) .... x· cuando I .... 00 •

Como corolario obtenemos el s iguiente teorema demostrado incorrectamente por

por e l cutor en [7]. Si E esunespaciodeHilbert,sea j:E ....E' laidentifica-

cien de Riez via el producto escalar ; sea I: E ....R una funci6n escc lcr de c1ase

ct. Entonces r'r = grad(/) es un operador de E en E. Para s irnpl ificcr escr i-

biremos simplemente I' en vez de grad If),
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TEOREMA 5. Sea E un espacio de Hilbert real y sea I: E ~ R una func i6n

escalar de close C1 y acotada injer iormen re , Sup6ngase :

i) f' = S satisface una condici6n de Lipschitz en coda punto;

ii) < S(x). S(y). x - y > ~ c II x· y 112 para alguna constan1e c > 0 y para
•todo x, Y C E. Entonces toda soluci6n fx(t) de 10 ecuaci6n diferencial f

= - S(r (t)) estci definida para todo t > o. Ademcis I tiene un s610 punto cr i-

tico 01 cual convergen las trayectorias cuando t tiende a infinito.

Demostradon. Basta tomar en e I teorema 4 L(x) = [i x} Y CP(t) = ?, yo que 10

condici6n ii) implica que I(x) ~ 00 s i II xii ~ 00. En efecto,

j(x)-j(0)=f1 ~(f(tx))dt
o dt

= fl <S(tx), tx > (1 dt
o

pero,

<S(tx), tx> = <S(tx).S(o), tx>+<S(o), tx>

,

~ ct211 xl12 -IIS(o) II '11 xii' t

= II x II (c t211 x II • II S (0) 11 t)

Por tanto,

j(x)-j(o) ~llxll fl (c Ilxll t·IIS(o)lI) dt
o

= II x II ( .:.t! . II S(o) II
2

10 que demuestra que f(x) ~ 00 cuando II x II ~ 00 •

Observacion 2. E I teorema anterior puede cons iderarse como una vers i6n c on-

tinua del metcdo del "Steepest Descent". Uno parte de un punto arbitrario Xo y

define inductivamente
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donde un = S(xn) y tn es el extremo inferior de f a 10 largo de 10 tangente

xn - tUn a /0 trayectoria fP (t) que empieza en xn en el instante t = O. Serio

interesante saber si las hipotes is del teorema 5 son suficientes para c se quror 10
convergencia de 10 sucesi6n Ixn I 01 punto cr itic o x· de 10 funci6n f. Si

II Sex) - S(y) II ~ k II x » y II ' k> 0, y para tado x,y C E, entonces xn ....x· ,

como 10 demostramos en [6].
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