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ECUACIONES OPERACIONALES Y ECUACIONES DIFERENCIALES

por

GUILLERMO RESTREPO

I. Introduccion.

Sea E un espaciode Banachy sea T : E 5 E un operador conrinuo. Para

cada y ¢ E definase el operador

(1 S(x) = T(x)-y
entonces x es unasolucion de la ecuacién
(2) T(x) =y

siy solosi x-es una solucién de

) S(x) = 0

Supongamos que la ecuacién diferencial

(4) ¥ =Flp), pO =x,

admita una solucién }0 (t) definida para todo #> 0. Entonces podemos tratar de
resolver (3) demostrando que existe una sucesién { 2,} que tiende a infinito, y
tal que {}D(tn) } converge acierto x* en E y {§ (}0(',,))} » 0. En efecto, si
tal es el caso, x* seria una solucién de (3) debido a la continuidad del operador

S. En este articulo mostraremos cémo se puede utilizar esta idea general para de -



mostrar la existencia de por lo menos una solucién de la ecuacién operacional

S(x) = 0.

Queremos hacer notar que la idea de estudiar ecuaciones operacionales a par-
tir del comportamiento asintético de las soluciones de ciertas ecuaciones diferen-
ciales ha sido utilizada por varios autores. En particular, pareceser que R. Cou-
rant [1] fue el primero en usar dicho método. En [2] M. K. Gavurin considera cier-
tas ecuaciones diferenciales cuyas soluciones aparecen como el resultado de hacer
continuos ciertos métodos iterativos tales como el método de Newton y el método
de ‘‘Steepest Descent’’. Otros autores, Ficken [3] 6 Meyer [4], construyen una
ecuacién diferencial a partir de una homotopia del operador § para demostrar la
existencia de soluciones de S(x) = 0. Estos autores suponen, en general, que la
derivada de Frechet $’(x) existe, es invertible y que existe una constante m tal
que H(s'(x)f]H < m uniformemente. Por el contrario, en muchos de nuestros re -
sultados, por ejemplo el teorema 3, las conclusiones se derivan de la existencia

de una funcién de tipo Liapunov y de la monotonicidad del operador S(x).

2. Ecuaciones diferenciales en Espacios de Banach.

El teorema siguiente puede encontrarseen [ 5; p 281]

TEOREMA 1. Sea Q un subconjunto abierto del espacio de Banach E y

sea F: R xQ 5 E una funcién continua (R es el conjunto de los reales). Supénga-

se :

i) F es localmente acotada en (f,, x,))CRxQ , estoes , F es acotada 1
una vecindad de (7, X o)

ii) F satisface una condicién local de Lipschitz en (t,s %,), esto es, existe
una constante k>0 tal que ||F(z, x)- F(t,x')|| < k||x- x*|| para todo ¢ en una

vecindad de 7, y todo x, x* en una vecindad de x, .

Entonces existe un intervalo abierto I que contiene a t, y una funcién diferen-

ciable P I 5 Q tal que

(5) iy F”'f(’)) P ) =%



Diremos que ¥ (#) es una solucién local de la ecuacién diferencial (5) con con-
dicién inicial ?(to) =%,

Las condiciones i) y ii) implican que toda solucién local es (nica en el sen-
tido siguiente. Si(f y W son dos soluciones locales definidas en los intervalos I
y ] respectivamente,entonces (¢) =¥ (¢) paratodo t€I1N]. Enlosucesi-
vo indicaremos por (f,.(2) la solucién de (5) con condicién inicial ;’(O) = x que

supondremos definida para todo ¢ en el maximo intervalo de existencia [0, q ).

Si E y F sondos espacios de Banach reales, se dice que »:E » F es di -
ferenciable en x si existe una transformacién lineal y acotada A’(x): E > F tal

que

[| B(x+w) = hb(x)-b'(x).ul|:* {"H-I"o

cuando ||#|| » 0. Si x# b’(x) es una transformacién continua de E en el espacio
L(E,F) de las transformaciones lineales acotadas de E en F, diremos que 5
es de clase CI, Si F es el conjunto de los reales, entonces L(E,R) = E* es
el espaciodual de E. Si x€E y x'€ E’ escribiremos <x,x’'> en vez de

x’(x).

TEOREMA 2, Sea E un espacio de Banach real y sea F : E » E un operador
continuo. Supéngase que F satisface una condi cién de Lipschitz en cada punto y
que F transforma conjuntos acotados en conjuntos acotados. Suponemos, ademds ,
la existencia de una funcién escalar L : E 5 R de clase C!, acotada inferiormen-
te y tal que L(x)»o00 si ||x|| »o . Entonces, la condicign <F(x), L*(x)>< 0
para todo x en E implica que toda solucién  ,(#) de la ecuacién diferencial (5)

estd definida para todo £> 0 y es acotada.

Demostracion. Tanto el teorema como la demostracién son rutinarios, Sea [ 0, a)
el méximo intervalo de existencia. Entonces la funcign g(2) = L (@ () es decre -
ciente ya que g’(t) = < L'(? (1), F(y (1)) >& 0. Por tanto {@ (1) } es un con-
junto acotado, por ser L acotada inferiormente. Sean #,vC[ 0, a) y supongamos

que #<wv. Entonces,

f(v)-y(u)=f;2% (sa(/\v+(1-)\)u)d)\



@ - = @ f! @ 120w d
= (v-u) ! F;ﬂ Nv+T-Nu)dr
o

Como F transforma acotados en acotados,existe una constante M tal que

||FP(tu+ (1-1)0v)|| <M. Por tanto,

ll;ﬂ('f)'f(u)il<MHu'V|l

para todo # v C[0,qa) ¥y puede extenderse a una funcién continua en el inter-
valo cerrado [ 0, a]. Por el teorema ],y(t) puede extenderse mds alldé de a ,

lo que contradice el que [ o, @) sea un intervalo mdximo de existencia.

Observacion, 1. E|l que F satisfaga una condicién de Lipschitz en cada punto
no implica que F transforme conjuntos acotados en conjuntos acotados. Sin embar-
go, la Gltima afirmacién seria cierta si suponemos que F es uniformemente continua
en cada conjunto acotado [ 10 ; p.19], osi F satisface una condicién de Lipschitz

uniformemente en cada conjunto acotado.

La conclusién del teorema anterior puede obtenerse omitiendo la condicign de
que F transforme conjuntos acotados en conjuntos acotados, pero bajo hipétesis

adicionales sobre L.

TEOREMA 3. Sea F un espacio de Banach real y sea F : E 5 E un operador
que satisface una condicién de Lipschijtz en cada punto. Supéngase que <F(x) ,

L' (x)>§-®(|| F(x)||), donde :

i) ®:[0,0)5[0, o) es continua, convexa, estrictamente creciente y tal que

D) =0, 0.5~ cuando 1.
ii) L:E >R es declase Cl, acotada inferiormente y tal que L(x) > oo si
]l » o0

Entonces toda solucién ?x(t) de la ecuacién diferencial (5) existe para todo

t3 0 y es, ademds, acotada.

Demostracion. Sea [0, a) el maximo intervalo de existencia y supéngase que a

es infinito. Sea g(#) = L(  (#)). Entonces,



6  gm=<L (f(t)),sé(t» <-<I>(|]F(§a(t»|l )

y por tanto g es decreciente y, por las hipétesis sobre L, acotada inferiormente.

Sean #,v<[ 0,a) y supongamos que z <v. Entonces, como en el teorema ante-

rior, se demuestra que
- = - 1 F %
(7) Y(v) y(u) (v u)fo ?(Av‘*(l Au)d

Ahoraq, por la desigualdad de Jensen [ 9, p.202 ] uno obtiene :

Q(fi |[Ffmu+(1->uu)||dm

IN

fI(D(HF;ﬂ()\M(I-A)u)H) dx
o

S f’;-g' MNv+(1-X)u)dr

(w-uyl 1 ;‘;- (<gM v+ (1-X)u))dA
o

= (w-wl(gw-gw)

Por tanto, ya que o1 es creciente,se obriene :

(8) [HIF aovs@-a)u|ldr< o1 8®)-8%),
. Veu

De (7), (8) y el hecho que g(u)- g(v) estd acotada por una constante M se ob-

tiene :

(9) HV(U)‘?(“)H((U-“) (I>'1(__M_)

vVeu

Vamos a demostrar que H?(v) - sp () || > 0 cuando % y v tienden a a . Como
(I)-I _M_ =M M-I -1 1
A (A ) M4 @ (W“

basta demostrar que r <I>'1(—1) 50 cuando 7 - 0. Pero la Gltima afirmacién se
r

deriva sin dificultad del hecho que ®(#).7! 50 cuando #- o . Como

||¢(v) - ‘p(u) || »0 cuando # y v tienden a a, entonces ;0 puede extenderse

a una funcién continua en el intervalo cerrado [0, a] . La demostracién se completa



con el teorema de existencia local.
3. Laecuacion §x) = 0

Vamos a demostrar ahora varios teoremas de existencia de soluciones de la
ecuacién operacional S(x) = 0 usando la idea general explicada en la introduccién.

Para ello necesitamos una breve explicacién sobre normas diferenciables.

| en un espacio de Banach E se dice que es diferenciable si

Una norma

‘ .

x » || x|| es diferenciable en el sentido de Frecheten E-{0}.Si

| es una

norma diferenciable, entonces V(x) = ||x||2 es una funcién escalar de clase CI;
ademds, V’(o) =0 y ||V’(x)|| = 2 ||x||. Laexistencia de una norma diferencia-
ble que defina la topologia original de E implica que el dual E’ de E es sepa-
rable si E es separable. El problema de existencia de normas diferenciables fue

estudiado por el autor en [8].

TEOREMA 4. Sea E unespacio de Banach con una norina diferenciable deno-

| Sea S:E 5 E un operador tal que :

tada por
i) $ satisface una condicién de Lipschitz en cada punto ;

i) <S(x)=-S(y), V' (x-y) >3 cl|| x-y||2 para cierta constante c> 0 y para
todo x, y € E. Suponemos, ademds, que <S(x), L’(x)> 2O (||Sm]]) . donde @
y L son las funciones del teorema 3. Entonces, existe unsolo x*€ E tal que
S(x*) = 0 y toda trayectoria ﬂ (1) de la ecuacién diferencialf; =. S(;O (¢)) con-

verge a x* cuando ! tiende a infinito.

Demostracion. Es claro que por el teorema 3,al hacer F = - S, toda trayectoria

ﬂ(t) = y’(t) estd definida para todo £3 0.

Sea g(1) = L(P (2)). Entonces g(#) es decreciente y acotada inferiormente .
Por tanto,existe una sucesién {2,} tal que 7, > y g'(%,) >0 (consecuencia
del teorema del valor medio). Sea x, = ?(tn). Entonces, de (6) y las hipétesis
sobre ® se obtiene que |[|S(x,)|| § CD'I(-g'(ln)) >0 cuando 7 tiende a infinito.

De la condicién ii) sobre § y lo dicho anteriormente se desprende que { x,,} es



es una sucesién de Cauchy. En efecto,

cllx, - 2, 112 & || S(x,) - S(x,)|

o1}k r mg

[y = i [ § == 1| SCxp) = SCx,) [] 5 0

cuvando 7»,m tienden a infinito.

Sea x* el limite de la sucesién {x,}. Entonces S(x*) =0 yaque S es un
operador continuo. La condicién ii), de nuevo, asegura que x* es la (nica solu-

cién de la ecuacién S(x) = 0.

Tenemos que demostrar ahora que ’0 (t) > x* cuando - oo, Para ello defini-
mos la funcién
lxxe]1? . Llxe]|?

2 2

Qx) =

2
Entonces el extremo inferiorde Q(x) es a = - Al - Q(x*) . Ademds,
2

<=8(x), Q'(x) > = = <8(x) = S(x*), V’ (x=x*) >
Socllx-x]l2g0

y por tanto Q(f{t)) = r(t) es decreciente y acotada inferiormente. Como x, » x*;
se sigue que 7(t) » @ cuando ¢ tiende a infinito.Sea Bg ={ x| [|x-x*| €},
Entonces Q1 [a,a+271e?]C Bg. Sea M > 0 tal que para todo 2 M se ten-
ga: ag Q(?(t))§ a+ 2162, Entonces F(t) € BG para todo t>M, lo que de-

muestra que ;l (¢) > x* cuando t-> 0.

Como corolario obtenemos el siguiente teorema demostrado incomrectamente por
por el autoren [7]. Si E es unespacio de Hilbert, sea j: E » E* la identifica-
cién de Riez via el producto escalar ; sea f: E > R una funcién escalar de clase
¢!, Entonces ]‘If’ = grad(f) es un operadorde E en E. Para simplificar escri-

biremos simplemente f* en vez de grad(f).



TEOREMA 5. Sea E un espacio de Hilbert real y sea f: E > R yna funcién

escalar de clase C! y acotada inferiormente. Supéngase :
i) f =38 satisface una condicién de Lipschitz en cada punto ;

i) <S(x)-S(y), x-y>Y cl|lx-y HZ para alguna constante ¢ > 0 y para

Ll

todo x, y C E. Entonces toda solucién ﬂ(t) de la ecuacién diferencial ;ﬂ
=- 5(? (#)) esta definida para todo #3 0. Ademds f tiene unsélo punto cri-

tico al cual convergen las trayectorias cuando ¢ tiende a infinito.

Demostracion. Basta tomar en el teorema 4 L(x) = f(x) y ®(z) = £, ya que la

condicién ii) implica que f(x) > si | x| ». Enefecto,
1 d
= = d
[(x) = f(o) fo ;3 (f(tx)) dt

= (L <sx), tx> 1l gy
(o]

pero,
<8(tx), tx>=<8(tx)=-S(0), tx>+<S(0), tx>
et x2S | - |x] -
=[xl (2| x] - || S| #)
Por tanto ,

/mwwwwguMMWMWMt

= x| 02l -y s |
2

lo que demuestra que f(x) » o cuando | x| » .

Observacion 2. E| teorema anterior puede considerarse como una versign con-
tinua del método del ‘‘Steepest Descent’’. Uno parte de un punto arbitrario x, y

define inductivame nte

Xppl = Xp =ty ty



donde u, = S(x,) y t, es el extremo inferiorde f a lo largo de la tangente

x, = tu, a la trayectoria ?‘(t) que empieza en x, enel instante # = 0. Seria

interesante saber si las hipétesis del teorema 5 son suficientes para asegurar la
convergencia de la sucesién {x,} al punto critico x* de la funcién f Si

[|8(x) - S(y)|| S k|x-y]|, k>0, ypara todo x,yCE, entonces x

n-»x*,

como lo demostramos en [6].
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