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TRANSFORMADAS DE FOURIER DE DISTRIBUCIONES HOMOGENEAS

por

CARLOS LEMOINE

Introduccién .

Lo que sigue es un resumen del Capitulo |1l de la tesis del autor presentada
ante la Universidad de Maryland en diciembre de 1968, la tesis fue dirigida por el
profesor Humberto Neri y estudia las relaciones entre la regularidad de una distri-
bucién, su grado de homogeneidad, la dimensién del espacio en que estd definida y |

la regularidad de su transformada de Fourier.

Para resolver el problema propuesto se procede en los siguientes pasos :

a) Se caracterizan las distribuciones homogéneas para reducir el problema al es -

tudio de distribuciones sobre la esfera unidad.

b) Reducido al caso de transformaciones sobre las distribuciones en la esfera uni
dad, se estudian estas transformaciones en términos de series de Fourier de es

féricos arménicos.
a) Estructura de las distribuciones homogéneas.

Definicion 1. Sea Ek el espacic Euclideo de k& dimensiones vy S'(Ek)
el espacio de las distribuciones temperadas sobre E, X\ un nimero comple-
jo,7 un elemento de S'(Ek) . Decimos que 7 es homogéneo de grado A si
para cualquier funcién indefinidamente derivable con soporte compacto ¥ y

para cualquier a >0 se tiene :
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b)

(a-1) <r,ll'(§)>=a/\+f\‘<r,lll>

Ejemplos : a-1) Si P es un polinomio de grado #» y & es la medida de Di-
rae, P (D)5 es homogéneo de grado -7 - k.

Ejemplo a-2) Sea 3 ={x;|x|=1} y D'(2) el espacio de las distribuciones
sobre X .

Si feD'(X) se puede asociar a f una familia analitica en A de distribucio-

nes homogéneas de grado A para A #-k, - k-1 - k-2 etc., por medio de la for

mula

(@-2) ®eSER) <:Af, P >=fo"°< FoO(rx)>dr, x| =1

(Esto define r’\f).

TEOREMA 1. Sea X un nimerocomplejoy r una distribucién homogénea de
grado A entonces

Si A noes unentero < -k existe f€ D'(%) tal que

(a-3) r=r\f

Si A=-k, -k-1, etc., existen f& D'(3) y un polinomio P-A-% de grado -A-k

homogéneo tal que
(a4)  r=1Af4Pp-k (D)5

Definicion 2. Llamaremos a f la caracteristica de la distribucién 7.

Se muestra que la regularidad de 7 en x| >0 vaa ser lamismade f en

(cuando la regularidad se expresa en términos de los espacios L; cfr b).
Nuestro problema de esta manera se reduce a estudiar cémo son entre si las ca-
racteristicas de una distribucion homogénea y la de su trans formada de Fourier.

Estudiaremos en detalle las distribuciones sobre X

Series de Fourier de esféricos arménicos.

Sea EX el espacio Euclideano de 4-dimensiones y X ={x; /x| =1] laes-

fera unidad, las restricciones a X de los polinomios arménicos homogéneos de

grado 7 se llaman esféricos armonicos de grado 7, los esféricos arménicos de
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grado n forman un espacio vectorial { Q | de dimensién Mﬁ = 0m*2?).
Por { Y”"IIW (m=12... Mf’) designaremos una base de {QT]} forma -
do por restricciones a 2 de polinomios homogéneos armégnicos con coeficientes

reales y ortonormales con respecto al producto interno.

(b-1) <f,g>= f‘zfg do

donde do designa la medida de Lebesgue en X.

Proposicion b-1: Si f€ D(Z) entonces

(5-2) f

:ng—. oanm ynm (x)

k

m=1......M”

(4-3)y (a,,) =0(r") paratedo f>0.

(La convergencia de (b-2) es respecto a la topologia de Schwartz en D(2)-).

k

Reciprocamente si una sucesién @, ...,n=0, I, 2..c..., m= Lieoss o M7
satisface a (4-3), b-2 converge en D(X) a una funcién indefinidamente dife-
renciable .

Proposicion b-2 : De otra parte (5-2) es convergente en D'(3) siy solo si
3N>0 tal que

_ N
(b-4) a =0 ).

Regularidad en X

Sea d(x) = d(|x|)>0 una funcién indefinidamente derivable tal que para
|x|> 1 coincide con |x|. Si s es un nimero complejo definimos I° en

S'(ER) por la relacion (cfr. Calderén [1] p. 36)

A
)= Tdx)s
Cuando s es un ngmero real la imagen de Lp(Ek) por IS se denota L;(Ek),

(L ,(EX) ={f:Efsc; [Iffldp<em}) 1Sp<oo
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Se demuestra confrontar (0) que si una distribucién ¥ tiene soporte compacfo
y pertenece a [.% (Fk) también pertenece a lp(rk) la distribucidn d) o

%)
donde ¢ es un ( " difeomorfismo de EX en EK. Esto permite deflmr los

espacios L; =), IS pLoo, 200 <5< o0

TEOREMA : b-1

Sea Buprn=0,1...etc., m=1,... Ns , una sucesion de complejos, en-
tonces la aplicacién de D (X) en D (%) dadapor X @, Y ——3p
nym P

a,m Y, €s continua de L;(Z) en L25+t();) , (treal) siysolosi (b-5) se

satisface (6-5) (B,,,) = 0(n™").

Nos restringiremos para simplificar de ahora en adelante al caso en que

ANFEekpxeal, k-2,
TEOREMA : b-2

Si 7 es una distribucién homogénea de grado A

7= r/\ f
con f=2 a, Y
o nm
entonces r=r1A" kg donde g estd dada por

A+ k

= - an SA+k "&%J—

(D-2) g= nzm (-i)" 2 ['¢( ) 4y Yom
I'Z:4)

TEOREMA : 3-D
Si 7 es una distribucién homogénea que en |x| > 0 pertenece localmente a
L] ie. si ¢ cCy (|x] >0) entonces ¢pore LSZ(Ek)) su transformada de
Fourier para |x| > 0 pertenece localmente a LSZ'RQ)\"@'/2 g
Demostracion : Decir que 7 (resp ) estd localmente para [x| >0 en 1.52
(resp, en l;'.R"’\ “k/2) s equivalente, segin lo notamos al final de a),

decir, que [ (resp. g) pertenece a L‘} (2) (resp. a 1.3' k/2-Rels)),

En virtud de los teoremas 4-1 y b-2 se necesita probar que
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N om oAk P nEREN
By ™ | (-)* 2048 T (2715 =0(n ReW) +k/2)

Lo cual se deduce de conocidas propiedades de la funcién gamma. .

Nota 1. En el caso k=2, los resultados del teorema b-3 pueden extenderse a
los espacios L‘; 1<p<e , yen una forma ligeramente diferente a los casos

p=1y p=o cfr.(0).

Nota 2. Enel caso p=1, p=e y k>3, se muestra que no existe un teorema
similar al -3 cfr. (0).

Nota 3. Existen resultados particulares, obtenidos por Calderén de manera muy

distinta. (cfr. Calderén (2)).

BIBLIOGRAFIA

(1) CALDERON A, P, Algebras of singular Integral Operators Proceeding of
Symposia in Pure Mathematics, Vol, 10, 1967, pp. 18-55, Am. Math, Soc.

(2) CALDERON A, P, and ZYMUND A, Algebras of Certain Sin gular Oper-
ators, Amer. J. Math, 78 (1956) 310- 320.

(1) GEL'FAND I. M. and SHILOV G, E, Generalized Functions Vol. 1, Acade-
mic Press, New York and London, 1964.

(0) LEMOINE CARLOS **Fourier Trans forms of Homogeneous Distributions*’,
University of Maryland, 1968.

29



