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TRANSFORMADAS DE FOURIER DE DISTRIBUCIONES HOMOGENEAS

por

CARLOS LEMOIN E

IntroclucciOn •

Lo que sigue es un resumen del Capitulo '" de lo tesis del autor presentada

ante la Universidad de Maryland en diciembre de 1968, la tesis fue dirigida por el

profesor Humberto Neri y estudia las relaciones entre la reguJaridad de una distri-

buc ien, su grado de homogeneidad, la dimension del espacio en que es tc definida y

/a regularidad de su transformada de Fourier.

Para resolver el pr oo lema propuesto se procede en los s iguientes pasos :

a) Se caracterizan las distribuciones h omoqeneus para reducir el problema al es >

tudio de distribuciones s obre la esfera unidad.

b) Reducido al caso de transforrnaciones sobre las distribuciones en la esfera uni

dad, se estudian estas transformaciones en te rrni nos de series de Fourier de es

fericos crrnon icos ,

aJ Estructura de las clistribuciones homogeneas.

Definicion 1. Sea Ek el espaci 0 Eucl ideo de k dimens iones y S·(Ek)

el es pcci 0 de las distribuciones temperadas sobre E, k A un nurner o cornple-

jo:,r un elemento de 5' (Ek) • Decimos que r es hornoqene o de grado A Sl

para cua/quier funcion indefinidamente derivable con soporte compacto IIJ y

para cualquier a> 0 se tiene :
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(a-l) < t , 'l' (L) > = a MK < r , 'l' >
a

Ejemplos: o-L) Si Pn es un polinomio de grado n y [) es la medida de Di-

ra., Pn(D)[) es hom oge ne o de grado -n - k.

Ejemplo a-Z} Sea z', lx:[xl= I! Y D'(l) el espacio de las distribuciones

sobre l.

Si IE-D'(l) se puede asociar a f una familia analitica en A de.distribucio-

nes h orno qe nen s de grado A para A I-K, - K-l - K-2 etc., por medio de la for

mula

(a-2) ct> E S(EK) < rA f, ct> > = {"'< I, ct> (r x') > dr, Ix'i = 1
o

(Esto define rAj).

TEOREMA 1. Sea A un mimer o complejo y r una d istr ibuc ion horn oqen eo de

grado A entonces :

a) Sj A no es un entero ~ ok existe IE D'(l) tal que

(a-]) r=,AI

b) Si A=-k,-k-l,etc.,existen IED'(l) yunpolinomio P-A-k degrado-A-k

homoqene o tal que

(a-4)

Ue finicion 2. Llamaremos a I la caracteristica de la d is tr ibuc ion T.

Se muestra que 10 regu laridad de r en Ixj > 0 va a ser lo misma de f en l
(cuondo la regulari dad se expresa en te rrnino s de los espaci os L p cfr b).

Nuestro problema de esta manera se reduce a estudiar como son entre 51 las co-

racteristicas de una d is tr ibuc ion homoqenec y /a de su transformada de Fourier.

Estudiaremos en detalle las distribuciones sobre l

b) Series de Fourier de esfericos armoni cos,

Sea Ek elespacioEuclideanode k-dimensionesy l=lx;ix[,~l: laes-

fera unidad, las restricciones a l de los polinomios orrnoni c os h orno qene os de

grado tZ se l lo mcn esfericos armonicos de grado n, los esfericos armonicos de
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grado n forman un espacio vectorial I Qn I de dimension M ~ '" 0 (nk-2).

Por I Ym I (m = 1 2, • •• MK) de si gnaremos una base de ! Q I forma-n .,.,.,., .,.,
do por restricciones a ~ de polinomios hcmoqene os crrncnic os-con coeficientes

reales y ortonormales con respecto al producto interno.

<I,g>= f Igda
~

donde da designa la medida de Lebes qte en ~.

Proposicion b-l: Sl lED (I) entonces

(b-2) I=fa ()n = 0 nm Ynm x

m = 1 •••••• M:
(b·3) y (anm) = 0 ( r·l) para todo I> 0 •

(La convergencia de [b-Z] es respecto a la topologia de Schwartz en D(~) -.).

Rec iprocamente s i una suces ion anm ••• , n=O, 1, 2 •••••• , m = 1,••••• M~

satisface a (b-3), b·2 converge en 0(1) a una funcienindefinidcmente dife-

renciable.

Proposicion b·2: De otra parte (b-2) es convergen te en D' (~) s i y so los i

.3 N> 0 tal que

(b·4)

Regulariclacl en ~

Sea d(x) = d(lxl »0 una func ion indefinidamente derivable tal que para

Ix[ > 1 coincide con Ixl. Si s es un numero complejo definimos /s en

S'(Ek) per la re lcc ien (cfr, Calderon [1] p, 36)

A
(/s I) = jed (x) rs

Cuando s es un nurne r o real la imagen de Lp(E k) por /s se denota Lp(Ek).

(Lp(EK) '" ! I: EK .... c : fl~Pd /1. < 00 I) l~p~oo
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Se demuestra confrontar (0) que si una distribuci6n IJ1 tiene soporte compacta

y pertenece a L,Sp(Ek) to rnbi en pertenece a LpS(Ek) la distribuci6n cP-Io t/J
, 0

donde ep es un Coo difeomorfismo de Ek en Ek. Esto permite definir los

espacios Lp (L), I:::; p:c; 00 , -"" < s<+oo

TEOREMA : b s l

Sea f3nni' n = 0,1 ••• etc., m = 1, ..• N~, una sucesi6n de complejos, en-

tonces /a aplicaci6n de O'(L) en O'(L) dada por n'!:n an"!. Ynm- L f3nm

anm Ynm es continua de L2(~) en LJ+/(:£), (I real) si y solo si (b-5) se

satisface (b-5i (f3nm) = 0 (n-I) •

Nos restringiremos para simplificar de ahora en adelante al caso en que

A :F. k:OK • I , • k· 2 •

TEOREMA: b·2

Si r es una distribuci6n homo qeneo de grado A

r,.. rA /

con / = L anm Y nm
n,m

entonces r", r·A- kg donde g e s tddodc por

(0·2) s = L (.On 2 A + k
n.m

n+~±k
[' ( ) anm Y nm

['(¥)

TEOREt..fA : 3 - 0

S: t es una distribuci6n homoqerieo que en Ixl > 0 pertenece localmente a

L~ i,e. si ep EC~ (Ixl > 0) entonces cP0rE L2(Ek)) su transformada de

Fourier para Ixl > 0 pertenece localmente a L2-J<eA-k/2.

Oemostraciol1: Decir que r (resp 1) e s tc localmente para Ixl > 0 en LS
2

(r es p. en Ls-.ReA -k/2) es equivalente, se qun 10 n oto mcs al final de a),
2

decir, que / (r es p, g) pertenece a L2 (~) (r es p, a L2" k/2-ReA(L)).

En virtud de los teoremas b-I y b-Z se necesita probar que
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(3 =:) H)n 2A+k r( n+k+A) ,
nm 2 = 0 (n Re (A) + k/2 )

rf n - A)
2

Lo cual se deduce de conocidas propiedades de la funcien gamma •.

Nota 1. En el caso k = 2, los resultados del teorema b·3 pueden extenderse a

los espccios Lj, 1 < P < 00 , yen una forma ligeramente diferente a los c cs os

p = 1 Y P = 00 cfr, (0).

Nota 2. Enelcaso p=l, p= ee Y k>3, se muestra que noexiste un teorema

similar al b-3 cfr, (0).

Nota 3. Existen resultados particulares, obtenidos por Calderon de manera muy

distinta. (dr. Calderon (2)).

BIBLIOGRAFIA

(1) CALDERON A. P, Algebras 0/ singular Integral Operators Proceeding 0/
Symposia in Pure Mathematics, Vol. 10, 1967, pp. 18-55, Am. Math, Soc.

(2) CALDERON A. P, and ZYMUND A. Algebras 0/ Certain Sin gular Oper-
ators, Amer. I, Math, 78 (1956) 310- 320.

(1) GEL-FAND I. M. and SHILOV G. E. Generalized Functions Vol. 1, Acade-
mic Press, New York and London, 1964.

(0) LEMOINE CARLOS "Fourier Transforms 0/ Homogeneous Distributions",
University 0/ Maryland, 1968.

29


