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L. Introduccion.

I.1.  Como es sabido existe una inclusion (es decir un factor plenamente fiel ).

(e}
D: Cat - A Eus

de la categoria Cat , de las categorias pequeias, en la categoria
A° Ens , de los conjuntos simpliciales. Mas aun D admite un ad-
junto a izquicrda G, y en conscecuencia D (resp. G) conmuta

con l()S “Ill“(‘.“ pl‘(l\ eclivos (I‘(‘Sp. il]llll('li\()s). S(‘ pll(‘(l(‘ (l(‘nmslrur (\('r

[71) que G también conmuta con los productos finitos.

1 proposito de esta nota es el de mostrar las relaciones que los functores

D \ G establecen entre, de una parte, la nocion de grupoide y |

de la otra, la nocion de conjunto simplicial de Kan | 11].
Se establece por ejemplo que

Teorema 1. Para que en una categoria G ., todas las flechas sean
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inversibles (es decir para que C sea un grupoide ) es condicion
necesaria y suficiente que D(C) satisfaga la condicion de exien-

sion de Kan. Y tawbién,
Teorema 2. Si un conjunto simplicial X satisface la condicion
de Kan, la categoria G(X) asociada a X es un grupoide .

Si se nota g la subcategoria llena de A° Ens formada por

aquellos conjuntos simpliciales X tales que G(X) sea
un grupoide , y K la subcategoria llena de A°Ens cu -
yos objetos son los conjuntos que satisfacen la condicion de Kan, se dis-

pone, como consecuencia del teorema 2 de una inclusion

Las trazas sobre la subcategoria D(Cat) de A° Ens de
estas dos categorias, coinciden como consecuencia del teorema 1 y dela
igualdad GD(A)=A para toda categoria A€eCat, Si

se identifica Cat con su imagen por el functor plenamente fiel D

se puede escribir, de acuerdo con lo que precede la igualdad

-~
I 2~
[

Cat) = (g Cat )

Es por esto que si se quiere dar ejemplos de objetos de g que no
estan en k es necesario ir a buscarlos entre aquellos conjuntos

simpliciales que no estén en la imagen de D.



1.3.

En [5], GABRIEL y ZISMAN demuestran que la categoria G(X)
asociada a un conjunto simplicial X no depende sino de los tres
. . ) 2

primeros " pisos‘l de X es decir del esqueleto sk“(X)

G(X) = G(skX).

En consecuencia

Corolario 1.  Un conjunto simplicial X esta en g siy

solamente si sk2(X) esta en g . Analogamente, para

que un conjunto simplicial X esté en g es condicion su-
- 2) ,

ficiente que sk@x) sea de Kan.

Asi pues, para que exista un conjunto simplicial Xeg que no

sea de Kan, es condicion suficiente que skZ(X) sea de Kan, y

que la condicion de extension falle en alguna dimension p>3.

Dicho esto podemos exhibir objetos de g que no son de Kan. Pa-

ra lo cual recordamos (Cf. § 2) que a todo monoide simplicial unitario

N puede asociarse un conjunto simplicial V.V(N) , el clasifican-
te de Mic-Lane de N, que goza de las siguientes propiedades

1) WN) = pt, MN);= N, ; 2) el espacio de lazos de  W(N)
es isomorfo a N. 3) La construccion W conmuta con los
productos y en consecuencia si N es abeliano W(N) es
de nuevo un monoide simplicial abeliano. En este caso se itera la cons -

truceion y se nola
v n-1 1

n - e - -
wooWew )W =W
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De las propiedades anteriores se deduce que si N es un monoide

simplicial abeliano con unidad,

a) f.}(N)p = punto 0< p<n-l

n n-1 % 1k
b) S; 7 (N) sode Ean 25 v (N) es de Kan (esta ulti-

ma se deduce por aplicacion del functor Q).

Sea ahora M un monoide conmutativo con unidad de la categoria
de los conjuntos. Si suponemos que M no es un grupo, la catego-
ria M asociada a M (con un solo objeto * , con tantas fle-
chas de ese objeto en si mismo como elementos haya en M, y cu-
va ley de composicion es el producto de M) no es un grupoide y en
consecuencia ( Teorema 1) D(IX{ ) no satisface la condicion de ex-

tension de Kan. Las propiedades a)y b) dan lugar entonces a

Proposicion 1. Sea M €Ens un monoide conmutativo con uni -
dad que no es un grupo. Entonces para p<n-1, el p-ésimo
” n

esqueleto de W D(M) es nulo. Ademas W D(M)

no satisface la propiedad de extension de Kan.

Eu conclusion , hemos construido, para cada monoide abeliano M

(que no sea un grupo) y para cada n>3 un ejemplo de un conjun-
to simplicial que pertenece a g pero que no es de Kan. La inclu-
sion kCg es, en consecuencia, estricta,

Este ejemplo de tipo general fue inspirado por aquel que dimos en [ 7 8

Se trataba entonces de mostrar que si bien la condicion de extension de



ot

Kan es suliciente para que la relacion de homotopia sea de equivalencia ,

ella no es necesaria.

L.os lunctores D, ¢, W.
El functor D (1s51,[8]). Sea C una calegoria pequena. Se
nota D(C) el conjunto simplicial definido por a), b) ¢) a continua-
cion
a) D(C), = Objetos de C

D) =1 freeees f)| fiL10/; esta definido en C i
h) di(/l""'fn)z(fI""'fi-]’fI}I‘/i'/‘1"2""'/‘)1) Si

i=1,2,..., (n-1).

dy(fpsevar ) = (o auas f)

At Fy 0 vame I8 Efyn wany g

c) Si(/l’ I f”) =(fppeees fi’ I, fi‘ [r oo f”) .
en donde I'=id (mewade f) = id (fuenie de fiv1)-

s (fys s, f,) =01, f;, ceen [

Como va lo habitamos dicho, existe un lunctor (CL[5))
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tal que para ns \ Cc eCa , los conjunios

Hom (@ (X ), C ) y Hom(X ,D(C )) son isomorfos | por me -

dio de un isomorfismo natural en X y en C . Este lunctor goza
. . ” 1 .

de la propiedad de ser una retraccion de D en ¢l sentido de que

GD(C)=C , para toda categoria C . Enrealidad ésta propie-

dad y aquella de conmutar con los limites a derecha definen G com

pletamente. En efecto si A/ X denota la categoria cuyos objelos
son las flechas f:A[n] > X (n> 0) y cuyos morfismos entre
[y /1 son las aplicaciones simpliciales g tales que

flog="/,
g
\[ n ] - \[ ”7]
f\ / '
X
entonces el conjunto simplicial X es el limite del functer

s = fuente : N/X > A°Ens

fuente de [ .

X = lim s.

En consecuencia

lim s = lim (G.s)

Q
>
!
)



Como para cada f:Aln) > X, Gs(f) -G A\[n]=GD (j”) |

en donde I, es la categoria con objetos 0, L, isi; 7 y con
una flecha de i a si i< j, entonces para cada X,
G X debe ser el limite del functor

\ // X > (;[lf

que a cada f:Aln] > X asocia la categoria L v que

a cada ©

g / fw - g
X
hace corresponder el functor I, > 1, determinado por la apli -
cacion mondtona w :m) > [n).
El functor w se define sobre los monoides simpliciales con elemento

unidad por medio de las formulas (Cf. May [4] , Moore 131, C.Ruiz-Sal-

guero [ 6] .

(M ), = Pt

M

W(M )” 2 M() x v xM ]
(Ii(go, ey g)lﬂl) (g(),..., &-7-20 8peiel? (/() 8,-1 d] &-ir1
""’di-lgnvl) 1<'i<n

do(go,...,gnnl) (8yr +++r Bp.2)
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d”(go, cees 8pup) S ldygye e d 1 8y )

So(go’ tee gn-l) - (go' ceer 8yl 1) (1< i<n-l)

S”(go, seey g"_l) = (1, SO g(), se 0y S”_] gn-l)
Si M es un monoide simplicial conmutativo con elemento un idad, se
define la multiplicacion

(go. eo ey gn-l) (bO' ceey b”.l) = (gObO’ & ouey gﬂ-l bn-l)

un monoide simplicial conmutativo con elemento

D(N)

que hace de WiM)

unidad. Existe un isomorfismo natural entre el conjunto simplicial

(en donde N es la categoria con un solo objeto y tantos morfismos

como elementos haya en un monoide dado N), yelconjunto  W(N)

(en donde N es el monoide simplicial tal que (N) =N pa-
n

ra todo n, y cuyas fases y degeneraciones son iguales a la aplica -

cion idéntica idy : N > N). El isomorfismo en cuestion

esta dado por

P (8o evesr 8pul) = (Bpegs oo o5 8y)-

De acuerdo con el Teorema 1 ,se deduce el



Corolario 2. Para que el clasificante W(N) sea de Kan, es con-

dicion necesaria y suficiente que N sea un grupo.

En la teoria simplicial se da una definicion (ver Moore [ 3]) de espacio de la-
zos que se presta mas facilmente a los calculos que aquella dada por la for-
mula Q(X) = Hom.(SI , X) (Cf. [ ] Gabriel Zisman): Seca
X un conjunto simplicial con punto base * . Se define Q(X)

por las formulas

a) Q (X)n ={x F,X”(I ‘ do(x) = ® a’l.l ) eee, di (x) = * para toda
n
familia de indices ifs eons gy
Qx X , SR _
b) d. (x)=d. ;(x) (donde d. = i-ésima fase de )
i i+ 1 i
QX
- X . i

c) s; (x) = Siv 1 (x) i>0
No es dificil mostrar que

Lema 1. Si X es de Kan, entonces QX también satis-

1’

face la condicion de extension de Kan.

Lema 2. Si M es un monoide simpli('ial, los conjuntos simpli('iul(-s

M y Q(W)(M) son canonicamente isomorfos.

El isomorfismo M QWM esta dado por Xp sy (¥ sy *.-\‘p)-

Nota. Puede darse ¢l caso de conjuntos X que no son de Kan pero



para los cuales QX  satisfaga la condicion de extension. Considere-

mos un monoide N de la categoria de los conjuntos. N es evi-

dentemente de Kan y ademas

N QWwh)

W(N)=D(N)

Sin embargo D(N) no es de Kan a menos que N sea un grupo

(de acuerdo con el Corolario 1).
Lo anterior nos lleva a afirmar

Proposicion. Para todo monoide simplicial conmutativo (con unidad) M

las condiciones siguientes son equivalentes.
’g -
a) W (M) es un objeto de g (n>3), quenoestaen k

b) El meonoide M no es un grupo simplicial.

c) W(M) no es de Kan

Esta proposicion es consecuencia de :

Teorema 3. Sea M  un monoide simplicial con unidad. Para que

W(M) sea de Kan 'es condicion necesaria y suficiente que la ley que
hace de M un monoide sea en realidad una ley de grupo simplicial.
Brevemente

WM) esdeKan <= M esun grupo simplicial.



I,il (‘()II(Ii(‘i(’)ll ¢S npecesaria |)‘dr'(l (l(-nm.\lrurln I‘(‘(‘(H’(I(‘HIUN una I)I‘()iil)&i(‘i(’)ll

de Me-Lane [10] que concicrne los conjuntos simpliciales de Kan.  Sea
o §i1 P, i/)€ una coleccion de p enteros entre 0 v onil.
Una o-caja en dimension n de X es una coleccion §xl- ;1'
de elementos de X, i (0, nil] ido tal que
o d . it
d, x; d}-l X i< , 78
Decir que una tal caja se cierra quiere decir que existe x € .\'"‘1 g
tal que para todo i,i=0,...,n, que no perienece a o s
d.x = x.
i Y

Be acuerdo con Ve - LANE (loc. cit.) para que X sca de kan  es
condicion necesaria y suficiente que para todo n y para todo
o=1 ij <, < ip } C [0, nsel] (p variable!), toda g=-caja en
dimension n de X se cierre.
Demostracion del Teorema 3.
Supongamos entonces que W(M) secade kan. Tomemos

= £ ; ok S Eas : s axiaie I~ p x
8 8y.1° M”,] y demostremos que exisle h .\l”gl 1al quc
gh = 1. Fara esto consideremos la o-caja (0=}12,...,n¢1})
en dimension 7
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de

tal que

W(M). Existe entonces

o= (ao,..., an) € W(M)n+1

Es decir que

(ao, se ey an-l) :(1; e 0 0y 1: gn_l)

(ao""’an-Z’an-l.doan)z(l""‘l)

En consec uencia

El elemento heM, que se deseaba encontrar es entonces

d a .
o n

(n> 1)

En consecuencia todo elemento del monoide con unidad M, ;

admite un inverso a derecha,y se trata entonces de un grupo.



En su articulo , SHIH([2]) demuestra inversamente que para todo grupo
simplicial G, W(G) satisface la condicion de extension. Segun SHIH

(loc. cit.), este resultado es debido a CARTAN,

El teorema 3 se generaliza de manera natural. Sin embargo para demostrar

esta generalizacion nos vemos obligados a emplearlo. Recordemos que una

aplicacion simplicial p:X s Y es una fibracion de Kan si dada
una  g-caja  {x;} en dimension 2 de X, yun yey, .,
tal que

existe un xeX, 1o talque: (i) p(x) =y, (i) d;(x)=x;(i{0)

También es conocido el hecho de que para que un conjunto simplicial sea
de Kan ,es condicion necesaria y suficiente que el anico morfismo
X sA[0] , de X en el “punto’’ simplicial, sea una fibracion de

Kan.

El teorema de CARTAN dice, mas generalmente, que si P:G 5 G"
es un epimorfismo de grupos simpliciales entonces ~ Wo: W(G) » W(G'")
es una fibracion de Kan. Completamos el teorema de Cartan de la manera

siguiente :

Teorema 4. Sea op: M > M un epimorfismo de monoides simpli-

ciales. las condiciones siguientes son equivalentes



wn

a) W(op) es una fibracion de Kan M es un grupo simplicial

h) o es un homomorfismo de grupos simpliciales.

Se p()drial expresar de otra manera este teorema diciendo que si V-V( Q)
es una fibracion de Kan ,para que M sea un grupo simplicial es con-
dicion necesaria y suficiente que M sea un grupo Simpli('ial.
Demostracion : Como el tcorema de CARTAN afirma que b) => a)  pase
mos a demostrar que a) => b). Como M"  es un grupo simplicial, en-
tonces ﬁ’(M”) es de Kan. Si a esto se agrega que

ﬁ’(\p) B l;’(M) N ‘;’(M”) es una fibracion de Kan, entonces se deduce
que WM)  esde Kan y el teorema 3 permite concluir que M es

un grupo Simpli('ial.

; . "o
El teorema 3 se deduce del precedente haciendo M" =0.

Demostracion del Teorema 1.

3.1. Supongamos que D(C) satisfaga la condicion de extension de

Kan, y veamos las conclusiones que se pueden sacar cuando esa con-

dicion es aplicada para n=1. Sean X[ X dos elemen-
tos de D(c); . Supongamoslos encajados., es decir que se
tenga la igualdad
dl Xy = (/1 X
De acuerdo con la definicion de D(C) (ver § 9 esto
3 L



quiere decir que %'y iy %y son flechas de la categoria C

cuyas fuentes coinciden. Si aceptamos que D (C) satisface
la propiedad de Kan en dimension 1, entonces existe xeD(C),
tal que

dl &= x;

dZ o = X5
Pero ®  es una pareja de flecha componibles de C

&= (a,b), fuente de (p) = meta de (a), Las relaciones anterio -

res se escriben entonces asi :

b.a = x;
b = x2
En consecuencia cuando D(C) es de Kan (por lo menos en la di-
mension 1), la categoria C goza de la propiedad siguiente
dadas dos flechas de la misma fuente u y v existe una
flecha
u
®
v
tal que WoU=u
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Entonces si u=1id (es una identidad) v v es ('lmlqui('ra se

deduce la existencia de un inverso a la izquierda de v:

wov = id.

De manera analoga, pero aplicando la propiedad de extension a dos e-

lementos x,, X] ED(C), con la condicion
d = P
xg d, x,

se encuentra que la categoria C goza también de la propiedad:
sioouy v son flechas que tienen la misma meta existe o
tal que Uow=1v.

u

@

v
Lo que aplicado a v =idg ,B=metade u, da lugar a la exis-
tencia de un inverso a la derecha para toda flecha u de la ca-
tegoria. De todo lo anterior se deduce que toda flecha de C es

inversible.

3.2. Supongamos, inversamente que C sea un grupoide. Demostra-
mos que D(C) satislace la condicion de extension en la dimen
sion 1. Luego demostramos que en dimensiones superiores la condi-

cion es igualmente satisfecha.



Recordemos un Teorema de SHIH [1] sobre la condicion de extension
de Kan : para que X sea de Kan es condicion necesaria y sufi-
ciente que para todo n, toda o-caja se cierre para

o={0} o6 o={n+1}.

Demostremos que D(C) satisface esta condicion para n=1.
Darse una o-caja { X0 X] } de I)(C)I para
o=1{21, es darse dos flechas de C con igual meta. La
pareja o= (x;l °xp,x,)ED(C), es tal que

do = %

d; o = .\'O(.\'o xy) X
De manera analoga una  0-caja txg, xp 4 de D(C),;

se cierra por medio del elemento B = (x5, % x~21) de  D(C),.

Tomemos ahora n>1, p=0 y tratemos de cerrar una caja
X weer Xy de elementos de D(C),.  Notemos
x;= (ff s oiis f1)

Las relaciones de compa tibilidad d; X; = dj-l Ly i<j
(i,7%0) dan lugar a las relaciones
(a) T i O<k<i-l ,  (i<n

k k 5T -
(h) /z' 4 /n+1 A /n+1 (i< n)

i iel i -

-1

St



() 1 b fh i= ] i+ 1< k< nel (i< n)

k kil

Las cuales se logran haciendo jE el i<m, Si i<j<n
Si i<j<n se obtiene entre otras, la relacion

i_ 4] | ] 5 i
(d) ff=f/ . Notemos u=f', (i<j<n)

n n ”
), L. .o . sl
Para i=mn, j= nil las relaciones de compatibilidad dan lu-

gar a las igualdades

(e) [ = fn+1 I1<k<n-l.
k k ==
Haciendo i<j=n se obtiene finalmente

(n /ety

n n n-l

Estas relaciones bastan para demostrar que el elemento

aQ = f”+l, .“,/7”1 ,f"o(f’Hl)'I)
n

n n n

cierra la caja | Xpseees X, g }. De mancra semejante se cons-

truye la cerradura de una o-caja para o={n+11}.

§ 4.  Demostracion del Teorema 2.

4.1. Antes de pasar a demostrar el teorema 2, recordemos brevemente la

construccion de la categoria G (X) dadaen [5] p.33 .
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p ’ bl G i :
En primer lugur la inclusion SE-X > X induce un isomor-

lismo G(SK°X) » G(X). Es por esto que podemos redu -
cirnos a considerar conjunlos simpliciales X tales
sk~ X = X, Una aplicacion simplicial de un 1tal X en Y
esta determinada por tres aplicaciones P i=0,1,2

{ X. > Y 0<i<2

i 7 i = &S

que conmutan con las fases y degeneraciones. Hacemos esta anota -
cion porque nos proponemos caracterizar G X , el cual debe sa-

tisfacer la relacion

Hom (X .D(C)) = Hom (G(X), C)

para cada categoria C. Asipues G (X) debe ser el ob-
jeto inicial de la categoria A(X) definida por a) y b) .

a)  Ubjetos de A(X) son las parejas (C, o) cn donde

C es una categoria (de g‘_t) y it {”'AO' Py Dy { ’
®; ¢ Xi 5 D( (f)i compatibles con las fases y degeneraciones .

Es decir, que se debe tener :

¢ X > objetos de € = ob (C)

Py Xy - flechas de € = FI(C)
5 o F R

()"‘/2 (C) = parejas de flechas componibles de C).



fuente ('4‘1(‘\')) = 9, ((/1 x) x € A\'I (1)

is o i o n ) )
meta ( LI(,\)) ,()((/0 x) (2)
©,(s (y)) = id . . .
' =g o) yEX, (3)
y ademas como para cada = (u,v) e FI2(C) se tiene la igual
dad
g &= d() X o (12 X
entonces para cada oeX,, debe satisfacerse la relacion
d; Oy(0) = d, 0xlo) . dyDy(o)
o lo que es lo mismo
Oyldyo) = o (a'oa) . 0yldyo) (4)
b) Los morfismos en AX)  de (C, ®) en (C’, )
son los lunctores F:C - C tales que si se nota
l’i :D(C); D ((,")I. (i =0,1,2) las aplicaciones asociadas
de mancra evidente a F, entonces se tenga
11*1' ;w; >0, 1, 2.
Notemos (G (X), 6 ) el objeto inicial de la categoria é(X)
G (X) puede ser descrita en consecuencia como la categoria que
tiene



i) Un objeto x por cada x€X, y para la cual

ii)  El conjunto de las flechas es *‘engendrado’ por los / don-

de fSXI 8 en donde se supone que

fuente de (/:) = d;f

meta de (f)= d, [

iii) Todo esto sometido a las relaciones

id& = 5,% xeX,

d10= dyo . doq o €X,
La aplicacion 0 = {60 » 61,05 f: X 5 G(X) es evidente-
mente definida por las igualdades 0,(x) =%, 0,00 = f-.9_2(a) =

= (dOU ’ d20') .

4.2, De lo que precede se deduce que para que G X sea un grupoide
es condicion necesaria y suficiente que para cada feXy, lafle-
cha [ seainversible.

Esto sucede si por ejemplo el conjunto simplicial X satisface

la condicion de Kan en la dimension 1.

Démonos en efecto € X,. Sea a=djf. Entonces
x1 = SO a
XZ = f
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forman una caja en dimension 1 (ll'I xp = t/l xp) y en consec-

cuencia existe geX, tal que
dio = s,
d20 = /

Lo que va a implicar que

o). [ = s,a = id

2 a

Lo cual implica que  f  tiene inverso a izquierda dado por d,o.

Para construir el inverso a la derecha se hace Yo=1+ ¥1=5,b
(b=4d,f. Ellos forman una caja que es cerrada por By oy

en consecuencia
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