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LA CONDICION DE KAN Y LA NOCION DE GRUPOIDE
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Carlos HUIZ SALGUERO

y

Roberto HUIZ

L Introduce ion.

1.1. Como es sabido e x is te una inclusion (e s deeir un [ar-t or ple namcnte riel).

D Cat
a

~ Ens

de la categuria Cat de las ealegorias pequeiias, en l a ealegoria

~o Ens, de los conj nnt os s imp l ir-i a lc s , ~ias auu f) ud mu c un ad-

junto a izquierda G, yen r-ou scvuon c ia D (resp. G) con mut a

con los lim ite s pruycci i-,os (ro sp. induc-t ivo s ), ~(' puedc rlc mus rrur (\ rr

[7]) qUI' G t a mh irn conm utu con 10":' prod uct os fill il u-«.

EI proposilo de esla nola e":' cl de musrrar las relaciones que los lun ct or e s

D ) G o st ahl e cen entre, de una parle, In lIocil-ln df' grupoide y

de !a otra , la nuc ion de conjunlo simplicial df' Kan [J Il .

Se est ahlvcc por ejemplo qu c

Teorema 1. Para llul' c n una l'alegoria c, lad as las fl ech as sean
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inversibles (es dccir para que C sea un grupoirle ) es cond ic ion

necesaria y suf ic ien te que D(C) salisfaga 1'1 condic ion de exte n-

sion de Kan, Y t amhie n ,

T eorema 2. Si un conjunto simplicial x sat.i sface la cond ic ion

de Kau , la categoria G(X) asociada a x es un grupoide •

1.2. S: se nota g 1'1 subcategoria Ilenade ~o Ens formada por

aque l lo s conjuntos sirnpliciales x tales que G(X) sea

un grupoide, y K la subcategoria l l cna de ~OEns cu -

yos objetos Son los conjuntos que satisfacen la con d ic ion de Kan, se dis-

pone, Como con secuenc ia del t e or e ma 2 de una inclusion

Las trazas sobre la subcategoria D( Cat) de ~o Ens de

es tas d s categorias, co inc ide n como consecuencia del te or e ma I y de la

igualdad GD(A)=A para t oda categoria A 10 Cat •

se iden t ifica Cat Con SU imagen por el functor pl e namcntc Iie] D'

se puede escribir, de ac uerd o con 10 que precedc 1'1 igualdad

( k Cat) g Cat

Es por csto quc si sc qu ierc dar ejc mplo s de ohj eto s dc g que no

estan en k es ncccsario ir a bus e ar los entre aqucl los conjuntos

simpliciales que no e s te n en la imagen de D •
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En [5]. GAI3RIEL y ZISMAN de mue stran que la categor ia C(X)

asociada a un c onj unto simplicial x no depende sino de los Ires

primeros II p is os " de x es decir del e sque le to

C(X)

En con secuenc ia

Cora/aria 1. Un conjunto simplicial x esta en s si Y
solame nt e si esta en ~ . Ana logam en te , para

que un conjunlo s imp l ic ia l

Iic ie nte que sk(2)(X)

X este en g es coud ic ion su-

sea de Kan •

1.3. Asi pues, para que ex is ta un conjunlo simplicial

sea de Kan, es condi cion s ul ic ien te que sk
2
(X)

X E s que no

sea de Kan, y

que la cond ic icn de exte n s ion falle en alguna dimension p~3

Oicho e sto podemos exhib ir obje tus de que 110 SOil de Kan. Pa-

ra 10 c ual rec ordamos (Cf. § 2) que a t odo mono ide simplicial unitario

N puede asoc iarse Ull conjunto simplicial W( N) , el cl as ifican-

Ie de ~jc-Lane de N. que goza de las s igu ientes propiedades

1) W(N)o '" pt, WeN)] '" No; 2) el c s pac io de lazos de W(N)

es isomorfo aN. 3) La c on strucc ion W e onm u ta con los

productos y en couse cuenc ia si N es abe l iano WeN) cs

de nuevo un monoide simplicial abe l iano, En e ste c as o s e iiera la COilS -

lruccioll y se nola
n·]

W (W )
]

W W
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De las propiedades anrertores se deduce que si N esun mono ide

simplicial abe l iano con unidad,

a) n (N) =
W P punto 0:S p~n.l

b)

n·l
es de Kan => W (N ) es de Kan (eata ult i-

rna se deduce por ap l icac ion del functor n) .

Sea ahora M un mono ide c onrnutat ivo con unidad de la categoria

de los conjunt.o s, Si suponemos que M no es un grupo, [a catego-

ria M asociada a M (con un solo objeto * con tantas fle-

chas de ese objeto en s i mismo como elementos haya en M, y cu-

ya ley de com pos icion es el producto de M) no es un grupoide y en

consecuencia (Teorema 1) D(M) no satisface \a cond ie ion de ex-

tension de Kan, Las propiedades a) y b) dan lugar entonces a

P,oposicion 1. Sea M EEns un monoide conmutat ivo con uni -

esqueleto de IV D(M) es nulo,

p~n.l el p.esimo
n

Ademas IV D ( M)

dad que no es un grupo. Entonces para
n

no satisface la propiedad de extension de Kan ,

Ell conc lusion; , hemos con struido, para cada mono ide abel iano M

(que no sea un grupo) y para cada n > 3 un ejemplo de un c onjun-

to simplicial que pertenece a pero que no es de Kan, La inc lu-

s ion es, en consecuenc ia, eatricta,

Este ejemplo de tipo general fue in sp irado por aquel que d imos en [7].

Se trat aha entonces de mostrar que si bien la cond ic ion de extension de
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Kan es s ulic ieut e para (jUl" la re lar-i on de humot op ia sea dl-' eqllivalencia.

ella 110 es nece sur iu,

l-os lun ctorc s n , (;, W.

EI fllnctor o ([51. [ 8] ). Sea C una calegoria peq ue iia. Se

nola D(C) 1'1 (·onjunlo s impl ieial de liu ido por a), b) d a con t in ua>

c iou

a) o (C)o =0 Objetos de c

e s t a de lm ido en C

b)

i ~ 1. 2, ...• (n » l ),

do (j t : ...• In) =0 (j2' •..• In)

dn (j i- ••• , In) =0 (f t : ...• 11/- j )

en doudr- id ( [uo nt e dr-

ColIIO ya 10 hahialllos d ichu. cx ist r- un luucr or (U. [51 )

G: 6,0 Ens -> Cat
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tal que panel XE~OEns C E Cat ,y

H om (~ ( X ) , C ) Hom (X , 0 ( ~ ) )y

d io de un isomorf ism o natural e n X y en

de la propiedad de s er una re tra c c io n de o

e O( C ) = C para loda calegoria

los c onjun t os

"on isomorfns , pOl' me -

C . ESle Iun cror goza

en e l s entido de que

C En realidad e st a prop ie-

e

p le ram en te , En efecto si ~/X

dad y aqucl la de conm utar con los lim ite s a derecha de Iiucn com

Son las Ile chas (12;; 0)

dcnota la categoria cuyos objcros

y cuyos morlis mos entre

/ son las apl ic ac ion e s s impl ic iale sy

(0 g = / ,

X

g tales que

enlonces el conjunto simplicial X es el limite del functor

s = [uent e ~/X ~o Ens

/ [uente de i ,

X lim s.

En c on sccuenc ia

ex lim (e. s )e lim s
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COIIIO para cada

en doude cs la e at eg ori a con objctos 0, l , ... , 12 y eon

una Ilccha de a j si c nton cc s para e arl a x,

G X debe scr e l limite del functor

6/x Cat

que a cada /: 6[12] 4 X as oc ia la categoria In y que

a cada w,

co
6 [m] 6 [12]

g / I w ~ g

X

cac io n monoton a co : [m]

1m

[n] •

det e rm in ad o por [a a pl i >haee corrc sp ondcr e] [uuc t or

El functor w s c dc linc sohrr- Ius mono idc s s impl ic ia lrs cun c l e mcnt o

unidad por me d io de las formulas (Cr. ~lay [4], \Ioorp [3], C. HUiz-Sal-

guero [6]

W( M )0 ~ pt

eli (go' ... , guo])

••••• eli_] g17
0
]) I < i < 1/

(go' ••. , gn.2)
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( 1 < i < n-l)

Si M CS 1111 monoidc simplicial c on mutativo con elemento un idad , se

define la rnu ltipl icac ion

que hace de W(M) un m ono ide sJinplicial c onm ut at ivo con elemenLo

un idad, Existe un isomorl'ismo natural entre el conjunto simplicial D(N)

(en donde N es la categoria con un solo objet o y Lantos morfism os

como el cm entos haya en un mono ide dado N) , y el conjunto

(en donde es el monoide simplicial tal que (N) = Nn pa-

ra todo rr , y cuyas fases y degenerac iones Son iguales a la apl ica

cion ide nt ic a idN: N --> N). EI Isom orflsmo en e ue s t ion

W( IV) D( ~)

es ra dado por

De ac ucrdo con el Tc orcma I ,se deduce cl
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CoroJario 2. Para que 1'1 c las ilic antc sea de Kan, es con-

d ic ion necesaria y suficiente que N sea lin grupo.

En la t eor ia simplicial se da una definicion (ver Moore [3]) de e spac io de [a-

zos que se presta mas facilmente a los ca l c ul o s que aque ll a dada por [a for-

mula n(x) = Hom(Sl,X) (c r. [ (;ahriel Zisman) : Sea

x lin conjunto simplicial con punlo has e * Se define Dr X)

por las formulas

a) .•. , di (x)
n

para t oda

familia de indices 1 I.n

h)
nx X

d. (x) d. /x)
1 H-

e)
nx Xs· (x) s . 1 (x)
1 1+

( donde
X

d. i· e5 ima lase de
1

i ~ 0

No es difici l mos trar qlle

Lema 1. X cs de Kan , e ntonc e s nx ta mh ie n sut rs-

face l a c ondi cion de extension de Kun,

Lema 2. M es lin monoide simplicial, los c onj unt os s impl ic ia lc s

y
.

[UW)(M) son canon icamc n tc isomorfos ,

EI isomor lisrno
.

M • n W(M)..., eSla dado por x p ~-. ( " ... , • , xp)'

Nota. Pue d e darsc e l caso de conjuru os X que 110 son de Kan pero
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para los cuales ox satisfaga la c on d iclon de extension. Considere-

mos un m on o ide N de la categoria de los conjunto s, es e vi-

de nt eme nte de Kan y ade mas

;'in embargo D (ty) no es de Kan a menos que N sea un grupo

(de acuerdo con e lCorol ar io I).

Lo anterior nos lIeva a af'irmar

Proposicion. Para todo mono ide simplicial conmutat ivo (con unidad) M

las condiciones siguientes Son equival en te s ,

a)
.n
W (M) es un objeto de (n~ 3), que no e sta en k

b) EI rrionoide M no es un grupo simplicial.

c) W( M) no es de Kan

Esta propos ic ion es consecuencia de

Teorema 3. Sea M un mono ide simplicial con unidad, Para que

W(M) sea de Kan es eond ic ion necesaria y suficiente que la ley que

hace de M un mono ide sea en realidad una ley de grupo simplicial.

Brevemente

It' (M) es de Kan es un grupo si mplic ia l.
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La coud iclo n os necc,<.;arja: para de-!Duslrar!u I"('('urd('mos una pr opos ic ion

dc \i(··Lallc [/0] que c onc ir-ruc Ius conj un t os- s impl ic ia l os de Kan. Sea

una ('oleccion de cnt cros ent rc o ) n v l ,

Cna a- oaja cn d ime ns ion 11 dc x cs una e o ler-c io n Ix .I.I I

de e le mento s de X n E [ 0, /1+1] i ~ a ta] qnc

d. x .
I 7 d'1 x .7- I

i < j i , j ~ a

Decir que una ta] ca] a sc cierra quierc dccir que ex isr«

t a I que para todo i,i=O, .... ,n, que no perlpIH'cp a a

d. x X.
I I

De acucrdo con ~if'-LANE (Ioc. o l t.) para que x sea de Kan es

cond ic ion neces ar ia y su lic ie nt e que para rod o n y para todo

a=li1<· (p var iable !}, roda a-cajaen

dimension 11 de x se c ie rrc ,

Demostracion del T eorema 3.

Supongamos e nt onc es que lYe M) spa dp Kan. Tornemos

y de mostre mos quI' p,islp b EM/I•I lal quI'

gb = 1. Para c st o con s idcrem os la a-caia ( a = ! 2, .••• 1'1 + 1 ! )

en dimension 17
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Xo (1 ••••• 1·gn•1)

Xl (1 ••••• 1.1)

de W(M). Existe e ntonce s

tal que

d a= Xo 0

Es decir que

(a , ••• r a 1) = ( 1, .•• , 1, gn 1)o n- •

( 1, ••• r 1)

En consecuencia

a.
t

1

EI elemento que se deseaba encontrar es entonces

do an' En consecucncia todo elcmento del mono ide con unidad Mn•1

I n ~ 1) adm ite un inverso a dere cha , y se trata entonces de lin grupo.
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En su articulo, SIiIH ([ 2]) demuestra inv ers ame nt e que para todo grupo

simplicial C , W(C) satisface la cond ic ion de extension. Segiin Slilli

(Ioc. c ii.},e ste resuhado es de hido a CAHTAN.

EI reorcma 3 se generaliza de manera natural. Sin embargo para de mostrar

e st a generaIizacion nos vemos obl igados a e mpl e ar lo, Recordemos que una

apl icae ion simplicial p:X -> Y es una [ibrac ion de Kan si dada

una a-caja Ix·lt en dimension n de x,
tal que

existe un tal que (. )
I, p(x) y, (ii)

Tambien es con oc ido el hecho de que para que un conjunto simplici~1 sea

de Kan, es cond ie ion necesaria y suf ic ie n te que el un ico morfismo

x -+~[O] de x en el "punto" simplicial, sea una Iibr ac ion de

Kan.

EI te ore ma de CAHTAN dice, mas generalmenle, que si cp:C

es un ep imorfismo de grupos simpliciales e nt onces Wcp: W(C) -+ W(C")

es una Iibrac ion de Kan. Complelamos el t.corema de Carlan dc la man era

s iguientc :

Teorema 4. Sca cp: M un cpimorl'ismo de monoide s s impl i-

cialcs. Las condiciones sigllienles son cqu iva le nt e s
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a) weep) cs una [ihrac ion d(' Kan y c s nn grupo s imp l iciu l

b) ep es un ho momorfi smo de grupos s impl ici al e s.

Sc podr ia cxpresar de o tra mane ra cst e te orc ma d ic ic ndo que si w ( cp)

cs una fibrac io« de Kan, para que

d ic ion ncc e sar iu y s u lic icnrc que

M sea un grupo simplicial o s con-

sea un grupo simplicial.

Demcstracion: Como 1'1 t oor c ma de CARTAN alirma que b) => a) pase

mos a dc mostrar que a) => b). Como es un grupo simplicial, en-

tonce s it- (M II) e s de Kan, Si a e sto se agre ga que

W(ep): W(M) -s W(MI1) es una libr ac ion de Kan, enronce s se deduce

que W(M) e s de Kan y el te orem a 3 perm ite con c lu ir que M e s

un grupo simplicial.

EI te orema 3 se deduce del preced cnte haciendo o .

§ 3. Demostracion del Teorema 1.

3.1. Supongamos que D(C) s at is laga la c ond ic ion de exte ns ion de

Kan, y vc am os las conclusiones que se pueden sacar c uan do esa COII-

d ic ion es upl lcada para n > 1. Sean Xl' x2 dos e lcme n-

los de Supongamoslos cncajados:, es decir que se

lellga la igualdarl

Dc acue rd o Con la defiuicion de D(C) ( \'1' r § 2 ) eSlo
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quiere decir que xl Y x2 Son f1echas de la calegoria C

cuyas fuentes coincident Si acepram os que D (C) sm lsf'ace

la propiedad de Kan en di men s ion 1, enlonces ex iste

tal que

Pero a

a= (a,b),

es una pare ja de flecha compon ibles de C:

fuenle de (b) = meta de (a). Las relaciones anterio -

res se escriben entone e s asi :

En consecuencia cuando

me ns ion 1), la calegoria

D(C)

C

es de Kan (por 10 me nos en la di-

goza de la propiedad siguiente

dadas dos Ilechas de la misma fue nt e

flecha (U

u y v cx lst e una

u

v

tal que (UoV u
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Enlonces si u = id (cs una ide nt id ad} y v cs cua lquicra sc

deduce In ex is tc nc ia de lin inverso a la iz quierda de u;

6) 0 v id .

Dc mane ra ana loga , pero ap l icando la propiedad de extension ados e-

le me nto s Con la co nd ic ion

d xo 0

se e ncue ntra que [a catcgoria C goza t amb ien de la propiedad:

si u y v son f1echas que tie ne n [a misma meta ex ist e 6)

ta] que Uo6)=V.

U

v
,

Lo que ap] icado a v = ida' a = meta de u , da lugar a laex is-

t e nc ia de un inverso a la derecha para loda [lech a u de la ca-

tegoria. De tod o 10 anterior se deduce que loda f1echa de C es

in ve rs ibl e.

3.2. Supongal1lOs, in vc rs a ment e que C sea un grupoide. Demoslra-

mos que D(C) satisl'ace la c on d ic ion de cxtc ns ion en la dimen

s ion 1. Luego de mos t ra mos que en dimensiones s upe r iore s la c ond I-

cion es igualmente satisfecha.
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Hccor(lclIlOs un Teorcllla de SHIll [1] sohrc la e on d ic ion de extension

de Kan: para que X sea de Kan es con d ic ion neeesaria y sufi-

c iente que para Indo 11, t oda a- ca] a se c icrre para

a=!Ol 0 a=ln+11.

OClllostrelllos que D (C) s at is lac e est a cond ic ion para 11 = 1.

Oarse una a- caja de para

a = 12 I, es dar s e d os fI ech as de C con igual meta. La

ex= ( .1
,Xo)ED(C)2 tal queXo 0 xl es

do ex x
0

d1 ex ( .1 xl) xl-: Xo

parcja

Oe mane ra ana loga una 00 caja lXl,X2l de

f3 = (x2' x1x'/) de D(C)2'se c ierra por med io del elemenlo

TOlllemos ah or a n>l, p=O y tratcmos de cerrar una caja

de elementos de Norc mo s

Xi= (fi,,··,f;)

Las relacioncs de compa libilidad d.x. d·1x.
t J JO t i < i

(i,itO) dan l ugar a-las rclaciones

(a) fi (1+1 0< k < i ° 1 (£5. 11)

k k ~ :=:

(h) f.i t": 1 0 r:' (i~ n)
t. i+ 1 i
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(c) i+ 1 < k < 11-1 (i '5c 11)

Las c ua le s se logran hac icndo j = 11+1. i < 11. Si i< j~ n

Si i < t : 11 se obrien c entre otr-a s , l a re lac ion

(d) Note mos u r: (i<j<n)
n

Para i = n , j = n.v l las relacioncs de compat ihil id ad dan lu-

gar a las igualdades

(e) e1 I n-+;1 l';k";:;n.J.
k k

Haciendo i < j n se obt ic ne lina lme nt e

(I') r Ii Ii
n n n-l

Estas relaciones has ian para de mo-strar que el e le ment o

In+1 • r 0 ( r+1).1 )
n n 11

cicrra l a c aja ! "i> •••• xn+1 1 • De mancra s e me ja nt.e se conS-

lruye la c err adurn de una o- caju para

§ 4. Demostracic5n del T eorema 2.

4.1. Antes de pasar a dc mostrar el t e ore ma 2, recorde mos bre ve mc ntc la

cons truce ion de la categoria § (X) dada c n [5] p. 33 .
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En primer Ingar l a inclusion induce un isotuor e

lis rno ~(X) • Es por c st o que pod c mos rrdu ~

cirnos a c on stdcrar c onjunros s impl ic ia lc s x t alr-s

Una apl ic ac ion simplicial de un ta] x en y

I'sl:1 determinada por trc s apl ic ac ione s CPi' i =' 0, 1 r 2

<:Pi X.
I

y.
I

que c on mutan con las fases y degeneraciones. Hace mos e s t a anota -

cion porque nos proponemos cararu c r iz ar G X , el cual debe sa-

tisfacer la rel ao ion

Hom (X. D(C)) ~ Hom (~(X). C)

para cada categoria C . Asi pues delle scr el ob-

jet.o inicia! de la calegoria ~ (X) defin ida por a) y h) .

a) lJbjelos de j (X) son las parcjas (C , cp) en donde

C es una caLegoria (de c;. at ) y

c om pat ib lcs con las fases y degcneraeiones

Es der-Ir, que se debe tener :

objctos de C =' ob (C)

Ilcchas de C =' Fl(C)

cr2 : X 2 ->

(F [2 (C) parejas de Ilech as r-ompon ib le s de C).
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(1)

meta (2)

(])

y ade mas como para cad a
_ 2

(1,- i u i i») EFt (C) se t ie nr- la igual

dad

enlonces para cada dehe sat isfac crsc la re lac ion

o 10 que es 10 m ismo

(4)

11) Los morfi sm os en -1 (X)

F: C

de (C, cp) Cll (C,cp')

SOil los lunct orc s C' tales que s i sc no ta

las apl ic ac ion cs asociadas

de manc ra c vide nt e a F, e n ronc c s se lellga

i>O,1,2.

NOICIIIOS (~ (X) , e ) el ohjct o in icial de la calegoria

~ (X) puc-de ser de.s cr im en con scc ue nc iu C0ll10 la calegoria que

ticne
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i) Un objeto x por cada y para la cual

ii) EI conjunto de las f1echas es "engendrado" por los I don-

de en donde se sup one que

[uente de (j)

(f) =meta de

iii) Todo esto some t id o a las relaciones

idx

La apl icac ion x ....g (X)

eo(x) = s , e](f) f, eia) =

es ev idente-

me nte defin ida por las igualdades

4.2. De 10 que precede se deduce que para que GX sea un grllpoide

es cond ie ion nece sar ia y suficiente que para cada f EX], la n-.
cha f sea inversible.

Esto sucede si por eje mplo el conjunto simplicial X satisface

la c ond icion de Kan en la dimension 1.

Demonos en efecto a = d] f. Entonces
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forman una caja en dimension 1 y en cons e-

c uenc ia ex iste tal que

Lo que va a impl iear que

(do 0). I ida

Lo c ua] impliea que I t iene in ve rso a izquierda dado por doo.

Para const ruir el inverso a [a dereeha se hac e

Ellos forman una eaja que es cerrada por /1. y

en consecueneia

,

I id :
b

•
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