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1. Introduccidn.

En un espacio de Hilbert ,dado un sistema ortonormal completo { D }

y un sistema ortonormal ( no necesariamente ('ompll'ln) | l//k {, se define

un op(-radur T como sigue
’I‘:T(,Okf—/\k([/k (k=1,2,3...), (1)
donde 1} /\/e § es una sucesion de numeros complejos. lLos operadores

de este tipo fueron estudiados antes de la aparicion de la teoria espectral
por P. A.M. Dirac (51 pues jugaban un papel importante en su conocida teo-

ria de transformaciones en mecanica cuantica .

NOTA. Sogl’ln Dirac, el operador (1) se denomina ”Upvrudnr Ket " y sc de-
nota
o0

T = ). M., |
1 VD | ¥

17



Recientemente , Robert Sphau(-n“] trabajo con estos operadores en forma mas
sistematica con el objeto de esiudiar los operadores completamente continuos

utilizando una notacion parecida a la usada por Dirac

o0

T=X Ny @ 9% (3)

i1

En el presente trabajo a los operadores de este tipo los llamaremos "' ope-
radores de Schatten ' y usaremos la notacién (3). Los operadores de
Schatten no forman una algebra, razon por la cual no se han estudiado en la

teoria de Algebras de Banach , salvo casos de operadores completamente con-

tinuos .

EJEMPLO 1.

En el espacio L,(1,2) el operador S :

a2 1
+

dx2 4 x2

)
"

es un operador de Schatten (ver el apéndice). También lo es el siguiente

2
Y
d x*
ya que
= d2 = Eoc 2 nzfp )
B drz n=1 g 7 @ "n
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dOIl d('

r;":\‘/z sen nmTx (n = 1, 2, 3 v s da
Por otra parte , el operador T+ S = i ' po e de Schatten (ver el a-
2
4 x

péndice ).

En este articulo se demuestra que los operadores de Schatten forman un con-

junto denso dentro de ciernta clase de operadores (acotados y no acotados) ,

o sea que ,para cualquier operador T  tal que T"T  tiene dominio
denso en el espacio,dado  £>0  existe un operador de Schatten T,
tal que T-T. esacotadoy

| T-T¢ || <€.

Esto es, si el dominiode T *T  es denso en el espacio, el operador

T es aproxim able por los operadores de Schatten .

Nociones Preliminares .

LEMA 1.

Sea H un operador hermitico ,acotado y positivamente definido en un es -

n .
pacio de Hilbert *70‘ . Si

19



para algin DE {/'y entonces existe un 0 € pg- tal que la suce-

sion

LI HY 0, ||

converge a un valor finito .

OBSERVACION .

La demostracion del Lema 1 es inmediata utilizando la teoria espectral de

un operador auto -adjunto (2] ; aqui daremos una demostracion directa (3] )

Demos tracion.

[I1  Consideremos los subespacios

M= {9, Ho, H?0, ... }

’n(«n:{(p- H@l LA ,H77'1(p} (n=112'3""

Sea Pé la proyeccion de ML sobre m” :

) , = > 'S erador lierm itico de
El operador H,=P, H P, €s un op or lierm it

M, ,» Yy se tliene que

).

m en



lim H a=Ha para todo at M

7 > 00
Por la diagonalizacion de H, , existe una base ortonormal
1 3 G » 7 ¢ S » g
{ €1r€3sunas e | del subespacio M, , formada por los vectores
propios del operador . ~
Hnekz)\kek (k=1,2,...,)1).
Sean

ML, = eg|hg 21t

~

’mn = mn e ,ﬁfrn !

~ ~ ~ ~ ~ =~
O =Q e . 1
V=0,+9, » 9, €Mn , 9, M, (1)
: = .
Como { (D" } es una sucesion a(:otada, existe una subsucesion que con-
1. . >
verge débilmente a un elemento de MC | digamos a D, « Para ma-

yor sencillez supongamos que

A (débil) )

(i)  Primero demostremos que ¢, 7 0.

Supongamos que ¢ = 0. Se tendria por (1)

T s 0 ( débil ), (3)

luego
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Holls Lim ||9,] . (4)

De (1), se tiene que ”({EnH < |l @lf, osea
lollz Tim |9, )
De (3) y (5)
Lim 9, = o, (6)
Por lo tanto :
<HO, 0> lin <H,T,.T,> 2 lin <T F>=llell’,

lo cual contradice a la hipotesis. Luego @, 0.

(ii) De (2) se tiene

~
=

(H VO > HYO  (débil), paratodo v ,

luego

WHV || < dim [|(H,)Y G, |l < Zim |[©,]| < @] (para todo v)

esto es ,

RIS RN 7)

Varx

22



(1]
! V, 2__ ~ i ; ) s+ 1 - | { | -
HHYQ,|1% = <HYq , HVg> =~ <HV+1g  mvlg > < v+ | | vy

olls

por consiguiente :

| | 1. |
|H 9, || : BV 9, ||

Tgvely 1 = v (para todo v )
R .
Esio es, la sucesion LI H V(pO/HHV'I(pO“ } é6 worecienie. St su limi-
te es mayor que 1 se tiene que la sucesion | HHVQOOH | divergea  + o

Por lo tanto, de (7) :

lim HH"@OH il
= 1L, |
o sea,
HY ©
] OH 1 para todo v . (8)
1#v Lo, ||

0 sea que la sucesion | || HY CDOH } es decreciente , por lo tanto tiene

limite finito .

Notese que
HH®, || < || 95 I (9)

COROLARI0.

Sea H  un operador hermitico, positivamente definido tal que

23



m Q]| <||HO|[< M| o (m, M son constantes )

para todo @€ ﬂa , entonces se liene

0 3
(94,

/\\

m|| Q|| <HOQ,9>< M
Demostracion.

<MDl ll=M o)

() <Ho,o><|[HO|| o]
(ii) Supongamos que existe ¢  tal que

2 2
<HO, 9> <m|l9]l°,
Entonces existe r<m 1al que

<HQ, 9> < rHcpllz .

Aplicando el Lema 1 al operador  H/r, por (9) existe un elemento

9, 0 tal que

H
{I7¢O

A

ilq)oll ’

esto es ,

1B 0]l eIl <m || @)l  (absudo !)
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TEGREMA 1.

Sea T  un operador acotado de gy; en ‘Ra‘ + Si

Hlfpi: I”(\DH
S‘ - _‘I —_—
up H(DH =M, Inf HH =m

entonces paratodo A, m<A<M,

ki

existe una descomposicion del espacio

K

m1® mz
tal que
(1 oeMG, ye M, implica <TOY, TYy>=0

2]  sup LTO| af 1 TOl
- ®€'£2W§ b cp’e{rc,_ﬂﬁﬂl‘

OBSERVACION .

Abreviadamente se nota la propiedad [1] como sigue :

Tw, L T, 6 <TW, T NMy>=0.

Demostracion.

Sea H=T"T (T* esel adjuntode T) entonces H es her -
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mitico y positivamente definido. Sean

My =% O My
(i) Si ace ’mz , a0 entonces se tiene que

Jm ) wilete

Por (9)

lall |

l:
Q
A\

| Ha|l< A2 |a]]

Por 1o tanto :
1Tali?=<Ha,a>< |[Hal| |la]| < A |lal|? ,
esto es

Sup HTell <
peEmMLy llell =
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(ii) Supong‘dmos que :

w5 |l E:0lly
PEM o]
Entonces existe b€ ’ml

tal que

<Hb, b>=||Tb|[2< A ||]]?

Como Hb, b 5 % % e M, porel Lemal existe
tal que
lim "\ v
V > oo "()\2) b0"<+oo,
osecaque b e M, (absurdo!). Por lo tanto
mf _ToH > a
pEMe el :
(iii) Sean e MC;, Y€ W-(,Z . Entonces
HQoE ’TTCI ,
luego
ST, TYy> = <HQ,Y>=0

(U]



C OROLARIO.
Sea T un operador acotado de ‘va' en ‘3 con |IT|| =M. Sean

/\O:M>/\.1>I\2> ) ,\)\n.>)\n+1> cee - 01

entonces existe una familia de subespacios { My, k=0,1,2,... }

tal que

(i) P’O'Z moe m1®m2$.-.:k@mk.

(i) <T My, T >=0 si k¥fj.

Gii) Sep LTO < A, Inf TOl s A, TN = 0
oeme, O - KL oeme, el - F e

OBSERVACION .

’n"(,o es el nicleode T, 'y 'n‘(,k es elsubespacio correspondien-

te al intervalo [ A, Ay ;]. FEstadescomposicion se llama " una parti -

cion del espacio % correspondiente a la particion
{M:AO,)\I,Az,.--,/\n, s 00 ;0}0

De (i) y (ii) se tiene :

Th =TM,oT MyeTMpe... = & T M.
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Demosiracién .

Aplicando el Teorema 1 para A = A,  existen ¢, v T(,‘k tales
Gue
’ , ? <
ga:,r(»kﬂi %k' <T TL/@'T mk,,>:0,
mf AT 5 a,, sup UTOU < i,
peng  [[o]] = oerg  [[0]] T ‘
Sean
’n‘(_k= fn’k-l e T(,]( ’
M, = elnicleo de T,
’
P Y T v ",
[ ’ | | ]
it Ty —]
,\k Ak-l /\1 M:/\O
< TC, M, —
Fig. 1
entonces
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es un subespacio de ﬁo . Si oe %em entonces

o L 70, (para todo &)
o sea :

T @]

A

Ap |9l (para todo k).

(=)

Esto es [|Tol|l=0, ya que )\k > 0 (k >~), oseaque

Qe ’mo' Por lo tanto tenemos

OBSERVACION .

Sea {mk' k=1,2,3,...} una familia de subespacios de EU y si
T,(k=12 3,...) son operadores acotados de T L en gg ta-

les que

T ,llg C ( paratodo £, C = constante) ,

<T]e m/e;Ti/n"(,]->=0 (paralodo k,j, kTj), enton -

ces se puede definir un operador 7T  como sigue

donde ©,  es la proyeccion de @ sobre mk' En realidad



§ 3.

luego :

Lo 12, RO (7@i Leugrg of g
Dl T 0|17 < COZ @ ll” = €2 lo %,

esto es, el operador T esta bién definido paratodo @€ ]?mk' ade -

mis C esunacotade T . Evidentemente, larestriccion de 7T al

subespacio N, esiguala T,.

Operadores acotados con inverso acotado.
LEMA 2.
Sea H un operador hermitico tal que

ml|9|12< <HP,0>< M| 0|

Si

e=ym (M - m) K m
entonces

<@, Y>=10 implica
NOTA.

La condicion (10) es equivalente a

para todo @€ QJ

(10)

[<H®,¢>[ < el[o]] [l¢]].
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Demostracion.

Sin pérdida de generalidad supongamos :

(11)

<HOQ,Y>=a>0, |[ofl=|¢g[l=1.
Si T=0+ 1ty (t=real) se tiene
<HT,T> _ <HQ+tHY, o+ ty>
T
Hell 1412
- <HQ, Q> 2at 2 <HY,Y> 1 2
= + + t L > fm+2at +mit°}
1442 1412 1+2 = 1442 '
Tomando ¢ =a/m  se obtiene
<HT,T> / a2
we ML g 1
A il R P m
m
0 sea
M-m
2 2
a s om T3,0M = &
yaqll(‘
Ime M o 3o = e S,
m m m



NOTA.

Se puede modificar la hipotesis del Lema 2 como sigue :
mH(\Ollzg[<H(p,Qp>|r:;MH(pH2, para todo (pﬁgo‘.

Demostracion.
Si existen ¢, ¢e RD' tales que

<HYP,9> >0, <HY,y> <0

entonces tenemos, para ¢t real

2

SH(Q+ty), ¢+ty> =t°<HQ, 9>+ 2tRe<HQ,Y>+<HY,y >,

por lo tanto existe un valor real de ¢ 1al que
SH(Q*ty), (Q+ 1y )>=0<m||o+ 1y ?,
y esto contradice a la hipotesis .

Por lo tanto, H es positivamente definido, 6 , H es negativamente de-
finido. Si H es negativamente definido, se aplica el Lema 2 al operador

-H .
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COROLARIO 1.

. ) T ol
Sea T  un operador acotado, si <T Y1l -~ constante para todo ©

IR Ee)
YL

entonces

<@, > =0 implica <To, TYy>=0,

COROLARIO 2.

J T @l -

Si # - A (constante ) paratodo o€ % , enlonces 1
@l

es un operador de Schatten .

En realidad, para cualquier sistema ortonormal completo | Dy } tenemos:

T:Ek I(TQDk) ® @k

COROLARIO 3.

Sea  H un operador hermitico tal que

UHO] - A ( constante ) .

@]l

Entonces existe un sistema ortonormal com pleto, | Dpr }, tal que

Demostracion.

Los valores propios de H ( siexisten) son A 0 =A .
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Sean

%+ = el subespacio determinado por todos los veciores propios

correspondientes al valor propio A,

e-a_ = el subespacio determinado por todos los vectores propios

correspond ientes al valor propio -A ,

entonces :

Sea

<Hyo b -0, wk @k ) -k ek .

M =bQlby, oh |,

entonces

HMC L H( Ry o k),

esto es

HMC ¢ ML .

Si existe un 9, € me tal que < HCPI » 91> = 0 entonces

@2*—%”@1_‘_(@1 ’

por lo tanto, { @, Py, «.. | es una base ortonormal .

Tenemos :

<HY;, 9y > = <A rp2,®2>:}\=<(pl, Hoy> ,

35
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luego

Hp, = A Pp+ o s
Como || H Prll = A se tiene HOy = A @y .
Por lo tanto se obtiene

H(@1+ (Dz) = /\(@1+ (Dz), H( @ - (02) = --7\(@1—@2)'

esto es imposible ya que H no tiene vectores propios en me .

O sea que

<H®,9> %0 ( para todo 9&1C).

Si para algunos @, € ML tenemos
<HQ, o> >0, <HY,¢Y> <0,

por la demostracion de la Nota del LLema 2 existe un ¢ real tal que

<H(9+ty), (0t ty)>=0 ( imposible ! ),

esto es, H es positivamente definido o negativam ente definido en TC,
Si H es positivamente definido, por el Corolario del Lema 1 tenemos :

<HQ, 9>=A[0]?



por lo tanto :

Hp=A0 ,

pero esto es imposible puesto que no hay vectores propios en Y

De la misma manera H no puede ser negativamente definido. Asi se

concluye que ME ={0} o sea :

QU % %1-@ b .

Si | @k} es una base ortonormal de %*‘ y {Ely} es una base or-

tonormal de eva_ se tiene :

H=3,7A0, @ 0 +3,(-N) 0, Q 9,

TEOREMA 2.

Sea T un operador acotado de % sobre B'Jl =T ga‘ tal que

sup LTO _m, 1ty UTOU - m >0, (12)

PEky (D] eedhy 9
Si = \/—m_(M-_m)- << m, entonces existe un ()p(‘rador de Schatten, S
tal que
.1 -1 <1y _ £
T-S|{<e, |[[T"- S]] <
mM
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=
v
]
S)

Sea y=ax+¥ , <x,

entonces :

= Sx,y> 2’1' *i Vi

|1x[12 [I=1]2

Tenemos :
<Cx,y>=<Cx, ax>4+<Cx, x>
= Z<Cx,x>+<Cx, x>

Sx. Y.
=-—|1—yf—< Cx, x>+-<Cx,?cI>_

||

De (16) y (17) :

% CopxiTpls | 3 T A SCEE2 G hifa 6 %, §>

[[#112
t#k
<C x, <Co., Q> -
< ,'l x5 | H:Hx> o —T(DJTZI——|+]<Cx,x>

(por el Corolario del Teorema 1y por el Lema 2)

S AI=l Iyl (M-m) + € {[«]] [|y]] =€ (1+—€-)‘1xll Ul x ell=l] {Ixll,

puesto que EL<m.

Si en la desigualdad (18) tomamos

40
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g z,’;;.] i X
it f
tenemos
o0 00 o0 o0
[ - 2, . 5 3 . 2
z}czl'l‘zzl('ikxlléc‘”‘l glgéjl%zlcikxil } .

itk itk

esto es

(4] e 23‘; .
{%211%: Cip % 1%} ge{%

. | x; ] (19)
sz
Por lo tanto :
HzixiT(’Oi—zk:ICkk xp l//k | (por (14) )
“HE % Cadp- 2, Crr <Y |l
5 2,2
=2 {3 16 =33 13 C.qx }
12,05, % Sl a1 =13 1 % Ca
<els |2 F (20)
-- i .
Definimos ahora el operador de Schatten §  como sigue :
§= zk Cppty @ 9 (0 S = Ckkl/lk)' (21)

Entonces, para x =X X0 se tiene

41



ITx=Sxll =12 = T0;-3Cpxp G |l < €l ]I,

1

esto es :
NT-s|lce =
]
También, de (21) y de (14)
sl s'1¢k=_6i_cpk (k=1,2,3 ...)
-1, el _ _
T . T (pk—Eini(pi, (k—1;2p3p-t¢)
-1
Lo [IT7efj o L,
WS TS
Aplicando el procedimiento anterior al operador T°1 se tiene
|t~ 54y o (24)
donde
* = ,/._’ 1 _ 1, _ _E L.
EEVHG-W = aR<M
ya que € <<m,
"
definido en (21) es hermiticosi T  es her-

Notese que el operador S
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mitico y positivamente definido puesto que

por (15)

g, = o (i=1,2,3,... ).

§ 4. Densidad de los operadores de Schatten.

TEOGREMA 3.

Sea T un operador acotado de eg sobre 251 =T RJ . Dado

€>0 existe un operador de Schatten §  1al que
HT—SH<E,T¢5 :S”z .
Si -1 existe entonces exisie 5 y
T-l- s <e (en  hy,).

Demostracion.

Sea M = [IT|| . Dado €>0 existe N (natural) 1al que
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\,f_l()g N < ¢

Y N

Consideremos la siguiente particion del intervalo (0, M] :

MaX shpenigs Ry =ek, -1 o wn 40 T
log N, log(N+I) , » log(N+k),

S0 =A )N < €2 2
( log N) (/\]-_1 /\])/\]x p (26)

Correspondiente a la particion (25) obtenemos la particion del espacio
P p p P

(ver el Corolario del T eorema 1) :
MOM,OMO - - - ON.ON,OM,® - - - O WD - -

donde ‘TI‘CO es el nicleo de T, ’Ter es el subespacio correspon -
diente al intervalo ['\k')\kol] y ;vak es el subespacio correspon -

diente a

/§ 1
[ log(N+k) , log (N+k-1) ]

~ -
Definimos los operadores de Schatten, Sg + Sk S]- de acuerdo con el Teo-

rema 2, correspondientes a las restricciones de 7 a los subespacios

~~ nl
Mo My Y mj respectivamente. Entonces

S =T en m, -
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1S, =T|| < VA pi-Xp) <E  en s I

(27)
1
|i'§.-T|[<_l°_g_(1 +N) _<e en '?)‘E].

o
log(N+1)\[log N

Por la observacion final del § 2 se puede construir un operador de Schatten

§ como sigue

r~ ~
§=S5 en mo » $=5, en m, y S‘—‘S]- en 7?‘(,,-.

De (27) tenemos :

fs-T|l < €.

Evidentemente se tiene :

Th = sk :

r~

§. L. existe, entonces UL =1{0} ; como S, 5]- son inver-

tibles también lo es el operador S . De (24) tenemos :

Iy el

A

e’ en ’mk ’

" ~L
€ en ’nf,] ,

A

[tk Sl

donde :
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e =\//\k(/\k_1-)\k_)//\k/\k_1 < e,

€ = {log(N+ k1) log N+ R i o {log(Nvk-1)yi YlogN ¢
N+k-1 - Nsk-1 = VN

por lo tanto :

el o=l >
[FE: "= Siqlh %

m

en %‘1
COROLARIO 1

Sea T un operador acotado, hermitico y positivamente definido, enton -

ces el operador S en el Teorema 3 es hermitico de la forma :

S=Zm)\f ) , AL > 0,
k=1kpk®k k=

(Ver la observacion final del § 3) .

COROLARIO 2.

Sea T un operador tal que ln/l T9| 5> 0. Dado €>0 exis-
1Pl

te un operador de Schatten, S tal que

IT-s | <e
Demostracion .
En T ea = AJI el operador T'l esta definido y es acotado .
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Basta entonces aplicar el Teorema 3 al operador X, L]

COROLARIGO 3.

Sea H un operador hermitico y positivamente definido. Dado €>0

existe un operador de Schatten, § =X ) Dy, tal que :
P 2 e % @ 9

|| H=S || <€
Demostracién.

H + 1 satisface la condicion del Corolario 2, luego existe un operador \y

de la forma :
S17 20 % @ %

tal que

[|H+1 -S| <€,

Considérese entonces
S=Sp=1 = 3 -1 9 @

Notese que

Ap.12 0.
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Ahora, consideremos un operador T, no necesariamente acotado, tal que
* n . 5
el dominiode T T es denso en el espacio g‘o' . Por el Corolaric 3,

dado ©>0  existe un operador de Schaiten

oo

S:Zkzlﬂkcpk®<pk (pg> 0

tal que

Hr'r -5 | <= (Supéngase : e<<1).

Sean

%zﬁ”em={@k/#k<1}

Si ML tenemos :
IT'To - Soj <=2 o]l

luego :

NT°To|l> (1=5) ||o]|

ya que

sell2 llell si oem

Por el Corolario 1, Lema 1, paratodo ©& M  tenemos



T ol|?

. 0>=<T*To o> 2 0|2
<T@ TQ>3<T T9,9> >(1-2)||9|

(28)
Por el Corolario 2 de este paragrafo existe un operador de Schatten, S; o
definido en ¢, tal que

IT-sp il <<, TmC -
nw

(29)

Fig. 2
Si

PEM , yEM = kOM

tenemos

(30)
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Sea
C-khOsm =-hkhO rm
Dado ¢ e T , descompongamos T ¢  como sigue
TY=yY;+¥, Y16 & Yy e S M = TAC,
De (30) tenemos :

193112 = <, TY>< Sl Wl

0 sea

N2l s S Il (31)

Se define un operador T; como sigue
T1 o =To si PEeMm
T,y = ¢y = laproyeccionde Ty  sobre © ,si YT

De (31) se sigue que
€
UT = Tydl S5

Como T esacotadoen TC (1+ %— es una cota), T; es acotado



en TC y T, ¢ & . Osea

LM Ty b,

Por el Teorema 3, existe un operador de Schatten S5 de TC en S -

tal que

2“1; : 7 . et

Ty -8
Componiendo los operadores  §; (definido en 7MC ) y S, (definido en
T ) se obtiene un operador de Schatten, SO , cuyas restricciones a los
subespacios JIC y M son S; y S, respectivamente. De (29)
y (32)

l|T1~SO‘1<— ’
por lo tanto
UT =S IS T=Ty||+||T;=S

€
| e
g b 7B

NE

Asi obtenemos el siguiente teorema

TEOREMA 4.

Sea T un operador no necesariamente acotado tal que el dominio & de
s > e ador de Schatte
I T es denso en . Bado £>0 existe un operador de Schatten

.S‘O , definido en ﬁ , tal que T -§ = es acotado y

51



Observacion.
Un operador no siempre es aproximable por los operadores de Sclatien .
EJEMPLO 2.

Sea | €1s€2, €3, c0s } un sistema ortonormal completo en el espacio
go y sea é) el espacio lineal (n o necesariamente cerrado ) determina-
dopor {ej e;,... 1. Definimos un operador T en O como
sigue

T ey = e (para todo %)

Entonces el dominio Q. del operador adjunto " es p” Otlel.

Dem ostracion .

Si PE %‘ e i € } entonc es
<Tf,9>=0=</f,0> paratodo [E€ kY]

eslo es

+ * . .
Sea ©0E D , descomponiendo ¢ como sigue
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D=9+ P ,» Prelepl, 9p€ %eieﬂ ,
entonces, para todo fe JD , lenemos

: ; - 3 . o i sl

<Tf,P> =« [f"pl + P> =< T/, P;>=<1/, r o>,

0 sea

e O
Si ®;#0  entonces e; € 0’ (imposible !), estoes:
(91 = O »

0 sea que

D* C ‘?z‘@iel},

esto es :

D’ = aaefeli i

Supongamos que para €= } existe S ial que

T (k=1,2,3...)
'I:S—TH(\E.
Sea O, = EN #i.'e.; (k=1,2,3,...)
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donde (uk].) es una matriz unitaria. Tenemos

oo

S0 =T, || <&, TO= (% _up;) eq ,
luego k =1

[ Tog || = IE].:J”kj > 11Ol -€= |up| ~ €
Para Ek#b :
[<TQp, TOp> | = | < (Ty- SO, ) + SO, (TP, =S, ) + S > |

- : <A(T-S) q)k J(T-5S) Qp> + < (T-5) Pp S(Pb > 4 <S(?k.(T'S)CPb> +
+<89,, §9, > | < g2 eluy| + € |
k? b S + < llb| + ¢ Ilk .

Por otra parte :

3

< To , T @,> | =| (zj=1 "kj) (2

B N e A

Emon(-vs:
eter [ppl+ b2 tipgl-ettipl-21,

‘#kHI‘},\ < 2e(|pupl+ \#b[): lpgl + Lppls
(1-|pg| V(1= ) 1

€sto es imposible, ya que {pkf es una sucesion no acotada (7  es un

operador no acotado ).
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(Il En el espacio de Hilbert Ly(1,2), el operador S :

- a'2 . 1
(l—x2 4 x2

es hermitico bajo la condicion de frontera

Q1) =9(2) = 0,

Sean t, las raices de la ecuacion
Jo Y 20 -] (20)Y (1) = 0.

Entonces, los elementos propios del operador § correspondientes a los

valores propios )‘n = (tn)z son

Qe ys I oY a)-Y (0] 6 )Y, n=123,...

]

donde Cn es la constante de normalizacion. Por la teoria de lll(‘llm‘dl‘sll[

se sabe que {f,(),’} es un sistema completo, por lo tanto se tiene :

o0

2 B 2
S = 271:1,\” ?, Q 9, ()\v” = (t”) ).

]  Si un operador T  esde Schatten

oo

¢ G &
L g s AR P

55



[ 1]

(2]

entonces se tiene :

STty > =<MW iy >=X04 ) = <, X,9,>  (paratodo &)

esto es, (//[ (1=1,2,3,...) pertenccen al dominio de T

Tenemos : T T (pk =T (,\k (/jk) = ‘i/\le iz q)k
o0 sea : T'T = EN I /\klz 0y (2] O ;
k=1 -
esto es, los elementos propios del operador rr forman una base or-

tonormal del espacio .

El operador X es acotadoen L (1,2), y el operador

_1
4x2

(ﬁ) (217) 16]x4 o

2 - 1
no posee valores propios, razon por la cual el operador -‘:2- X no es

de Schatten .
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