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SUR LE S PROBLEMES DE CLASSIFICATION DE FEUILLETAGES

par

Robert MOUSSU

Les probl em cs re ncontres dans I'etude des feuilletages s on t essentiellement

dc 2 lypcs : les pr ob lcme s d'exisl.cnce et les problern es de classification. Par

e xempl e Poincare a mon tre que Ie tore r2=slxs1 est la seule surface Ierrne e

qui possede un feuilletage ; ensu it e , les theorclIles de Poincare - Bendixson et

Denjoy [1] p errnc n cnt de classifier les Ieu il le tage s de r ',

Dans ce t expose nous nous proposons de monrrer e omment il est possible de

generaliser ces re s ul tat s de clns.s if icat ion a certainsfeuilletages de co dim e ns ion

1.

1. GeneraLites. (voir [2j)

Definition 1. Un Ie ui ll etage F de codimension 1 de classe r » 1 d'une

variCl~, MI/, dc dimcnsion I/, est la donne e d'une famille de Cr immersions

injectivcs Ii: L-->Mnl de vari ete s L connexes de dimension
L LfF

n-1

dans Mn qui ver iiie n t les conditions sllivantes:
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j) Les images des immersions L
L

F.

pour L(F [orrnent une partition de

e t s'appellent les feuilles de

ii) que l que soit a e M ti , il ex is to un voisinage o uvert U de a e t une

C" -submersion [: U .... !R telle que les composantes connexes de l'image

reciproque par [d'un point de 1R soient c ont enu es dans une feuille de F.

Une tel le composante connexe est appe le e une plaque de fa feuille qui la cont ien t,

Le feuilletage Fest dit tra ns vers ai emen t or ie ntab le s'il existe un champ

de vecleurs X Snr M ri sans zero don tIes trajectotres sont transverses au x

feuilles de F.

Dans tou te la suite F designera toujours un feuilletage transver sal eme nt

orientable de codimension I, de c1asse r > 2 d'une var ie te co mpac te M n.

Lor sque M ri a un burd a M on supposera en outre que F est tangent au

bord , c'est a dire que tou te c ompos an te connexedc aM, est une feuille de F.

Du point ii) de la c:Hinition il resuite qu'{l e xi s t.e sur Mn une topologie

T
F

topologie usue l l e

dont les plaques forment une base. Cette topologie est plus fine que la

To de On l'appelle la topologic des feuilles.

On' est a ins i aniene a distinguer 3 types de feuilles; une feuille L de F

est di te [6]:

1) Propre : si les ropol ogi es indui t es par T et
F

To sur L sont

identiques. Par exemple toute feuille compacte est proprll.

2) Localement dense si ,'adherence de L a un interieur non vide.

3) Exceptionnelle si L n'cst pas d'un des types 1 ou 2 •
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II est facile de montrer que la relation d'equivalence R as soci e e a la partition
F

definie par Fest ouverte, On en dedu lt que I'adherence d'une feuille de

est une reunion de Icui lle s, Ainsi pour etud ier Ie type t opologique (1,2 ou 3)

F

d' une fe ui lIe de F on est amene a e t ud ier son ad he renc e et pi us particul ierement

les sou s ensembles min irna ux de F qui s on t def in is de la fa~on s uiva nt e

Soit CF la famille des sous-ensembles compacts de Mn s at ure s pour

RF Unsous-ensembleminimalde F est un element KfC
F

la relation

qui est minimal dans C puur la relation d' inclusion.F

La relation d'C'quivalence R e t.an t ouverte un soua-e nse mbl e minimalF K

de F pe ut etre

I. lJne feuille compacte.

2. Un cn sernhl e d'intcrieur non vide. C'est alors une reunion de fellilles

localement de nse s •

3. Une re un ion de feuilles e xce p tionne l le s, On d it alors que K est un

en sr-m hl o minimal cxceptionnel de F. On ve rilie facilemenl alors que K

eSI un ensemble parfait tot a le me nt d is cont inu de M n.

Par cons tru ct ion , I'adherence de to ute feuille de F cont ie nt un ensemble mini-

ma] , Si lin Icul l Ic tagc poss c de lin ensemble minimal exceptionnel it est facile

d'imagincr que la partition aseoc ie c ace feuilletage est tre s compl iquee et qu'j l

est alors Ires d iHic il« de l'etudier. Ainsi il est inter e as ant de connattre des

conditions de non ex is renee d'ensemble minimal exeeptionnel (voir [3]).
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Le cri tere que nous venons de proposer pour classifier un feuillelage : "etu-

de du type lopologique de ses feuilles" n'est pas lr~s precis. Par centre Ie cri-

tere de lin i par la relation d'equivalence suivante est s ouve n t lrop e tro it et

difficilemenl u t il iaahle,

DEFINITION 2: Gn d it que 2 feuil1elages F e t F d'une meme1 2
var ie te Mn sont topologiquement conjugue s s'i1 exist e un homeomo rp hi sm e

li : M n ... M ri qui applique les feuilles de F 1 sur les f'euilles de F 2 .

Les paragraphe s su ivan ts on t pour but de montrer commenl ces dif'Ierents

cr it.er e s peuvent elre u til is e s •

2. Classification des [e uill et ages de

Comme nous I'avons deja di t les resultals de Poincare, Bendixson 1'1 Denjoy

permet tent de caracreri ser Ie lype lopologique des feuilles d'un feuillelage de

T 2 _ Rappelons ces res ul tars a I'aide du lheoreme s ui vant •

THEOREME 1 : Sou F un feuiLLetage ae T2: s i F ne poss ede

pas de fe~illes compactes, c hacune de ses [euilles est dense aans T2; si F

poss~de au mains une feuiLLe compacte toutes ses [e uill es sont propres.

Airrs i tout feuilletage de T2 (de classe ~ 2) ne posse de pas d'ensernl.>le

minimal exceptionnel. Par centre A. Denjoy a donne un exemple de feuilletage

de classe r= 1 de T2 qui possede un ensemble minimal exceplionnel [3].
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En fait les re s ultats obten us par Denjoy so nt beaucoup plus precis, i1s

permertent de determiner lesclasses de conjugaison des feuilletages de r2.

Pour enoncer ce tte classification nous devons tout d'abord de lin ir les feuillelages

qui seron t Ies repre sen tan ts des dif'[erente s classes de conjugaison.

Un appelle fe ui ll etage l inea ire Fade r2 Ie feuillelage donl les feuilles

sont les images des dro i'te s D de JR 2 :
t

-ax + y = t tf TR

par I' appl icat ion (exp, exp)

JR X JR ... S 1 x.S 1 = r 2

11 est facile de voir que si a· e st rat ionne l les feuilles de Fa sent compacte s

sinon ee sonl des sous ~ensembles d ense s de T 2.

THEOREME-2: Tout feuil,letage F de T2 (declasse r:::.2) sans

[euilles compactes est con jugu/: a uri {euilletage lirieair e de T 2.

En fail ilest possible de classifier auss i (avec Ie ort tere de cOlljugaison)

le s Icui l letages de r 2· pos sedant des Ie ui ll e s com pacles ell uti l isant les

feuilletagesdelacouronne SIx [0,1] (voir[4]).

3. GeneraLisation des resultat:s de Poincare Be ndixs oic-Deruoy ,

La prcmi ere generalisalioll d u llllfurelllc dc Ucnjoy a eli- obt e nue par H.
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Sacksteder [9]. Elle porte sur les feuilletages sans hol onom ie , Definissons tout

d'abord cette notion avant d'enoncer ce the or e me : Soient L une feuille d'un

feuilIetage F de M n " a un point de L et a:'S 1 --> L une immersion qui

repre sente I'element [a] de nl L, a) (a (1) = a). Designons par cp: fR --> Mn
x

la courbe inte'grale d'un champ de vecteurs X sur Mn transverse a F telIe

que q>iO);:;: x. Pour f>O suffisament petit on peut supposer que cp / (-E, d
x

est injective. Soit alors I'immersion.

dHinie par

a (e, t} = cP (t)are)

L'image reciproque par a de la feuilIe de F passant par Ie point (i (l ,1) =

est une courbe c trace e sur 51 x( -E ,f). On d it que Ie feuilleta-
t

(t rans ver-sa lem ent orientable) est sans holonomie si quelque soit la [eui-ge

lIe L de F, Ie point a E L et quelque soil a: 51 --> L avec a(1) = a il

exi st e to> 0 te l que les courbe s ct pour t:s to sont compact.e s , Far exem-

pIe un feuilIetage de T2 sans feuil1e c ompact e est sans holonomie.

TH!i0REME 3 [9]: So it F uri [e uilletage sans liolonomie ae M ri .

ALors les [euille s de F s ont toutes homeomorphe s et elle s sont s imuitanemeni

toutes .compactesou toutes .parto ut dens es dans Mn.

En fait R. Sacksteder montre plus precj s eme nt qu'jl existe une nouvelle

structure differentiable et une 1 - forme w sur M n munie de cette structure

qui ne s'annule pas telle que Ie Ieui l l et age F tangent au champ de (n-1) plans

dHini par w possede les memes feuilles que F. De plus un raisonnement
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de D. Tischler [10] permet de montrer que M n est un fibre sur S 1, et on peut

en de duire que les feuilles de F sont des rev~tements galoisiens de la fibre de

cette fibration [3].

La condition "sans honolomie" est tres restrictive,et R. Roussarie et moi-

m~me avons demontre Ie thcorem c s ui vant [4] qui permet de remplacer cette con di-

lions par des conditions topologiques moin s re strtct ives,

THE OREME 4. sou F une feuiLLetage d'une variet~ Mn dont le groupe

fondamental est aMlien. Alor s si pour toute [e uille L (F l'immersion

induit un monomorphi sme

ne pos s cde pas .d'en semble minimal exceptionnel.

De ce theor~me (et avec les memes hypotheses) on peut deduire les coro ll a i-

res sui vanrs,

COROLLAIRE 1 . [4] S; F ne possede pas de feuiLLescompactes, e'e st

un [e uillet.age sans holonomie,

COROLLAIRE 2 . [3] S; pour toute [e uille compacte L (F, L'immers ioti

L L ... Mn induit uri epirnorphisme
L

pos s eae pas de [euille s exceptionnelles.

i : H (L) ... H (Jlrl") , F ne
L* 1 1

Ce dernier corol la ire peut en particulier elre applique a des feuillelages de

var iet e s du type V n-] X [0, 1 ] .
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4. Classification des [euiLLetages de

Pour decrire les classes de conjugaison de certains types de feuilletages de

T 3 nous allons definir (de la meme Iacon que pour T 2) certains feuilletages

qui seront les repre se ntants de ces classes:

On appelle feuiIletage l in ea ire F a,f3 de T3, Ie feuiIletage dont les

feuilles sont les images par I'application

(exp, exp, exp } fR X fR X fR ... 51 X 5 1 X 5 1 des plans de TR 3

d' equations :

t l fR

Un the'oreme de S. P. Novikov [5] pennet d'affirmer qu'un Ieuille tage F de r3

tel qu'il existe au moins une feuille pour laquelle I'application i
L

#: fllL)

i #: II (L) ... II (T3) ne soit pas injective possede au rnoins une feuille
L 1 J

cornpacte, Ainsi Ie cornll a ire 1 impliqne qu" un fenilletage de sans

fenille compacte est sans holonomie.

D'autre part H. Rosenberg et R. Roussarie ont mon tre dans [7] et [8] qu'un

feuilletage sans holonomie de T3 esttopologiquement conjugue' a un fenille-

tage l inea ire de T3. On ob tie nt ainsi Ie theorem e de classification s ui va nt ,

THEOREME 4. Un [euiUetagede T 3 sans [euille compacte est

topologiquement conjugue a uri [euiLLetage lineaire,
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En fait il est possible de classifier d'autres types de feuilletages de r3

(voir-[4] ) :

- l es feuilletages analytiques

- le s feuilletages F, te l s que pour toute feuille L e F, i
L

# est un

monomorph isrne •

Signa Ions pour terminer que R. Bolt et A. Haefliger ont construit recemrnent des

classes caracter ist iques .. exotiques" pour les feuilletages·de codimension

quelconques. Gn dispose ain si d'une nouveau critere (voir expose de A. Haefl i-

ger,Seminaire Bourbaki,Juin 1972) •
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