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INTRODUCCION A LOS LAZOS ALGEBR AICOS

por

Carlos E. VASCO URIBE

1. PRELIMINARES .

En esta conferencia trataremos exclusivamente de sistemas algebraicos o
estructuras algebraicas (4,&), en donde 4 es un conjunto dado y la ““y co-
. ’ .- . . .
mercial”’ & denota una operacion binaria sobre 4. Cuando no se preste a con-

fusiones, hablaremos abusivamente del sistema 4, y denotaremos la operacion

por simple yuxtaposicion : ab = a&b. (Léase: *“‘« operado con b’ ).

Si definimos la operacion como una funcion de A4 x4 en A, es claro
“ . . Y
que no hay lugar a hablar de “operaciones no clausurativas’’; por lo tanto, en
todo sistema (4,&) se cumple por lo menos la propiedad clausurativa. Ese

sistema elemenial recibe el nombre de grupoide.

En dlgebra moderna se estudian principalmente los sistemas cuya operacion
goza de la propiedad asociativa. Si en un grupoide se cumple también esta pro-

piedad el sistema se llama semigrupo. Si ademis el semigrupo tiene un ele -
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mento neutro o unidad e, el sistema se llama monoide. Si el monoide tiene in-
versos para cada uno de sus elementos, el sistema se llama grupo. ,Pero qué

sucede si se trata de anadir otras propiedades antes de postular la asociativa ?

Se han estudiado principalmente dos tipos de sistemas :

Si en un grupoide se postula la existencia de soluciones unicas para las

(X3 . -
ecuaciones de primer grado "’

a&x=b
a&a = b,

el sistema obtenido se llama cuasigrupo.

Si el cuasigrupo tiene un elemento neutro o unidad e, el sistema obtenido
se llama *‘lazo”’ (o también **aro”’; en inglés : “loop”” ). Si a un lazo se le
aiade la propiedad asociativa, resulta de nuevo un grupo. For eso se podria de-
cir con una contradiccion sugerente, que un lazo es un & grupo no asociativo'’ .

Mas exactamente , un lazo es un cuasigrupo con unidad.

Fl diagrama siguiente visualiza las relaciones entre los seis sistemas al -

gebraicos definidos arriba .

Notese que la propiedad conmutativa es independienie de todas las mencio-
nadas hasta ahora. Si en uno de los sistemas ya definidos se cumple ademas

la propiedad conmutativa ,el sistema se llama respectivamente : grupoide , semi-

grupo. ,monoide,... conmutativo (0 abeliano).
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Grupoide

(Solucion e ecuaciones) ( Asdgiatividad)
Cuasigrupo Semigrupo
(Element$ neutro ) (Elem ento| neutro)

Y
Lazo Monoide
(Asociarjvidad) ( InverBos)
Grupo

Ejomplos elementales de grupoides y cuasigrupos son :
LL1. Los naturales (a partir del 1) con la potenciacion :

a&b=a?, forman un grupoide .

1.2. Los reales positivos con la potenciacion forman un grupoide en el que

. et —aqld/a
todas las ecuaciones x&a = (o sea: x% = b) tienen solucién tnica x= b( );
pero las ecuaciones « &x=b (osea: a*=5b) tienen solucion unica solo cuan -

do a y b son ambos mayores que uno (0o ambos menores que uno). En esos ca-

S0S8, x = l()ga b .

L3. Todos los reales con la distancia : a&b = |a-b|, forman un
grupoide conmutativo. Notese que en este grupoide todas las ecuaciones de pri-

mer grado tienen exactamente dos soluciones.



1.4. Los enteros con la resta forman un cuasigrupo, pues toda ecuacion
a&x =b (osea: a-x =b) tiene como solucién dnica x= a=-b, y toda ecua-
cion x&a=5b (osea: x-a=05b) tiene como solucién tnica x = b + a.
\7‘ . . . . . . . -
Notese que este cuasigrupo no es ni conmutativo, ni asociativo, ni tiene elemento

neutro, a pesar de que el cero es un elemento neutro a derecha .

L5. Los reales positivos con la division forman un cuasigrupo.

2. UN POCO DE HISTORIA .

La prehistoria de los cuasigrupos y lazos puede seguirse en dos direcciones

distintas : la combinatoria y la geométrica.

En la direccion combinatoria puede comenzarse la historia con el problema de los

36 oficiales de Leonardo Euler, quien murié en 1783 :

DBe cudntas maneras pueden formarse 36 oficiales de 6 divisiones distintas, de

tal manera que en cada fila y en cada columna haya uno y un solo oficial de cada
division ?

Estos cuadrados en los que en cada fila y en cada columna hay exactamente un

nimero o letra se llaman cuadros latinos . Sélo a fines del Siglo XIX se empeza-

ron a estudiar mas detenidamente-, sobre todo por Cayley [Ca 90] 1 En 1930

Schonhardt estudio exhaustivamente los cuadros de orden 5 [Se30] ,y en 1934

Las referencias a la bibliografia se dan con las dos primeras letras del nombre del au-

tor y las dos ultimas cifras del aio de publicacién. Si son varios autores, se dan las

iniciales de los dos primeros.
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Fisher y Yates publicaron una lista completa de los cuadros latinos de orden 6
[FY34] . Se encontraron 17 tipos basicos, de los cuales se pueden obtener 9408
cuadros diferentes por transposicion sobre la diagonal y permutaciones de filas ,

columnas y simbolos.

En 1939 Norton publicé una lista de 146 tipos basicos de cuadros latinos de orden
7[No39]. Doce aiios después, Albert Sade encontré que faltaba un tipo, y que en

total habia 16.942.08C cuadros latinos de orden 7 [Sa 51] .

Lo mas interesante de estos cuadros latinos desde el punto de vista algebrai-
co, es que si se consideran como ‘‘tablas de multiplicar’’ o ‘“‘tablas de Cayley’’ de
un sistema algebraico finito,los cuadros latinos de un orden dado son precisamen-
te las tablas de multiplicar de los cuasigrupos, lazos y grupos de ese orden. El
problema de los 36 oficiales de E uler es pues equivalente al problema de encon -
trar todos los cuasigrupos ,lazos y grupos de orden 6. Los trabajos de Fisher y
Y ates resolvieron parcialmente el problema; pero sélo en 1966 Bryant y Schneider
publicaron el resultado final : de los 9408 cuadros latinos encontrados por Fisher
y Yates hay exactamente dos que comesponden a grupos no isomorfos, y 107 que
corresponden a lazos no isomorfos [BS 66] . La lista de los 109 lazos (todo grupo
es un lazo) no isomorfos corona 200 afos de investigacion en el problema de los

36 oficiales.

La otra linea historica que llevo al estudio de los lazos fue la geométrica .
En los aios anteriores a la Segunda Guerra Mundial se estudiaron profusamente
las llamadas redes geométricas triples, especialmente por Reidemeister [Re297],
[ Re 30], Thomsen [Th30], Blaschke [B128] y Bol [Bo37]. Los resultados se

encuentran sistematizados en el Tomo 49 de la coleccion Springer, escrito por



los dos ultimos autores [BB38] , y en el Tomo 80 de la misma coleccion, que es el

libro clasico de Pickert sobre planos proyectivos [Fi55] .

Una red geométrica triple consta de un conjunto de puntos, tres clases disyun-
tas no vacias de lineas, llamadas uno-lineas, dos-lineas y tres-lineas, y una rela-

cion de incidencia que cumple los axiomas siguientes :

I.  Dos lineas de la misma clase no inciden una con otra.
Il. DBos lineas de distintas clases inciden una con otra en uno y un solo pun-

to.

III. En cada punto inciden una con otra exactamente tres lineas.,una de cada

clase.

Con las modificaciones respectivas pueden definirse también redes dobles, triples,
cuddruples, etc. Por ejemplo, una red doble interesante esta dada por los puntos
del plano perforado en el origen, tomando como uno-lineas todas las circunferen -

cias de radio r con centro en el origen, y como dos-lineas todos los radios

(0 <p < ~)de azimut constante (8=c) .

El ejemplo clasico de red triple es la *‘red del pescador’, que es una trian-

gulacion del plano con triangulos equilateros de lado unidad.

Para coordenar una red triple se elige una linea de base, que se llama uno-
linea (1,1), y en ella un punto base que se llama [1,]]. Las otras dos lineas
que pasan por [/, 1] se llaman la dos-linea (2,1) y la tres-linea (3,1). Luego
se rotulan sucesivamente los puntos de la linea (1,1) llamandolos [/,2],

[,3], ..., [{,a],.... Esto determina los nombres de todas las dos-lineas (2,a)

vl
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y las tres-lineas (3,a) que pasan por [/,a] . La linea (1,a) es la que pasa por el
punto de incidencia de (2,1) con (3,a), y el punto [x,y] queda univocamente

determinado por la iincidencia de (I,x) con (2,7%).

Una vez coordenada la red triple en cuestion, es posible definir geométrica-
mente una operacion & en la siguiente forma : Bados a y b, partir de [, 4]
por la linea (3,a) hasta cortar la linea (2,1); de alli seguir por la uno-linea res-
pbcliva hasta encontrar la dos-linea (2,b) ; luego bajar por la tres-linea respecti-

va hasta encontrar la linea (1,1); el valor ¢=a&b es la segunda coordenada

del punto de corte[l,c] = [1,a&b].

Los nimeros utilizados para coordenar la red triple y la operacion & defi-
nida asi, forman un cuasigrupo . Por ejemplo, la red del pescador con la coordena -
¢ion indicada arriba induce sobre los enteros un cuasigrupo isomorfo al grupo adi-

tivo de los enteros. La operacion & puede calcularse por
a&b=a+b-1,
y el isomorfismo [ esta dado por

flx)=x+1

fly)=y+1
flxey)=xsysl=(x+Daly+1)-1
f(x) & f(y).

I

Pero hay muchos otros sistemas inducidos por redes triples que presentan carac-

teristicas peculiares. El sistema finito no trivial mas sencillo consta de solo

dos lineas de cada clase y cuatro puntos

-1
(V1]



[2,2] (1,2) [2,1)

d
(2,1)
e
(3,1) (3,2)
(2,2)
[z, 1] (1,1) [1,2]

Fuede comprobarse facilmente que esta red triple con la operacion geométrica indi-
cada anteriormente induce sobre el conjunto de los nimeros I y 2 una estructura
de cuasigrupo; el cuasigrupo resultante es isomorfo con el grupo ciclico de orden

dos, cuya tabla de Cayley es el dnico cuadro latino de orden dos :

Fue una mujer, Ruth Moufang, de Frankfurt del Main, la que en 1935 publicé un ar-
ticulo en el que abstraia de las redes triples una estguctura algebraica, que ella
llamé *‘ cuerpo alternativo’” [Mo35|. A partir de esa fecha el estudio de los cua-
sigrupos y lazos empieza a desarrollarse independientemente de los aspectos
combinatorio y geométrico. Durante la Segunda Guerra Mundial, los nombres de
Murdoch, Garrison y Albert dominan la investigacion [Mu39 ], [Mudla|, [Mu4lb]

[Ga40], [Al2a], [Al42b], [A143], [Al44].
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El extenso articulo de R. H. Bruck de 1944 : * Algunos resultados en la teo-
g d . iR 4 . .
ria de cuasigrupos’ esta dedicado en gran parte a los lazos, y a partir de entonces

Bruck se convierte en el principal tedrico de este tipo de estructuras [ Br44] .

En 1946 publica un articulo basico en la materia [Br46] , y en 1958 publica
el libro “* A Survey of Binary Sistems’’, casi todo dedicado a los lazos [Br58] .
Este libro fue editado nuevamente con una completa bibliografia en 1966. Bruck
ha continuado sus investigaciones y publicaciones, entre las cuales cabe desta-
car un interesante articulo de divulgacion titulado ** L’_Qué es un Lazo ?"’, que apa-
recié en el segundo volumen de ** Studies in Modern Algebra’’, libro editado por

Adrian Albert en 1963 [Al63] .

Entre los especialistas en lazos merece citarse también el profesor de la
Universidad Hebrea de Haifa, Rafael Artzy, quien ha publicado varios articulos
scbre aspectos geom étricos y algebraicos de los lazos [Ar33], [Ar59a), [Ar59b)

[Ar 63].

En los Estados Unidos se ha cultivado el estudio de los lazos en las univer-
sidades de Wisconsin, Missouri y Vanderbilt. En esta dltima fue en donde se en-
contraron los 109 lazos no isomorfos, y alli-mismo se elaboré la tesis de Eric L.
Wilson, *“‘Isotopia de Lazos’’, de 1966, que es una de las obras basicas en el te-

ma de las isotopias, topico que se vera mas abajo. [Wie6] .

3. EL ESTUDIO DE LOS LAZOS .

Estas estructuras se estudian generalmente aiiadiendo a los axiomas minj -

mos (existencia de soluciones unicas para ecuaciones y existencia de una identi-



dad), algin axioma mas que sustituya en parte la asociatividad, o sea la identidad:
xlyz)' = (xy)z.

Las leyes menos rigurosas que se obticnen identificando dos o mas de estas va -

riables son

La Monoasociatividad = x(xx) = (xx)x.

La Flexibilidad : x(yx) ='(xy)x.

La Alternatividad : x(xy) = (xx)y (a izquierda).
yl(xx) = (yx)x (a derecha).

Es claro que no hay mas identidades homogéneas de tercer grado. Pero también

se conocian en algebra no asociativa algunas identidades importantes, homogéneas
y de cuarto grado, que representan formas débiles de la asociatividad. La mas
importante es la identidad de Jordan : (x2y)x = x2(yx) , que surge en la
fundamentacion teorica de la mecanica cuantica, y que origina los extensos estu-
dios de algebras de Jordan, recogidos en el libro de Braun y Koecher de la colec-

cion Spring(‘r [BK66] .

Una forma peculiai de monoasociatividad de cuarto grado, llamada la Ley de

Osborn : (x2x)x = x2 %2, lo mismo que otras identidades similares llamadas

de Moufang y de Moufang- Bol, también recibieron especial tratamiento

(yx.2z)x = y(x.z2x)
x(y.xz) = (xy.x)z
(xy )(zx)

I

(x.yz)x
(yx.z)x = y(xz.x)

y.xz) = (x.yx)y.
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Cierto paciente autor estudié todas las identidades similares de cuarto grado que

representan formas débiles de la asociatividad ; su nimero asciende a 150. [Va68].

También hay otros tipos de identidades muy peculiares de los cuasigrupos y
lazos, pues la no asociatividad no trae sélo desventajas : combinada con la exis -

tencia de soluciones inicas para ‘‘ecuaciones de primer grado”’, permite definir
configuraciones interesantes,

Por ejemplo, en un cuasigrupo es posible definir inversos a izquierda y a de-

recha, ain sin tener elemento neutro :

El inverso a izquierda de x, x%, se define como el elemento que cumple pa-
ra cualquier y la identidad :

xixy) = y.

El inverso a derecha de x, x?, se define como el elemento que cumple pa-
ra cualquier y la identidad :

(wx)xd = y.

Si se tiene elemento neutro, la definicién de inverso a izquierda y de inverso a de-
recha es la usual.

No se crea que la existencia de soluciones para las ecuaciones

xa = b
ax = b
proporcionan estos inversos con

a=xy'y b= Y, 0 a=yx 'y b= Y, pues esas
soluciones podrian depender de

y. Tampoco se puede concluir de la existencia
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de esas soluciones con a=b que exista una identidad a izquierda o a derecha,
pues la solucion en cada caso puede depender de  a. Por eso es necesario pos =
tular la existencia de la identidad o elemento neutro para obtener un lazo. El
ejemplo de los enteros con la resta indica la posibilidad de tener un elemento neu-
tro sblo a derecha. Pero si hay un elemento neutro a derecha ey yun elemento
neutro a izquierda 0% el producto e e, es igual a e ny wre iy por lo tan-
to ambos elementos neutros son iguales, -y son el elemento neutro de un lazo. Es-
to es conocido en la teoria de grupos. Pero no sucede paralelamente con los in-
versos a izquierda y a derecha : en la teoria de grupos se prueba que son iguales

pero sin la asociatividad la prueba no concluye para los lazos (es de notar que

la Flexibilidad es suficiente para probar ese teorema en un lazo).

Estas peculiaridades de los inversos permiten postular identidades como las

siguientes :

Propiedad inversa a derecha : (x y)ya = X
xi(x_v) =y

d-,

(xv) x )

Propiedad inversa a izquierda :
Propiedad inversa cruzada :
Propiedad inversa débil : x(}’x)d T }’d

(CL. [Wi66], p.14).

Otros tipos de sustitutos para la asociativ idad, estudiados por Bruck, son la aso-
ciatividad de potencias (todo elemento genera un subgrupo del lazo) y la diaso -

ciatividad (toda pareja de elementos genera un subgrupo del lazo). Cf. [Bro66] ,

p. 87.
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4.  OPERACIONES INVERSAS.

La solucién inica de las ecuaciones permite definir en un lazo (4,&) dos
operaciones inversas para la operacion & del lazo : la division a izquierda y la

division a derecha :

- A partir de la ecuacion a&x =b sedefine x=a\ b (léase: “a bajo

b”") como el resultado de la division a izquierda, y

- A partir de la ecuacion x&a = b se define x = b/a (léase: *‘b sobre

a'') como el resultado de la division a derecha.

Nétese que en general los elementos aN\ b y b/a son distintos. Ademés ,
pueden definirse parcialmente estas divisiones ain en grupoides. Tomese por ejem-

plo el grupoide de los reales positivos con la potenciacion :

A partir de a&x = b (a® = b), ladivision a izquierda daria el logaritmo en
base a de b, definido para a y b mayores que uno, 0 a y b menores que

uno.

A partir de x&a =b (x?=b) ladivision a derecha daria la raiz a de b,,

o sea bn/a), que esta siempre bien definida.

Si la operacion & es la division entre reales positivos :

A partir de  a&x =b (a;x=0b) ladivision a izquierda seria x=a\ b =

A partirde x&a=1b (x: a=b) ladivision a derecha seria

x=b/a = ab!. Porlotanto la divisién a izquierda es el reciproco de la divi-
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sion ordinaria, y la division a derecha es la multiplicacion ordinaria.

Las operaciones &, \ y/  permiten definir una serie de aplicaciones del
lazo (4,&) sobre si mismo, llamadas traslaciones a izquierda I(a), traslacio-
e d - ‘l - D( ) ‘l e . = > = . . -] . .
nes a derecha a), traslaciones inversas a izquierda I(a) y traslaciones in-

versas a derecha D(a) '1, una para cada elemento a de 4 :

I{a) (x) = a&x,
D(a) (x) = x&a,
ia) L (x) = a\x
D(a)l(x) = x/ a.

Estas aplicaciones generan tres grupos llamados respectivamente grupo de multipli-
cacion izquierdo, grupo de multiplicacion derecho y grupo de multiplicacion de 4,
que permiten estudiar los cuasigrupos y lazos por el método de grupos de permuta-

ciones, y facilitan muchas pruebas de tipo computacional.

5. ISOMORFISMO E ISOTOPIA .

La nocion de isomorfism o entre lazos es la ordinaria : una funcion [ biyec-

. . e
tiva que ‘‘preserve la operacion” :

(A,&) es isomorfo a (B,#) siy solo siexiste una biyeccion [ enwre Ay

B tal que para todo x y paratodo y:
f(x) # fly) = f(x&y).

¢ Pero por qué elegir las tres veces la misma funcion f? ;Qué sucede si en vez
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de [ se utiliza una tripla ordenada de biyecciones (f,g,h) de A a B tales

que para todo x y paratodo y:

flx)# gly) = h(x&y) ?

La terna de funciones (f,g,h) se llama isotopia, y se dice que (4,&) es

isotépicoa (B,#), o equivalentemente, que (4,&) es un iscftopo de (B, #).

El concepto de isotopia se debe a A, Albert [Al 42] ., quien lo utilizo en la
teoria de dlgebras y cuasigrupos; ya habia sido empleado conscientemente por

Schonhardt [Sc 30] para los cuadros latinos y por Baer [Ba39] para las redes.

Si la isotopia (f, g, h) esté compuesta por dos biyecciones f,g de A4
sobre si mismo, y h=i  es la funcién idéntica sobre A4, se llama isotopia

principal .

Estas isotopias particularmente sencillas son suficientes para la teoria, pues
no es dificil probar que todo isotopo de un lazo dado tiene un isotopo principal iso-

morfo al lazo dado ; este resultado es valido mas generalmente aun para los grupoi-

des :

TEOREMA 5.1. Todo isétopo (A4,&) de un grupoide dado (B, #) tiene

un iso’topo principal (A, .) isomorfo a (B, #).

Prueba : Sea (A,#) un isotopo de (B, #) bajo la isotopia (f, g h) En-
tonces :

f(x)# gly) = hix&y). (5.1.1)
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C ) ) sl i . .
omo fy g son biyecciones, sus inversos existen y es posible definir una nue-

va operacion . en 4 por :

o= gl -1

xey = [Thx)] & g Thty)] . (5.1.2)
Como x.y~= i»l (x.y), (5.1.2) se puede escribir :

flhx) & glnty) = NCRE (5.1.3)

Porlo tanto , (4,.) es un isotopo principal de (4, &) bajo la isotopia
1, -1, . Z
(f " hyg™*h, L4) . Pero si en (5.1.1) reemplazamos los elementos x,y  por

/'-]}z,/x) y g']}z(y), obtenemos :

[0 Thee)) # gl hiy)) = h(fIx) & g~ h(y) ).

Pero como ff'I = iA y gg'l =i, ypor (5.1.2) el lado derecho es simplemen-

te h(x.y), obtenemos :

h(x) # h(y) = h(x.y).

Luego (4,.) es isomorfo a (B,#) bajo el isomorfismo £,

La reduccion de las isotopias principales puede llevarse ain mas lejos : es

posible probar que entre dos isotopos principalcs existe siempre una isotopia cu-

yas biyecciones son traslaciones (cf. supra, Seccion 4).

TEOREMA 5.2. Si el lazo (A,#) es un isétopo principal del lazo (A,&)

a, b de A tales que (D(b), I{a), iA) es una iso-

entonces existen elementos

topia principal de (4,&) a (A, #).
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Prueba : Sea ([,g,iA) la isotopia principal dada entre (4,#) y (4,&).

Entonces :
flx) & g(y):iA(x #y) . (5.2.1)
Sea e la identidad del lazo (4,#). Tomese a=fle) y b=gle). Es claro
que para todo x de A:
x=xfe = flx) & gle)
= flx) &b,

por (5.2.1) y por definicion de b. Pero de la ecuacion

flx) &b =

considerada como una ‘‘ecuacién de primer grado en flx)", se sigue :

flx)=x/b . (5.2.2)

De modo semejante :

y=etty=fle)&gly)

=a&g(y)

implica que

gly) = a\y (5.2.3)
Como todos los elementos de A son de la forma x&b o a&y (por el
x&b=c o

postulado de la existencia de soluciones inicas para ecuaciones

a&y = c), es posible sustituira x por x&b ya y por a&y en



(5.2.1), después de haber reemplazado los valores flx) y gly) por sus expresio-

nes explicitas (5.2.2) y (5.2.3) : la ecuaciéon (5.2.1) queda en la forma :

(x/b) & (a\ y) =(xty),

y con las sustituciones indicadas obtenemos :
(x&b) # (a& y)=((x&b)/ b) & (a\(a&y) S

Pero por la existencia de soluciones inicas para las ecuaciones z&b = (x&b) y

a&z = (a&y) consideradas como ‘‘ecuaciones de primer grado en z"',

(x&b)/ b = x
a \ (a&y) = o

Por lo tanto :

(x&b) # (a&y)=x &y,

y eslo es precisamenle :

(D(b) (x) ) # (I(a) (y) ) = iA(x&y)-

Por lo tanto (4,&) es un isétopo principal de (4,#) bajo la isotopia
(D(b), I(a), iA ), QED.

Utilizando traslaciones definidas con respecto a la operacion # es posi -

ble probar facilmente que existen elementos c,d en A tales que las trasla-

ciones Dfc) e I(d) son equivalentes a las funciones f,g originales, en el

sentido de que para todo x,y
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flx) & g(y) =D(c)(x) & I(d) (y) .

Utilizando la ecuacién

xtty = (x/ b) & (a \y)

. . R4 .-
como una definicion de una nueva operacién # dado un cuasigrupo cualquiera

(4,&), es posible probar el
TEOREMA 5.3. Todo cuasigrupo es isotdpico a un lazo.

Prueba : Sea (A,&) el cuasigrupo, y (4,#) el isotopo definido arriba :
Basta probar que el elemento a&b es en realidad la identidad con respecto a

la operacion # :

x#(a&b)=(x/b) & (a \ (a &b))

=(x/b) & b=x

pues (a \ (a&b))=b porla existencia de soluciones unicas, y (x/ b)&b=x
por la misma razén : Por lo tanto x#(a&b)= x, y de la misma manera

(a&b) tty=1y, QED.

Este teorema muestra que no todo isétopo de un lazo es un lazo. Por eso es

conveniente indicar claramente en un contexto dado si se esta hablando de todos

los isétopos de un lazo, o solo de los lazos isétopos.

Como ejemplos de este curioso comporta miento de los isotopos se puede
considerar el cuasigrupo (Rf.') de los reales positivos con la division ordina-

ria :



a&b = a:b
a\b =a:b

b/a=b.a (Ver Seccién 4) .

El isotopo principal (R +, #) serfa

x#ty =(x/b) & (a\y)
=(x.b) : (a:y)
=(x.b.y): a

=(x.y): (a: b)
a&b=1:1=1,

Seleccionando a = 1 y b=1 tenemos como identidad el elemento
Y como nueva operacion

xHy=(x.y): 1= x.y

Por lo tanto el cuasigrupo original ,un cuasigrupo sin unidad, es isotépico al lazo

(mas afm,,‘al grupo !) de los reales positivos con la multiplicacion ordinaria.

Mas curioso es el caso del grupoide de los reales positivos con la potencia

cién, seleccionando a@=e (base natural) y b=1." Se puede comprobar que la

nueva opei-acién es
xfty = x iny
y),y que la identidad ¢ = a& b es precisa-

(;ny esel logaritmo natural de

mente e, la base natural
ety = e iny = y

xl"e:xlz x .

xtte
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Puede comprobarse facilmente que la operacién # es asociativa, y que por lo tan-
to el isotopo principal (4, #) es un monoide. Pero aunque existan estructuras no
asociativas isotopicas a estructuras asociativas ,la asociatividad permite probar

un teorema de gran importancia, que explica por qué el concepto de isotopia no se

utiliza en la teoria de grupos :

TEOREMA 5.4 :  Dos grupos isotépicos son isomorfos.

Prueba : Este teorema se ded uce facilmente de un teorema mucho mas ge-

neral :

TEOREMA 5.5. Si (4,#) es un grupoide con identidad isotopico al semi-

grupo (4,&), entonces (4,#) y (A,&) son isomorfos .

Prueba : Sea e laidentidad de (4,4#)y (f, g,i4) la isotopia. Defina-
se :
a= fle)
b =gle)
Entonces x = xfte = f(x) & gle) = flx) &b =D(b)[fix)] y :

x = eftx = fle) & glx) = a & glx) = Ilfa) [g(x) ] .

Por lo tanto D(b) e Ifa) son los inversos de las biyecciones f y g y pode-

mos escribir :
f= D([))-I
g -= 1((1).] .

Como D(b)(a&x)= a&x&b y
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l(a) (v&b) = a&y&b

(no hacen falia paréntesis, pues la operacion & es asociativa ), se deduce que :

Do) (0 & x&b) = a&x (5.5.1)
¥ l(a) a&y&b)= y&b. (5.5.2)

Si se estudia ahora la aplicacion %A=1I(a)D(b) de A a A que a un elemento

z de A asocia h(z)= a&z&b, se puede ver que :

hix&y) = a& (x&y) &b

]

(a& x) & (y&b)
= D(b) L (a&x&b) & Ifa) (a& y& b)
=flh(x)] & glhly) ]

= h(x) # h(y)

utilizando respectivamente la asociativa de & , las ecuaciones (5.5.1) y (5.5.2) ,

las definiciones de f, g, & y la definicion de isotopia. Por lo tanto :

hix&y) = hix) # k(y),
y h es un isomorfismo de (A, &) a (A,4), QED.

Ahora es facil completar la prueba del Teorema 5.4, pues si (4,#) es un gru-
po, también es un grupoide con unidad, y si (A, &) es un grupo, también es un se-
migrupo. For lo tanto, si el grupo (A, #) es isotopico al grupo (4,&), (A, #) y

(A,&) son isomorfos, QED.
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Pero esta prueba utiliza esencialmente la asociatividad de la operacion &,
y por lo tantono es valida para lazos isotépicos. En concreto, en los lazos de or-
den 5 hay cuatro isétopos no isomorfos (ademas del grupo ciclico de orden 5) y en
lazos de orden 6 existen 22 clases de isotopia con 109 lazos no isomorfos (dos de
ellos grupos). [R.H. Bruck dice en [Br63] que hay 17 clases de isotopia en los
lazos de orden 6; éste es un error debido a que Fisher y Yates publicaron sélo 17
cuadros latinos, que serian las tablas de Cayley de los lazos que generan a todos
los demas; pero hay cinco de esas tablas que por transposicion sobre la diagonal
principal , operacion que no corresponde a una isotopia, producen otras cinco cla-

ses de isotopia distintas de las demas ].

Bebe subrayarse que el Teorema 5.4 no afirma que todo isotopo de un grupo
es un grupo, sino sélo que dos grupos isotopicos son isomorfos; debe pues preci -
sarse que se habla de grupos isotépicos. El problema mas general no esta resuel-

to :

i Qué condiciones son necesarias y suficientes para que un grupoiae [resp. : un

. . 4 . 9
cuasigrupo, un lazo)] sea isotopico a un grupo :

En particular para los lazos el problema general mas importante llamado Problema

de /sotop{a-lsomorfis mo, tampoco esta resuelto :

(;Quel condiciones son necesarias y suficientes para que un lazo sea isomorfo con

. ’ .
todos sus lazos 1sotopicos ?

Es claro que la asociatividad es suficiente, pues los lazos asociativos son los

0S isolc’)picos son isomorfos. Pero la condicion no es necesaria,

grupos ,y los grup
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pues existen estructuras no asociativas que cumplen la propiedad de ser isomor -

fas con todos sus is6topos; algunos resultados conocidos son

El lazo multiplicativo de un anillo de divisién alternativo satisface la propie-
dad de ser isomorfo con todos sus isétopos. [Un sistema alternativo satisface la

propiedad alternativa a izquierda y a derecha. Ver Seccion 3.] Ver [Br66] , p. 57,
Dos lazos libres isotopicos son isomorfos. Ver [Ev53] .

Dos lazos de Moufang conmutativos isotbpicos son isomorfos. Ver [Br66] ,

p. 97 y pp. 120ss.

. 7 . . . .
Dos lazos totalmente simétricos, es dectr, que son conmutaltivos y satz.sfacen

la identiaad : x(xy) = y, que son isotépicos, sonisomorfos. Ver [Br4d].

El problema de Isotopia-Isomorfismo es equivalente al siguiente problema geomé -
trico :

¢Qué condiciones son necesarias y suficientes para que todos los lazos in-

ducidos por una misma red triple sean isomorfos ? La referencia principal para

este problema es el libro de Pickert [Pi55] .

En otra direccion. ,Eric Wilson distingue entre propiedades aisladas y propie-
dades que se cumplen en todas partes, si éstas son satisfechas por sélo algunos
o por todos los lazos de una misma clase de isotopia, y desarrolla en su tesis ya
citada una serie de condiciones suficientes del segundo tipo para el problema de
Isotopia -Isomorfismo. [No debe confundirse una propiedad aislada con una ““pro-

piedad local ”’, que es una propiedad P de un lazo infinito que satisface la con-
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dicion : Si todo sub-lazo generado por un nimero finito de elementos del lazo ori-
ginal cumple P , entonces el lazo original cumple P. Una propiedad aislada o
una propiedad local no debe confundirse tampoco con una propiedad que se cumple
localmente, es decir, que se cumple en todo sub-lazo generado por un nimero fini-

to de elementos. Ver [Br66] , p. 102 .

6. ASOCIADORES Y NUCLEOS.

Asi como la ausencia de conmutatividad permite definir los conmutadores
[a,b] porla ecuacion : a.b.[a,b] = b.a, laausencia de asociatividad permi-

te definir en los lazos los asociadores

(a(be))[ a;b,c] = (ab) ¢
(fab)c)a,b;c] = albe).

Paralelamente, asi como la ausencia de conmutatividad permite definir el centro

como el subconjunto de elementos que conmutan con todos los demas
C={a;(x), ax = xa i,

la ausencia de asociatividad permite definir no sélo uno sino cuatro nicleos dis -

tintos :

Ny=1ta;(x)(y), (xy)a=x(ya)}

I}

N; = Lai(x)(yh (ax)y = a(xy) |
N.="1a; (x)(y),(xa)y = xlay)}

N = J\"dﬂ N.NN_,
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llamados respectivamente : nidcleo derecho, izquierdo, central y el altimo senci-
llamente nicleo. El interés de estos subconjuntos es que cada uno de ellos for-
ma un grupo con la operacion restringida al subconjunto respectivo, y por lo tanto
es posible aplicar resultados de la teoria de grupos al estudio de los lazos. El
teorema mas importante es que los nicleos derechos, izquierdos y centrales de dos
lazos isotopicos son isonorfos. La primera afirmacion de este parrafo se puede

ilustrar con el

TEOREMA 6.1. El nijcleo izquierdo de un lazo es un grupo.

Prueba : Clausurativa : si a,b estan en Ni’ considérese el elemento

<

=ab. Si ¢,d estanen N; debemos probar que

z(ed) = (zc)d.

z(ed) = (ab) (ca)
= alb(cd) ]
=a[(bc)d]
=la(bc) ] d

[(ab) cld=(zc)d.

Nétese que en cada paso se considera un producto como un solo elemento x con

el cual se hace la asociacion, aprovechando el hecho de que a (0 b) estan en el

nicleo izquierdo.

Asociativa : es clara por definicion de Ni'

Modulativa: si e es el elemento neutro del lazo,

e(be)=(bec)=(eb)c,
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y por lo tanto ¢ estaen N, .
Invertiva: si a esta en N;, considérese el inverso a izquierda de a, a'. Por
definicion de inverso a izquierda :

ata=e.

Multiplicando a izquierda por a:
afata) = ae = a.

Pero como a esta en el nicleo izquierdo :
a(uia) = (aa i)a,

y por lo tanto :

(aa')a = a.

Por unicidad de soluciones, como e es la solucion de

entonces (aat) = e .

pero por definicion de inverso a derecha, a® es la solucion de

y por lo tanto por unicidad de soluciones

) = d
at=a® ,

y podemos escribir simplemente o™ .

Ahora debemos probar que el inverso de @ también pertenece a Ni' Su-

pongase lo contrario. Entonces existen elementos b,c en el lazo tales que



u-I(br) # (u'] b)e .

For unicidad de soluciones, la multiplicacion a izquierda preserva la desigualdad,
y por lo tanto :

ola? o) 12 a2 ble 1.

Pero como a esta en el nicleo izquierdo, el lado izquierdo es

al g (be) ] = (aa-])(bc)
e(be)

"

"

be.

Por la misma razon, el lado derecho es

alfalb) el =Talalb)]c
=[f{ea™ )b
(eb) c

I

I}

be,

y llegamos a una contradiccion. For lo tanto,

altbe)=(alb)ec,

y ¢! 1ambién pertenece al nicleo izquierdo.

QEL.

Por lo tanto el nicleo izquierdo es un grupo,

Las pruebas para los nicleos derecho y central son paralelas. El nicleo es

una interseccion de grupos y por lo tanto es un grupo.

En cuanto al teorema principal de los nicleos, nos limitaremos también al ca-



so del nicleo izquierdo : dado que es suficiente estudiar el caso de los isotopos

principales, podemos enunciar el

TEOREMA 6.2. Silos lazos (A, #) y (A4,&) son isotépicos , entonces

sus nucleos izquierdos son isomorfos .

Prueba : Como los lazos dados son isétopos principales, existen elementos

a,b de A tales que
xFy = (x/b)&(a\ y).

Befinase una aplicacion h como la restriccion al nicleo izquierdo (relativo a la
operacion &) de la composicion de traslaciones D(b) a(a). Porlo tanto, para

un elemento n del nicleo mencionado :

h(n) = D(b) D(a) (n) = D(b) (n&a) = (n&a)& b.
Pero como n esta en el nicleo izquierdo,

h(n) = n&(a&b).

Debemos probar primeramente que el elemento  A(n) esta en ¢l nicleo izquierdo

(relativo a la operaciéon #), o sea que para todo c,d de A

hn)# (cttd) = [hin)tc) #d. (6.2.1)

El inico paso oscuro en la prueba esta dado por el lema siguiente

LEMA 6.3. Si n estaen el nicleo izquierdo relativo a la operacion &,

entonces n&(c/ b)=(n&ec)/ b.

& i , . - L. -
Prueba : El elemento ¢/ b es lasolucion unica de la ecuacion x&b = c.
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Multiplicando a ambos lados de la igualdad por 7 :

n&(x&b) = n&ec.
Como n esta en el nicleo izquierdo,
n&(x&b) = (n&x) &b,

y por lo tanto :

(n&x) &b = n&ec .
Fero la solucion inica de la ecuacion

y&b = n&e
es precisamente (n&c)/ b, y porlo tanto :

(n&x): (n&(‘)/ b 3

n&(c/b)=(n&e)/ b,

QED.

Utilizando este lema podemos transformar el lado izquierdo de (6.2.1) utili -

zando la definicion explicita de  # y el hecho de que

quierdo relativo a & -

n esta en el nicleo iz-

hin)#(ctta)=[n&(a&b)]#[(c/ b)&(a\ d) ]
=([n&(a&b)]/b)&(al(c/ b)&(a\ d)])
=([(n&a)&b)/ b)&(al(c/ b)&(a\d)])

I}

1
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(m&a)&(al(c/b)& (a N d)])
n&la&(a[(c/ b)&(a~\d)]))
n&[(c/b)&(a\d)]
[n&(c/ b)) &la \d)
=[(n&ec)/ b] &(a\ d)

(por el lema 6.3).



Transformando ahora el lado derecho de (6.2.1) :

(h(n)# clfa = [([n&(a&b)1# c)/ b & (a\d)
= ([([n&(a&b)]/b)&(a N c)I/b) &a\ d)
=([(n&a)&b]/ b)&(a~ )1/ b)&(ax d)
= ([(n&a)&(a\c)]/ b)&(a d)
=[(n&[a&(a\c)] )/ b)& (a\ d)
=[(n&c)/ bl &(a\d)

que es igual a la transformacion altima realizada sobre A(n)# (c#d), vy por lo

tanto

hin)# (c#d)=1[hn)dclHd,

y h(n) esta en el nicleo izquierdo relativoa #.

Ahora es suficiente mostrar que si n,m estan en el nicleo izquierdo rela -

tivoa &, entonces :

hn&m) = h(n) # h(m), (6.2.2)

oseaque h ‘‘preserva operaciones’’ en el nicleo izquierdo.

h(n&m) = (n&m)&(a&b)
=[(n&m)&a ] &b
=[n&(mé&a))1&b
=n&[(m&a)&b )
=n&la&(a\[(m&a)&b])]
= (n&a)&(a\|(m&a)&b])
=([(n&a)&b]/ b) &(a\[(m&a)&b])



[(n&a) &b]H [ (m&a)&b ]
| n&(a&b) ) [m&(a&b) ]

"

hin) # h(m) .

Por lo tanto 4 es un homomorfismo inyectivo de un nicleo izquierdo en el otro,
y repitiendo la demostracion a partir del nicleo izquierdo relativo # , se encuen-
tra un homomorfismo inyectivo %' en la otra direccion. Por lo tanto los nicleos

QED.

izquierdos son isomorfos,

El nicleo de un lazo no debe confundirse con la médula (*core’’) de un lazo

flexible, que es una nueva operacién definida sobre el lazo por

1

xty = xy™x.

Nétese que no hacen falta paréntesis por la flexibilidad, y que por esa misma pro-
piedad puede escribirse )"1, pues en un lazo flexible el inverso a izquierda es
igual al inverso a derecha. La sencilla prueba se basa en la unicidad de solucio-

nes, y se deja para entretenimiento de los lectores.

La médula tiene relacion con la reflexion de lineas en una red triple. Ver

[Br66] , p. 120.

6. CONCLUSION .

Esta somera introduccion a la terminologia y a la problematica de los lazos
algebraicos abstractos es suficiente para mostrar algunos aspectos atrayentes de
la teoria, y ojala para interesar a muchos de los lectores por el estudio de los

sistemas no asociativos.
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Como pudo verse, el aspecto puramente algebraico, el aspecto geométrico y
el aspecto combinatorio dan gran variedad a los métodos y a los modelos, y cada
cual puede estudiar los lazos algebraicos desde el punto de vista de su predilec-

cion.

Para contribuir al esparcimiento en los ratos de ocio del Congreso, puede

proponerse para terminar , un sencillo problema combinatorio :

La tabla de Cayley del grupo (lazo) ciclico de orden 5 es el cuadro latino

siguiente :

1 2 3 4 5
2 BT A S ]
gt Rt A bl SN U 2
4. Sy 2, 8
S T phea@in 3 il

Hay 48 tablas distintas de este orden, dejando invariantes la primera fila y la pri-

mera columna. El problema es encontrar las otras 47.
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