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QUELQUES PROBLEMES DE CLASSES CARACTERISTIQUES SECONDAIRES

par

Daniel L EHMANN

Les techniques récemment utilisées par Bott et Haeffliger [1] [2], pour étudier
les invariants des feuilletages de codimension ¢ (le cas ¢=1 avait été étudié
par Gobdillon- Vey [3] au préalable) se généralisent a d'autres situations géométri-
ques que celles des I -structures.

1. NOTATIONS ET RAPPELS.
Soit  E-M un fibré vectoriel différentiable de fibre RY (dim M < 4+ = ),

et 1q= ﬂ{[c], cee, cq] = pE;_O /5 (degré gy = i ) 1'algebre des polynomes sur

End(IRY?), a coefficients réels, invariants par  GL(q, R).
Pour toute connexion V  sur £, de courbure K, on note
XV ST s AP
q C

'homomorphisme d‘algebres (de C hern-Weil) qui, a tout polynome @ el? , associe
P g q poly g

la 2-forme fermée (;ﬂ}p(D(K) .

. ' . 5 Sp. . ; ~
Si V  désigne une autre connexion sur E, on définit une connexion V sur
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EXIR - MXR en posant

~

Ves=tV s, 401-0 Vs, si XeTMx{c})
(0:] sl:sillxiti)

~
Va%s:() si s, ne de’pend pasde ¢ .

‘ impair , s
Notons A(V , .V ) [qa A C M) 1 application composée Y (V ), ou
impair

pair ) ¢
L A P (MXR) - A C (M) désigne I'intégration le long des fibres de

MX[O,I]QM.'

i i

7 (f(x,t)dx 1 A o.ondeT)=0
i] i 1 3 3 ]
m(fte,t)de A dx T Ao ax D= (e, 0de)dx T A e Nde ™
0

Rappelons la formule (cf. Bott p. 82 [1]) :

ANV, V')®) =XV )D-A(V )D (%)

qui prouve en particulier que la classe de cohomologie de AV ) ® ne dépend

pas de la connexion V.

On notera

A lan*(M, C)

I'hom omorphisme caractéristique, induit par A(V ) en cohomologie, et qui prend

ses valeurs dans la cohomologie de dimension multiple de 4.



2. LE PROCESSUS DE BOTT.

Nous allons généraliser une construction faite par Bott dans le cas du fibré

N s .
transverse a un feuilletage.

4. ’ .
Soient € et C' deux sous-enscmbles connexes non vides de 1'espace
rL. . y . . - A}
(affine) des connexions sur £, et soient [/ et ' deux idéaux homogenes de !

tels que

IC N KerA(V) et I'c N Kera( V).
NeC Ve(!

Graduons les algebres quotients 1(1 /ler 1 /1"en posant dim O=dim®=2
q

(degré @) (ou (f) et O désignent respectivemem les classes modulo 7 et /

d'un élément homogéne @ de /q). Graduons l'alg::bre extérieure /\(1;)

. o p
[ =9 ] de
[ (on oublie la structure d’idéal) en posant  dim ¥ =2 (degré ¥ )-1, ceci

Ty

. . . ~ . - .
construite sur |‘espace vectoriel sous-jacent a l’idéal maximal

+
I
‘Peq

Sur le produit tensoriel gradué d’algébres
w1 =1 1) @i /1) @nrit)

on définit une différentielle ¢ (de degré +1), en posant :

i(@I@1=0
d1@I@1)=0

Q@ IQt)- IQI® - Q@ ! v

<I>€l+
q

A ’
Choisissons une conexion v dans C, et une autre dans C'. OUn

définit un homomorphisme d'algebres graduées
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Wl 1) 5 Ax (M
p“]’\'f’ / L'( /

en posant :

b (O@IQ =AY )0

vA

b, (1@ @1)= A"

MV(J@/@@ Wi
= MTTY

pv»\?’ V’,V

La formule (*) montre que pV \—_, commute avec les différentielles. La
9

connexité des ensembles C et C’

permet de montrer que |’homomorphisme
d'alg\ehr(‘s‘

p: HW(I,1') )5 H(M,C)

induit en cohomologie par p\,, v’ ne dépend pas des connexions V oV
t
el G";

choisies respectivement dans C

Nous appellerons algebre caractéristique d'ordre 2 (associée a 11", C,C ")

s . AT :
la sous-algebre Imp de H (M, €), et classes caractéristiques secondaires
(ou exotiques d’ordre 2) les éléments de

Imp-ImAx [ImACImp].

Les classes caractéristiques secondaires apparaissent alors comme des
: . . e ; ; y
obstructions a ce que C et C"aient une intersection non vide (les classes
L . . . = ANy . » ’ .
caractéristiques ordinaires représentant évidemment une obstruction a 1"existence

de connexions sans courbure).
Un a en effet la

Proposition 1. St C N C'"+# 0, les classes caractéristiques secondaires
sont toutes nulles .

Lemme 1. Si XeT (Mx§t}, etsi s e(EXR) =k
(x,t)

- , la courbure
(x,t) x
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v -
K de U verifie :

& A /
Kex, (T}(x [)) $ VXb \X .

On peut en effet prolonger s en une section § de EXR, telle que

soit une section de £ indépendante de ¢. Gn peut, de méme, prolon-

S' S
MXx{t}

&
ger X enun champ de vecteurs X sur MXR tel que X Wiy soil tangent
1 A

a la variété MX{t}, et que les champs de vecteurs ainsi obtenus sur ¥ soient

indépendants de ¢, de sorte que [X,a—%] =0.

On a alors :

A(Xai)sf: ( s)_-(‘x ) V..
at

= \/a( \Y s - t)‘- s)
at

(4 }_

d’ou le lemme.

Si ¢ N C'#4, on pculchonsnrv v

Démonstration de la proposition.
L M Fen Y b g +
de sorte que: K(X, at)—O, X eT(MXR ): on en déduit que, <I)€1q

AMV)o n'a pas de terme en dt, el que par conséquent /\(V,‘\' )= 0, d'ou
la proposition.

REMARQUES. 1) On a une famille de sous-algebres différentielles graduées
d=0 ont une différentielle nulle et sont donc égales a

~ A
(les algebres marquées

leur cohomologie).
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(Iq/l"®z\(/)c—-> (1, /1)8(/(//1')@ A(l)

J !

Al 1Y) —s ”/“8” /1) @A N l')c_.(lq/l)@(lq/i')@/\(lq+)
d=0 1 g=0
[]

1 1=

1 /I i 1/1 1/ A’
(1, /N1 —s (1/D@1,/ 1@ A1

2) En particulier, si €’ est un ensemble connexe non vide de connexions sans
+ I " 1 f
courbure sur £, on peut prendre /' = /(1 SUW(LL )= (19 /1) QA (](; ), et la

famille précédente de sous-alg(‘*brvs différentielles devient :

A1) &— (1,/1) QOA(/) — (1, /@ NI )= W11, )
a:

3) Si, dans les algebres précédentes, on remplace les algébres extérieures
~ . ’ . . A . 2 >
ACAL ) (ou (I est1’espace vectoriel sous jacent a un idéal homogene de ]q)
~ - . of . .
par les algebres extérieures A (A4) construites sur un sous-espace vectoriel gra-

- 4 . - . ~ . & .
dué A de  ,on obtient évidemment autant de sous-algebres différentielles

graduées.

CONJECTURE. Si A est l'espace vectoriel engendré par un systéme de
e . . * 2
génératevrs de l'idéal UL , les sous-algébres de  H (M ,C€) obtenues en pre<
nant les images par p des algébres construites avec A ) ouavee A(A)

"
sont les mémes.

Cette conjecture est vérifiée par exemple pour l'algébre Alinl') ( a diffé-



rentielle nulle).

On peut aussi se demander si certaines des inclusions d"algtbres différentie -
lles:,décrites ci-dessus, sont des équivalences d"homotopie, au moins quand on
remplace A((L ) par A(4). En général, ¢c’est faux; mais Jouanolou m'a

donné une démonstration de ce que
Wo,= (1'q/d"r1>>q) Alhpshgyeens hq.) > (Iq/d"d»q) Ricy, cys-es cqnl

Ak ko555
(]’ 2’ ’hq)

[q' (resp. q'’) = plus grand entier impair (resp. pair) < q] est une équivalence

d’homotopie .

~
Il en est de meme pour

1\(&1,/13,...,/1(1,) «— R [c2,p4,...,cq,,]@(\(h],h?, . ..,hq)

d=0

3. EXEMPLES.

| A
. " , ‘(g 'ste de e -
Hypotheses sur E C I systeme ae gen
jrateurs de 1)
1. aucune hypothese |connexions respcc-l‘ Idéal engendré Par ¢ 5 C e ees cq'
particuliére tant une métrique | les polynomes de (5" $las grind én-

degré impair itier impair < ¢)

2. E est le fibré connexions "‘basi-|Idéal des polyno - i(c )9+ I,((rl)q'lcz, e
transverse a un ques”’ mes de degré > ¢
feuilletage de co- (cf. [1]) ] ekoy

dimension ¢ 1
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E admet une con -
nexion sans cour-
bure

E est somme direcH
te d'un fibré E’
de dim ket d'un
fibré trivial de di-
mension g¢-k

E=E'® 6,

E est orientable

famille connexe de
connexions sans
courbure

Connexions respec{
Al 4 . .

tant £’ et triviales|

sur

Gq_k

Connexions respecH
tant une forme vo-
lume

q

Idéal engendré
par

ck+1’ck+2,...,c

=

Idéal engendré
par ¢

1

Sk

s C sees €

k27 7 q

- Les familles (1.2) et (2.3) permettent de retrouver respectivement les alge -

bres WOq et W et la théorie de Bott-Haeffliger pour les feuilletages généraux
q

et pour ceux admettant un fibré transverse plat.

- La famille (1.3) correspond au probléme suivant : On suppose que le groupe

structural GL(q,IR) de E peut €tre réduit a un sous-groupe discret. Peut-il

!, s . . .
I'tre en fait & un sous-groupe fini? [On sait que ce n'est pas loujours vrai : il

suffit, d'aprés Milnor, de prendre un L (2, R)-fibré E (i.e. réel orienté, de

dimension 2) de base une surface compacte orientable de genre g > 2, et de

supposer que la classe d'Euler

X (E) vérifie

I'< |xE)|<g]

- La famille (3.4) correspond au probléme suivant : on se donne un fibré vecto-

riel £’ de dimension %, et on le suppose stablement plat (plus précisément, on

suppose que E'ng-k admet une connexion sans courbure). Est-il plat ?

[T(S™) est stablement trivial, et n'est pas plat, sauf pour n=1,3,7]
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- Les exemples 1,4 et 5 sont des cas particuliers de la situation suivante:
le groupe structural GL(gq,R) de E est réduit a un sous-groupe de Lie G, et
les connexions considérées sont celles qui respectent cette G -structure. Si 1'on
suppose £ muni égale d’ H-siruc i

PP galement d une /-structure pour un autre sous-groupe de Lie
Ny ’ . . 3 . - -
H de G, 1'exotisme fourni par les 2 familles de connexions ainsi définies, repré -
. . 2. . 3 EP< -
sente une obstruction a la possibilité de résoudre le probléme suivant : existe-i-il
une G-structure P’ E 3 3 ! ¢
ure [~ sur L, homotope a celle (P;;) que 1'on s’est donnée ,
R ’ ’
ainsi qu'une /1 structure Pl homotope a celle (Py) que 1'on s’est donnée

telles que 1’intersection P'G n P’y des fibrés principaux associés (de groupes

respectifs G et H) soitun G N H - fibré principal différentiable ?

- Il est bien clair, que dans le cas des 3 familles (1.4), (1.5) et (4.5), le
probléme géométrique admet toujours une solution, de sorte que |'exotisme corres-

pondant est nul.
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