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QUELQUES PROBLEMES DE CLASSES CARACTERISTIQUES SEC'ONDAIRES

par

Daniel LEHMANN

Les techniques rece mment ut il is.e e s par Bott et Haeffliger [1] [2], pour e tudi e r

les invariants des feuilletages de codimension q (Ie cas q = 1 avait ete etudi e

par Cobdillon - Vey [3] au prealabl e ) se general isent a d 'autres si tuat ions geometri-

ques que celles des r'- structures.

1. NOTATIONS sr RAPPELS.

Soit E -.M un fibre vectoriel differentiable de fibre fRq (dim M < + DO ) ,

et Iq = fR [c , ... , c ) = Ell Iq
P (degre c. = i) I 'algebre des polynomes sur

] q p;:.O L

End (IRq) , a coefficients reels, invariants par GL(q,lR).

Pour tout e connexion V sur E, de courhure K, on note

I 'homomorphisme d 'a Igebres (de C hern- Wei!) qui, a tout polynome

la 2-forme Iermee (2 iTT)P tf> (K) .

cI> E/P associeq ,

Si v' designe line autre conn ex ion sur E, on dclini t un e connexion V sur
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ExlR -e MxlR en poaant "

v s = t V St + 0- t } V Sx x x t si XfT(MX!tl)

.,J

V'ii.. S = 0 si S ne depend pas de t.
at t

I impair '"
Notons 11.( V' , V' l : I --+ A C (M) I 'application compo see 77*. A (V' ), ot

. .. q
paLr Lmpau •

77*: A q; (M XlRj -e A C (M) de s igne I'integration Ie long des Fibres de

MX[O,I]--+M:

L L 1 i
77 (f(x,t)dt 1\ dx 11\ '" I\. ax r-Ls : (f [(x,t)dt}dx 1 /\ ...lI.axr-1
* 0

Rappelons la formule (cf. Boll p. 82 [1] ) :

d(A(V', V")<I» - A( V")<I>-A(V')<I> (*)

qui prouve en particulier que la c1asse de cohomologie de V'V) <I> ne depend

pas de la connexionV •

Un norera

A: I -e H *( M, ([)
q

I 'homomorphisme caracterfst ique , induit par A('V) en cohomologie, et qui prend

se s valeurs dans la cohomologie de dimension multiple de 4.
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2. LEPROCESSUSDEBOTT.

Nous allons generaliser une construction faite par BOll dans Ie cas du fibre

transverse ~ un feuilletage.

Soient C et C' deux sous- ensembles connexes non uides de I 'espace

(affine) des connexions sur E, e t soient I e t I' deux ide aux homogenes de Iq
tels que

len Ker ,\ ( V) et
\(C

I' c n Ker,\( V').
V e C'

Graduons les alg~bres quotients I I I et I II' en posant dim <I> = dim <I> = 2
q q

(degre <1» (ou q; et <i> de s igne nt re spe ct ivem e m les classes modulo I et I'

d'un element homogene <I> de 'q). Graduons I'algcbre exter ieure A(I;)

construite sur I'espace vectoriel sous v jacent a lTdeal maximal 1+= Ell IP
q p?l q

dim 'I' = 2 (degre 'I' )-1, ceci

de

I (on oubl ie la structure d'ideal) en posan t
q

VITI 1+
't' E q .

Sur Ie produit tensoriel gradue d 'algebres

W(I, I') = (I I I) 8(1 II') ~A(I+ )
q IR q IR q

on def'in it une dtfferenrte lle d (de de gre +1), en posant :

d(<ii81~1 = 0

d(J"~8J) = 0

d(Je1811J)=1~cP~1-q;elel

Choisissons une conexion V dans C, et une autre Vi dans C'. Un

definit un homomorphisme d 'algebres graduees
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en pos ant

La formule (*) mon tre que p\-~\!,
conne xit e des ensemhles C ct C'

commute avec les d ifferen lielles. La

permet de montrer (Iue I 'homomorphisme

p: H *(W (l, I')) -e H *(111, C)

induil en cohomologie par Py'.yo' ne depend pas des con nex ions V el'V

choisies re spect ive ment dans C et C'.

Nous appellerons aLgebre c aract.er ist.ioue d'ocdre 2 (asaocte e a I, I', C, C')

la sous-a lge bre Imp de *H (M, C), et classes coract.erietioues secondaires

(ou exotiquc s d' ordre 2) Ics e le ment s de l m p - l m ); [Im,\ C l ni p] .

Les classes carac tcr ist iqu e s secondaires a ppara is s en t alors comme des

obstructions a ce que C et C' aient une intersection non vide (les classes

caracter ist iques ord in air es re pre scntant e vide mme nt une obs truc t ion a I' ex isteuce

de connexions sans courbure],

On a en e Het [a

Propos it.ion 1. s: C n c ' i (),les classes coracteristioue s secondaires

s ont. t.oute s nulle s .

Lemme 1. s: X E T( )(M xl t l, et si
x, t

s E(E x/R)( ) "" E , La c ourb ure
x, t x
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I"J J'"

K de V veri[ie:

K (X,( -.£.) ) . s = V
X

' s - \7
X

s .
at (x,t)

On pe ut en effet prolonger s en uue section 'S de E xlR, telle que

s,' soi tune section de EMX! t I
ger X en un champ de vecteurs

inde pc nda n te de t , On pe ut, de meme, prolon-
N

X sur M xlR tel que XI
MXl t I

M x] t I, et que les champs de ve c te ur s a ins i obtenus sur

soit tangent

M soient

inde pcndanrs de t, de s ort e que [X'a.ii.]= o.t

On a alors :

Ai '" ·""V·, (". ) ''''. ( ''', ) .~. a -_ c...., , f"<I / f"" _.' ,.JK (X , -J. s - X V s - '\ \ s - V .., a e-

at a a X [X,_]~
~ ~ at

r'Vx s +(1- t) x s )~'a (t

at

= v; s - \IX s,

d' ou Ie Iemm e ,

Demonstration de La proposition. s, C n c:» e, on peut choisir\'=V'

de sorte que- K (X, .it.) = 0, 1/ X E T (M <R l : on e ndeduit que, V <1> E lq+
at

A (V)<1> n' a pas de terme en dt, e t que par consequent A (V,r )= 0, d' o'u

la proposition.

REMARQUES. 1) On a une fam ille de sous-algebres differentielles graduees

(Ie s alg~bres marquees d = a ont une d il'[e re nt ie l le nulle et sont donc egales a
leur cohomologie).
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(I 11'Ifj!}A(I)e....- (I I l)fi)(l I l'rS A (I)

q J q j ~
A(l n I') ----+ (l 11)~(l 11')8A(1 n I')c-"'(l Il)e(l 17')8NI+)

d-a '1 q d-a q q q- - u1 1 ~ WO,I')

(I II eA (I') ~ ( I 11)1'ilt(l I 1')10.A(l')q q ~ q ~

2) En particul ier, si C' est un ensemble connexe non vide de connex ions sans

courbure sur E, on pe ut prendre I' -= I + W(I I ,)1 -= (I I {I ~ A (I t . e t Ias : , q I'CJ' q'

fam i lie pre cedun te de sous-alg~bres di fferen tielles de vie nt :

A(l)'-- (I II) e A(l) c:....-.- (I 11)~'A(lq+)-= W(I,lq+)
tj d> a lJ

3) Si, dans les algehres prccedentes, on re mp lace les algebres exter ie ur es

A (Ul. ) (o~ a est I' espace vecloriel SOliS jacent a lin ideal homogene de Iq)

par les algebres exter ieure s A (A) con stru it.e s sur un sOlls-espace vectoriel gra-

due A de a ,on ohri ent evi de m ment a ut an t de sous-algebres d tffere nue l les

graduces.

CONJECTURE. Si A est L'e space vectoriel engendr e par uri sy steme de

generate urs de I'ideal a ,les sous-ulgebres de H*(M, i) obtenues en pre_A

nant le s images par p des algebres construites avec A( a) ou avec A( A)

s ont les memes.

Ceue conjecture e st ve r ilie e par exemple pour I 'algebre A (l n I') (~diffe-
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rentielle nul le],

On peut aussi se demander si certaines des inclusions d' algebres differentie-

lle s; ,decrites ci-dessus, soru des equivalences d 'llOmotopie. au moins quam! on

re mp lace A( a) par A(A). En general, c'est faux;- mais Jouanolou m'a

donne une demonstration de ce que

A (h , h2 •... , h )
1 q

[q' (resp. q") = plus grand entier impair (re sp , pair);; q] est une equivalence

d·hc.motopie •

II en est de m~me pour

A(h
1
.h ; ...• h ,J ~ lR [c2,c , ...• c',,]~.(h1'h2'

3 q 4 q
d=O

.. ,h )
q

1. EXEMP LES .

Hypotheses sur E

A

c ~(systeme de gene-
.roteurs de I)
I,

1. aucune hypothese
particul iere

i
connexions re spe cj Ideal en ge ndre par! C l' c3" .. , c ,

rant un e me tr ique les ~o~yno~es de I(q' plus gra~d eu-
degre IITipatr 1 tier impair ~ q)

I

connexions "basi- Ideal des polyno-I(c )Q+1,(c )q-1c2, ..
" dd - ,1 1ques mes e egre > q I

(c f. [1]) I etc ••..

2. E est Ie fibre~
transverse a un
feuillelage de co-
dimension q
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C
1

nex ion sans cour-

bure

E admet un e con - Iami l le connexe de c , .•• , c
1 q

3.

4. E est somme d irec
te d' un fibre' E'
de dim k et d'un
fibre trivial de d i-

mens ion q-k

E=E'~ eq-Ie

5. E est or icutabl e

connexions sans
courbure

Connexions respec
taut E' et tri viales
sur

e
q-Ie

Ideal engendre
par

Cle 1 cle 2'···'c+, + q

Connexions respec
tant une forme vo-
lume

Ideal engendre
par C 1

- Les families (1.2) et (2.3) permettent de retrouver respectivement les alge-

et la the orie de Bott-Haeffliger pour les feuilletages generauxbres W 0 et Wq q
et pour ceux adme ttant un fibre transverse plat.

- La fam ille (1.3) correspond au probleme sui vant : On suppose que Ie groupe

structural GL(q, JR) de E peut etre re du it a un sous-groupe d is cre t , Peut-il

I '@tre en fait a un sous-groupe filii? [On sait que ce n ' est pas toujours vrai: if

suff'it, d 'apr~s Milnor, de prendre un
-J.

GL (2, R)- fibre E (Le, reel oriente, de

dimension 2) de base une surface comp acte or ie ntable de genre g ~ 2 , et de

supposer que la c1asse d'Euler X(E) ver ifie 1:s IX(E) 1< g].

- La famille (3.4) correspond au probleme suivant : on se donne un fibre ve cto-

riel E' de dimension lc , et on Ie suppose stablement plat (plus preci sement, on

suppose que E'~G
Q q-k adme t une connexion sans co urbure ), Est-il plat?

[T(S n) est stable ment trivial, et n ' est pas plat, saul' pour ri = 1,3,7]
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- Les exemples 1,4 et 5 sont des cas part icul ier s de la situation su iva nte:

Ie groupe structural GL( q, IR) de E est re dui t a un sous-groupe de Lie G, e t

les corme x ion s cons idere e s s ont celles qui re spe crcnt ce tte G-structure. Si I'on

suppose E rn un i egalement d ' une H- structure pour un autre sous-groupe de Lie

H de G, I' exotisme fourni par les 2 families de connexions a in s i de l in ie s, re pre >

sente une obstruction a [a poss ibil ue de re soudre Ie probleme su ivant : ex is t e-t-f l

une G-structure p'
G sur E, homotope a celie (P G) que I' on s ' est donnee ,

ainsi qu ' une h structure Pit homot ope a cel le (P fJ) que I' on s ' est donne e ,

te l le s que I' intersection p'G n P'H des fibres principaux as socies (de groupes

re s pee t ifs G et h) soit un G n H - fibre principal differentiable?

- II est bien clair, que dans le- cas des 3 families (1.4), (l.5) e t (4.5), Ie

probl~me geometrique admet toujours une solution, de s orte que I' exot isme corre s-

pondant est nul.
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