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COTAS PARA LOS CARACTERES DE LOS GRUPOS DE CHEVALLEY

por

Vicente LANDAZURI

IN TROD VCCION

EI afan actual por c lus ilicar las e structuras e studi adas en las mate mat ic as , ta l

ve z en cucntra su mayor man ife sta c ion en los esfu erzo s que s e eSlan hac ie ndo para

c las if icar los grupos simples.

EI desarrollo de esta ram a de la ma ternat ica es re lat iva men te re c ie nte si se lie-

ne en cuen ta que a principios del siglo los un ico s grupos simples conocidos eran

los ll am ados grupos cla s ico s : grupos de tran sl orm acion es lineales de espa c ios de

dimension [in lta sobre campos de Galois. Por muchos aiios se hicieron esfuerzos

por con struir grupos simples Iin itos part iendo de las algebras de Lie. Le correspon-

d io a Chevalley en 1956 dar la definicion adecuada de estos grupos y de mos t rar su

simplicidad. Posteriormenle ,Steinberg y Ree enc on traron otros grupos simples, los

grupos trenzados , a partir de los grupos de Chevalley.

I) Este rr abaj o fue p re se nrado como rc qu er im ie nto parcial para o b te n er e l grado de Magis-

t cr Scientiae en la Universidad Nacional de Colombia. EI auto r agr a de ce los consejos del

prof e sor W. PATTON.
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La teoria de grupos rnoderna se desarrolla en gran parle en base de representaciones

y caracteres de los mismos; si se conocen los caracteres de un grupo, puede dedu-

cirse pract icamente loda su estructura; es de esperar entonces que la determina -

cion de los caracteres de los grupos presente gran dificultad: en general se trat.a de

conseguir algunas de sus propiedades, entre otras, colas para Sus grados; leyendo

l ibro s tales como Feit [9] pueden verse sus apl ica c ionee,

En el presente desarrollo se e st.iman los grados de los caractere s de los grupos

de Chevalley y de los grupos tren zados , obterrie ndo cotas inferiores para los mismos.

EI me todo que se sigue e sta Iundam entado en la simplicidad de estos grupos, con 10

c ual sus caract ere s son [i e les ; asi, al restringir estos a subgruposde considerable

t amafio t ienen componentes no lineales; las cotas se derivan en base a los grados

de es tasoompnnen tes , Las co ta s que se ob ti e ne n coinc ide n en el s urnando de mayor

expon ente con el sumando de mayor exponente de caractere s conoc idos,

En la primera sec cion expone se un teore rna que muestra expl ici tam ente los ca-

racteres de grupos de tipo cxtrac spcc ia]; e sta cl ase de grupos de se mpefiara un pa-

pel decisivo en las dos secciones siguientes : En Ia segunda secc ion se e st iman

los caractere s de los grupos cl as lcos en su repre se ntaci on matri c ial: posteriormen-

te, en la -secc ion III, se muestra un te orem a general para caracteres de grupos de

Chevalley usa ndo las propiedades de las ra ice s de las algebras de Lie simples, a

saber: si )( es un caracter de un grupo de Cheva lIey G sobre un campo GF (qJ
1 [R(pJ[-l

asociado a un algebra de Lie, el grado de )( es mayor 0 igual a -(q-lJ 2 q ,
s

donde s =] 0 2 (esta determinado en cada caso) , IR( p J I es el niimero de ele -

men los del conjunto de raices positivas que no estan fijadas por la reflexion en el

hiperplano de p (Ia mayor raiz).

A 10 largo de este lrahajo, usaremoS Ja nolacion usual. Asi, notaremoS por [A I
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el numero de elementos del conjunto A, F = GF(q) un campo con q elementos,

F* los elementos no nulos de F [] -1 -1, x,y =xyx y el conmutador de do s ele-

mentos x,y de un grupo G, G' el grupo derivado de G, ( X, IJI) el producto

herrn it iano de do s caracteres de un grupo , X ID la re str icci on del carae ter X de

C a un subgrupo D de G j Z, Q, JR, C los conjuntos de nurneros enteros , raciona .•

les, reales y complejos,respectivamenle.

SEC C Jem

En la presente sec cion se demuestra un teore.ma sobre caracteres para una de-

lerminada clase de p- grupos, el cual juega un pape l irnportan te a 10 largo de es-

te trahajo, Z (G) designa el centro de un grupo C.

Sea G un p-grupo; C se llama de tipo extrae special si

i) C' = Z (G), IZ (G) I = q = pn para algun entero n;

u) e x iste un subgrupo abe l ia no 111 de G ta] que Z(G) C 111, y [G: 1I1]2=[G: 2((,)];

iii)C'=l[h,g]!gfGI para Lodo hfM-Z(C).

TEOREII1A 1. Sea G un p-grupo de tipo extraespecial. S; IZ(G)I = q, en-

t onc e s C tiene exactamente q -1 caracteres itreducibles no lineales. Si e es

un c aract er irreducible no lineal ae G, grd e = [G: 111] y existe un caracter lineal

t\ de Z(C), t\ f' 1Z(C) tal que

e(g)=o si gfG-Z(G),

e.{g} = [G: 111] t\(g) , si g e Z(G) .
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Dernostraci6n. Sea ,\ un caracter lineal de Z(G},'\ 1= 1Z(G}; sea \II

el ca-una prol ongaci on de ,\ a M (\II es caract er lineal de M). Sea

ract er de G induc ido por \II, es decir, e eara definido por

erg} == _1 2 \II (gX) para todo g f G; \II coincide con \II en M y valeIMlxfG 0 ' 0

a en G-M.

Por hipote s is , G' eM, luego M es normal en G, con 10 cual , si g e G -M,

gX I M para todo x e G, y as i e (g) == a .

Para g f M se tiene

_ \II(g} 2 ,\ ([ -1 -1])-IMI xfG g,x .

Si g f Z(G} entonces :

,\(g) -1 -1 IGt
erg} == -IMI 2 '\([g x]) == -M ,\(g), luego «(L) == [G: M} .

XfG I I

Si g e M - Z(G}, la apl icae ion T: G ....Z(G} definida For Tt«) == [g-1,x·1]

es unepimorfrsmo, Si {gi 11 SiS I Z(G} II es una transversal de K==Ker(T}

en G, entonces

\II (g) \II (g) \II (g) ,
e(g}==- 1 ,\(T(x})== - 1 2 '\(T(yg.))== - 2 2 '\(T(g})

IMI xfG IMI i YfK L IMI i yfK .

_ \II(g}IKI l,\( [ -1, -1]} == \II(g} I G t 2 ,\( ) ==
IMI i g gi IMIIZ(G}lyfZ(G} Y
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= lI'(g} [G: ~ (A,l}Z(C) = 0 (pues Al'lZ(C/

Por otra parLe e es irreducible; en efe cto

2
(e,e}C= 1~ll e(g)e(g} =1~ll [C:M]2A(g}A(g}= [GI~MI] IZ(G} I

gfG gfZ(G}

[C: M]2
= 1 .

[G: Z(G)]
=

Asi, con cada caracter lineal A i de Z (G), \ t 1Z (C) , hemos,

asociado un caracter irreducible no lineal e. de G ta l que :
L

eJg} = 0, g e G-Z(G} ,
L

e/g} = [C: M] A/g} , g e Z(G}.
L L

e , ... , e de la forma an ter ior,
1 q-l

La siguienLe igualdad muestra que estos son todos los carae tere s irreducibles no

Como IZ (C}I= q, ten emo s los caracteees

I ineales de C:

[C:C1+(q-l}[G:M]2=[G:GJ+(q-l)[G:C']=q[C: C'] = IGI. II

SECCION II

GRUPOS CLASICOS

2.1. En e sta secc ion e s tud iar e mo s los cinco grupos clas icos lineales en la forma

de Iinida por Dickson [7], a saber: el grupo lineal especial SL(n, q], el grupo
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s irnpjec t ico Sp(2n, g), los dos grupos ortogonales especiafes SO(rn,g) v
SQ (2n , g} y e l grupo un itar io especial 2siu«, g }. Nos restringimos en nuestras

cons iderac iones al caso g::: pn tal que p sea un primo imp ar,

Usaremos [a siguienle not ac ion

F:::GF(g} elcainpocon g elementos;

L ::: GF (l) la extension de grado 2 de F;

V 2n+1 el espaci o vectorial de dimension 2n+1 s obre F 0 L (se acla-

rara en el desarrollo) ;

I5j I , t: n, n» 1, ... , 0, •.. , - n +1 , -n , la base canon ica de V2n +1 ;

V2n el subespacio de

Vn e l subes pac io de V2n +1 generado por la base

{5.l,j1=0;
J

15.1, j> 0 ;
J

V 2n +1 generado por fa base

<, > de nota una forma bi lineal 6 hermitica sobre el es pac io vectorial V rn

sobre F 0 sobre L re spe ct.iva me nte (m > 2n+1 0 2n).

I

Esta forma ti en e una represe ntac ion matr ic ia I natural

donde son los elementos de la base j en ton ce s

: sea I > « 5., 5 >J
t J

< v, w> :::vlwt para to-

do v,W e Vrn en el caso hil in eal : y <v,w>::: vlwt para to do v,W c Vm en el

caso hermitico, don de denota la tran spuesta, - es el automorfismo de orden

2 de L que deja fijo F, tV es la imagen de w al aplicar - a cada componen-

te.

Las matrices X tales que l > Xl x', si la forma es bif ineal., y tales que

-tl::: XlX , si fa forma es hermitica, forman el grupo de las matrices que dejan la

forma invariante.
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2.2. DEFINICION DE LOS GRUPOS.

I) SL(n, q} es el grupo de toda s las transformaciones lineales de Vn {so-

bre F} con delerminante igual a 1.

2) Sp(2n, q) es el grupo de lransformaciones lineales de V2n que de jan inva-

riante la forma hiltn ea l definida por la rnatr iz

j :=

• 1

3) SO(m, q) es el grupo de lransformaciones lineales de V2n 0 V2n+1

[m.> 2n 0 2n+1) con deter minan te igual a 1 que de jan invar iante [a forma bifi-

nealdefinida por la matr iz

j := ]

4) SO (2n, q} es e I grupo de transformac iones I ineales de V2n con dctermi-

nante igual a ] que dej an invar ia nte la forma bilineal definida por la.matr iz

j :=

1
o I

I f3
]
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donde ax2 +.?x +f3 es un polinomio irreducible en F[x].

5) SU(m, q2) es el grupo de las tran sformae ion es lineales con determi nan te ]

de los espacios vecloriales V2n 0 V:::n+J (m> 2n 0 2n+l) sobre L que dejan

in var ian te la forma herrn it ica definida por la m atri z

J =

]

]

]

A con tin uac ion es tudi ar e mo s algunos subgrupos de los grupos antes menc iona-

do s con miras a la obt e nc ion de una Cola inferior para los grados de sus cara cter cs ,

Notare mos genericamente por G un grupo cl asjco ; It, K y D los subgrupos

de G que se de l in en a cont.in uac ion •

2.3. SUBGRUPOS H, K, D.

i) G = SL(n, q} , n> 2 . Sean *x, y ( Vn_2, c (F, a (F , not.are m os

h(x,y,c)=

]

1 x c

, k( a)

donde I es la ma tr iz ide nridad n-2, yt fa tra nspue sta de y.
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Se definen H={h(x,y,C)!x,yfV s- «:" I,n-

K = { k (a) I a f F * I .

H y K son subgrupos de G, pues det h( x, y, c) = det k (a) = 1, Y de ae uerdo

a la mult ipl icac ion usual de matrices

h(x, y, c) h( x', y', c') = h i x -+x', y +y', c +c' + xy't) (notesc que xy,t es un

prod ucto e scalar) y,

k(a) k(b) = k(ab), asi k(ar1 = ki a) .

Ademas , K normal iz a a H; en efecto

donde xl' y 1 son las primeras componentes de x, y , respectivamente •

denotan

los subespac ios de V2n generados por ! S j I n-1 ~ j ;:; 1 I, {s jl -1 ~ j ~ - n + 1

*sobre F, respectivamente); C e F, a e F y J 0 la re str ic ci on de J a

Se definen :

1 a

hfx,y,c) - , k (a) =

-1a1

(l eslamatrizidentidad 2(n-1) por 2(n-1)).

133



H == I h{x,y, c) I x+ y e V2(n-l)' c (F I ,

K == Ik (a) I a ( F * I .

De acuerdocon la mult ipl icac ion usual de matrices:

I==h(x,y,c) Ih(x,y, c)t, I == lc(a)Ik(a)t ,

h(x,y,c)h(x',y',c')==h(x+x',yty',c+c' +(x+y)lo(x'+y,)t),

k(a)k(b)c= k(ab) ,

k(a) h t x , y, c) k(ar] == h(ax, ay, a2 c).

Asi, H y K SOli subgrupos de G tales que K normaliza a H.

iii) G == SO(m, q) 0 SQ(m, q), m ~ 6 en SO(m, q) y m ~ 8 en SQ(m, q).

Sean x, y (Vm_4' c e F, a e F *, lola re striccion de I a Vm_4. Defini-

mos :

( "

l t] 0 x c ----xl x
2 0

] l t -c-xloyty-2yloY

h(x,y,c) == I -Ioyt _ I x t
0

] 0

] j
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H = I h (.x , y , c) I x, Y e Vm- 4' c e Fl.

k(a) =

a

-1a

1
a

-1a

1

es la matriz identidad m-3 por m-3. K = IMa) I a e F* I .

Las siguientes relaciones muestran que H y K son subgrupos de G yque

K norm al iz a a H:

1 == h(x, y, c) l h t x , y, c)t , 1 = Ma) 1Ma)t

h(x,y,c)h(x',y',c')= h(x+x', y+y', c+c'-x1oytl)

k(a) k(b) = k(ab)

k(a)h(x,y,c)k(ar1 =

=h( x+.( a -1.1 )xn_ 25 n- 2 +( a -1 h_n +,2 S _ ti +2' ay -t{1- a}y n_2s ri- 2 +( a2 -a}Y_n+25_n+2,ac)

donde xn_ 2' x_n +2 denotan la pr imera y ultima componentes de x respectiva-

mente; similarmente para y.

IV) G=SU(m,l),m~3. Sea ifL, ilF talque i2+ex=O para al-

gun exe F, asi L =: F (i) y todo ejem en to de L es de la forma a + b icon

a, b e F ( a+1iT = a- bi } , Sean x, y f Vm_2 con componentes en F, c e F ,

*a e F y 10 Ia re str icci on de 1 a Vrn_2 . Se def'inen :
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1

II'

h(x,y, c) = 1 (--r-) t
- 0 X T iy

1 x +iy

k(a)= [a J
' a-1

donde I es la matr iz iden Lidad rn - 2 por rn - 2 .

H = I h(x,y, c) I x,y (Vrn_2 con c omponentes en F, c (F I.

K = I k( a) I a ( F* 1 •

Las siguienLes relaciones mue s tran que H, K son subgrupos de G y que

K norma liza a I-I;

, 1 = k( a) 1k(a) t

h(x,y,c)h(x',y',c')= h(x+x', y+y', c+c'+xloy,t -x'loyt)

k(a) k(b) == k( ab }

k(a)h(x,y,c) k(ar1 = h(ax, ay, a2c).

En todos los grupos considerados, K normaliza a H, el grupo 0 se deft-
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ne entonces por D = KH •

EI siguiente paso es mostrar que H es ungrupo de tipo extraespecial, para

luego determinar suscaracteres mediante el teorema 1 de fa seccion I. La prue-

ba se divide en cuatro partes :

a) H' = Z (H) = I h(0, 0, c) I c e Fl.

De las relaciones an ter iore s se deducen las siguientes para los conmutadores :

SL(n,q); [h(x,y,c), h(x',y',c')] = h(O,O,xy,t-x'yt)

Sp(2n,q) : [h(x,y,e), h(x',y',e')] = h(O,O, 2(xty)lo(x'+ y')t)

SO(m, g)i
SQ( m, q)J;
SUr m, q2) [ h(x, y, c), h(x', y ',.e')] = h(O, 0, 2(xl oy,t - x' 1oyt ))

Luego vuo.o;«) I ctFICH',y,'j h(O,O,e)1 erFICZ(H).

Por otra parte, dado e (F, basta tomar x = es ,y = s
1 1

en el casu

SL(n, q}, x = cs ,y= - s +2 en los casos orlogonales y x= csn_1'
n- 2 - n

y = ~ s 1 en los casos s imple ct ico y un itari o , para obten er :
2 -n+

[h(x, O,O),h(O, y, 0)] = h(0, 0, c); asi H'= !h(0, 0, c)le (F I

Finalmente, si h(x, y, c) (Z(H), entonces

[h(x, y, c), h(x', y', e' )]= IdO, 0, 0) para todo x', y', e'; de las relaciones pa-

ra los conmutadores se obtiene re spect ivam ente

S L (n, q} : xy It _ X I Y t = ° ,
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Sp(2n,q): (x'+y)Jo(x'+ y,)t ::: 0 ,

SO(m,g) y Sg(m,g): x'foy>l -xfoy,t::: 0 ,

SU( 2) J .t 'J. t - 0, m,g : x oy - x oy - ,

para todo x', y' en cada caso. Tomando x'::: 0, se obtiene xy,t::: 0 en

SL(n, g); xJ .r" :::0 en los grupos restantes; como el producto escalar usual y

las forma s (b il in eal es y hermiticas) que cstamos tratan do no son degenerados •

X ::: O. Similarmente para y. con 10 cual x::: y::: O.

b) Sea M::: ! h(O. y. c) I h(O, y, c) f HI. M es un subgrupo abe l iano normal

en H.

De acuerdo con las relaciones dadas para cada grupo: h(O. y. c) h(0, y', c ") :::

h (0, y+ y', c + e') ; luego M es subgrupo abe li ano de H. La normal idad se

sigue de a), pues H'cM.

c) Z(H):::![h,gJ[gfHI,paratodo hfM-Z(H).

Sean h(O,;',e)fM-Z(H), y h(O, 0, c ') e Z (H), como y j: 0 , sea y.
J •

una componente de y diferente de 0; entonces :

[h(O,y,c), h(-c'y~ls.,O,O)]::: h(O,O,e') en SL(n,q),
J J

[h(O,y,c),h(_..le'y~ls 30,0)J=h(0,0,c') en Sp(2n,q),
2 J -J

[h(ay,c),h(e'~.-ls_j'O,O)]::: MO,O,e') en SO(m,q) y SQ(m,q),

[h(O,y,c),M-..L c'y~ls .,0,0)]::: h(O,O,e') en SU(m,q'2).
2 J-J

d) Los ordcne s de los subgrupos considerados son los siguientes



SUn, g}: I H I = In-3, I M I = r', IZ(H} I = g, [H; M] = n-2g

S ( - 2n-1p 2n, 'g): I HI - g I tv! I = gn , \Z(H} 1= g, [H;M] = gn-1

SO( m, g}

IHI=lm-7,IMI=gm-3, IZ(H} [ =g, [H;M]=gm-4

SQ(m,g}

SU(m,l}:IH[ = g2m-3, IM[ = «:'. [Z(H} I = g, [It: M] = gm-2

Se veri fica entonces [H: M]2 = i H: Z (H)] . •

Entonces, ap] ica ndo el te orerna 1 (secc ion I) obten emos

LEMA 1. Si 8 es un c anict er irreducible no lineal de H, el grado de 8

es gn-2, gn-1, qm-4, qm-2 para H en SUn, q}, Sp(2n,q}, SO(m,q} 0 SQ(m,q},

SU(m,q2}, re s p ect.iuorne nte ,

Para mejorar la est.i mac ion de los caractere s, con s id er amo s ahora el indice

del grupo de iner cia 1(8} de un caracter irreducible no lineal 8 de H en

D = KH .

Sean A 1 ' ••• , A q los carae tere s lineales de Z(H}, A q = 1 Z(H} : de

acuerdo Con el teorema 1 (seccion I) los caracteres irreducibles no lineales de

H, 01' ... , 8q_1, son tale s que

8/h}=O, para hfH-Z(H}
(*)

8/h} = [H: M] A/h} , para h e Z(H}
t i

Kopera., por conjugaciou, como un grupo de permutaciones de Z (H)
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h(O,O,c)k(a) ='k(a) h(O, O,~) k(ar1 = h(O,O,aSc), k(a) c K, h(O,O,c) e Z(H).

S = 1, para D en SL (n,g), SO(m,g), SQ(m,g) ,

S = 2, para 2D en Sp(2n, g), SU(m,g ).

S *5 S * -ea F = I a I a f F I (S = 1 0 2),

de en S + 1 orb ltas "1' ... , (IS +1

como [F *: F* s] = S, Z (H) se div i-

tales que (j'1 = E~ I~ I = -L(g - 1)
S

para i = 2 , .•. , S +1 .

Kopera tamb ien como grupo de permu tac ione s de 111.
1
" .• ,Agl por la apl ica-

cion: A'->Ak, A.k(h)=A.(hk). para todo kfK,hfZ(H): luego
t i t. t

. " ,1\, ...,Agl sedivideen (ff/1,· .. ,'3s+1 orbita s , &l=IAgl y

18'·I=...l(g-1), i=2, ... ,s+1.
£ S

Asi, de acuerdo con (*) • a] operar K sobre

cion: e· -> ek, e.k(h) = «a». k f K, h f H,
i t i t

S orbitas cada una Con --!1..:.!.. elementos.
S

leI' .•. , ego 11 , por la aplica-

divide a leI' ... , eg_1 I en

,
Finalmente, la ap] icac ion e.k -> I(e.) k (k e K) es una hiyece ion de la orb i-

£ t

t a de ei en las coclases a derecha de I(e) en D; se deduce entonces

'LEMA 2. Si e es un carticter irreducible no lineal de H, entonces

[D: I(e)] = g-l para D en SL(n,g), SO(m,g), SQ(m,g) y [D: l(e)]=~(g-l) pa-

2ra D en Sp(2n, g), SU(m,g ).

Antes de proceder a la prueba del teorema principal., hacemos las siguientes

observac iones :

1) E es el subgrupo que se reduce a 1a unidad.
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1. Si G denota SL(n,q), Sp(2n,q) 6 SU(m, q2), G/ Z(G) es simple (Dickson

[7] ) ; asi el niicIeo de todo c ara cte r de G debe ser un subgrupo de Z(G). EI

subgrupo D que estamos considerando es tal que D 11Z(G) == E, luego t od o c a-

racier irreducible no lineal de G restringido a D es Ii el ,

2. Si G denota SO(m,g) 6 SQ(m,q), G'/Z(G') es simple (Dickson [7]).

EI subgrupo D esta cont en ido en G', pues G' contiene la parte p-Sylow de

G, asi H c G'; ademas

donde

u( a) ==

1 a o o

1 o o o o

-a 0

1 0

1

uia] f G' por ser elemento de [a parte p-Sylow de G: u(a)t l ut a) , luego

Claramente , u(a)t e sta en un subgrupo p.Sylow de G·, como G'

contiene un subgrupo p. Sylow de G y es normal en G, con tiene todos los sub-

grupo~ p.Sylow de G, luego u(a)t e G' . Se sigue D == KH c G ' .

Se ti ene tamb ien Z(G') n D == E; luego todo o aracter j rre duc ihlc no lineal

de G' restringido a D es Iicl , Ad e mas, todo caracter no lineal de G res-
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tringido a G I tiene por 10 menos una componente no lineal.

TEOREMA 2. Sean X X X X X caract.er e s irreduc ibles no linea-
l' 2' 3' 4' 5

les de SL(n, g), Sp(2n, g), SO(m, g), SQ(2n, g2), respectivamente, entonc es

1 1 1 ()m-4grd Xl;; (g_l}qn- ,grd X > _(g_l)gn- , graX3~ q «] ,
2= 2

( 1) 2 ri - 4 grd X >.1 (g _ 1) g m- 2
grd X

4
~ g - g , 5 = 2

Ue mostrac ion . En efecto: sea G uno de estos grupos, X un caracter irreduci-

ble no lineal de G (G' en los casos ortogonales); por las observaciones an ter io >

res XI es Iie l, luego existe
D

'P , carae ter de D, tal que y

'PIH no sea s uma de caractere.s lineales; porque si no XIH=~(XID,'P)'PIH

seria s uma de cara ctere s lineales de H con 10 c ua] H' c Ker X yasi XI
D

no seria Iie l •

Sea entonces 'P un ta l caracrer, pues to que H es normal en D, existe

e, c aracter irreducible de H, y una cons Ian te c ;; 1 tal que
gi

'P1H=cle ,

no es suma dedonde 1 g. J es una transversal de
t

caract ere s lineales, e es no lineal yasi

I(e) en D. Como 'P
1H

e(£) = [G.o M] (lema I).

[D.oI(e)]=l(g-I), donde s >I 62 segunseaclaraenellema 2. Lue-
s

go ''P(E) = c lii(E) = cJ. (g-l) [G.oM] .
s

Como 'P ocurre con multiplicidad no nula en X ID' se sigue el tcore ma ••

NOTAS.o 1) EI caracrer doblemente tr an s it ivo de PSL(n, g) e s de grado

gn-l + gn-2 +... +g (Huppert [10] , 11.6. II); puede en ton ces obtenerse un ca-

rac ter para SL(n, g) del mismo grado.
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2) Para Sp (2n, q}; Ward [14] cn contro un caracrer de grado .-l (qn_1) .
2

3) Para SO(2n +1, q), en Curtis [4] se e xh ibe un caract.er de grado

q(qn-1 +1}{qn+1)
2(q+1)

COROLARIO. Los grupos citados en Las notas 1,2,3 no coniienen s ubgru-

pos de tipo extraes oecial en La parte p-SyLow can orden mayor que eL orden. de H.

SECCION III

GRUPOS DE CHEVALLEY

3.1. PRELIMINARES

3.1.1. lLGEBRAS DE LIE SEMISIMP LES. PROPIEDADES.

()enOlaremos por L un algebra de Lie de dimension [in ita sobre C; es de-

cir un e s pae io vectorial de dimension Iini ta sobre t do tado de un producto bili-

neal [x y] , llamado prod ucto de Lie, tal que

[x x] = 0 ,

[r x)' ] z] + [ [y z] x] + [[ zx ] y] = 0

para todo x, y, z c L.

De las propiedades anteriores se sigue [xy] = - [y x] .

Sean A, B suba lgebras de L, se define [AB] como el sube spacio de L

generado por [ab] para tod o a (A, b (B. Un ideal de L es un subespae io

A de L tal que [LA] C A.
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L se dice abe liano s i [LL] = O. Tomaudo L 1 = L se define Li + 1=[LiL];

L se dice ni lpot.en te si Lk= 0 para algun k . Sea L(o)= L, se define

L(i+ 1)= [L(i) L(O]; L se dice soluble si L(k) = 0 para algun k.

Un algebra de Lie L se dice simple si todos sus ideales Son triviales; se di-

ce semisimple si no tiene ideales s oluble s. Se puede mostrar que cua lquier alge -

bra de Lie semisimple sobre C se descompone en suma directa de algebras s irn-

pies.

EI conjunto de las matrices n por n sobre ([ forman un algebra de Lie con

la mul tipl icac ion [AB] = AB-BA. Una re pre se ntac ionde un algebra de Lie es un

homomorfismo de L en el algebra de las matrices n por n bajo la multiplica -

cion de Lie.

La transformac ion lineal de L en L: a -> [xa] se denota por ad x ren emos

entonces

ad x [ab ] "" [a d x • a, b] + [a, ad x . b] ,

yasi ad x es una der ivaci on de L .. La repre se ntac ion de L dada por ad

se llama re pre sen tac ion adjun ta ,

Sea M un modulo sobre L, L n ilpoten te, M, L de dimension [in ita sobre

C. Una apl icac ion a: x -> «(«) de L en C se llama lin peso de M si exis-

te m (M, m"l 0 tal que (ad x - a [x} 1)k. m = 0, para algun entero positivo

i: EI subespacio Ma de M de los elementos m de M tales que

(od x- a(x)1)k. m = 0, x e L, se llama el es pacio peso de a. M es la suma di-

recta de e spac ios peso Ma (Jacobson [ll]) .

ea A una subalgebra de L, el normalizador N de A se define como el
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conjunto de los elementos x f L tales que [x a] f A para todo a f A. Una sul:J-

algebra H de L se llama subalgebra de Canan si es nilpotente y e s su propio

normal iz ador, L siempre tiene subalgebras de Canan y todas son de igual dimen -

s ion (Jacobson [II] )j esta dimension se llama ~I rango de L.

En adelante supondremos que L es semisimple.

Sea H una suba lgebra de Cartan de L, puesto que [H L] c L, L puede

considerarse un H- modulo y asi L = ffi La ' a ; pesos de L re lat ivus a H. Los

pesos a no nulos de L (re lat ivo s a H) se llarn an raic es de L,' Y el corre~pon-

diente La lei espacio ral z de a. Denotaremos por ¢ el conjunto de las rar-

ces de L; siguiendo a Jacobson [II], Lo = H, y por 10 tanto,

Sea H*
o

( E H*el espac io vectorial generado por ¢ sobre J. n 0 se puede

definir un orden; por ej e mp lo , s i !a . I es una base de
J

*H 0' d ire mo s que

p=la.a.>O
t t

si el primer a. d iferente de 0
t

es positivo, y p > A si

p - A > O. Notaremos ¢+ el conjunto de raices positivas. Una ra iz a> 0

se dice simple si no se puede escribir como la suma de dos ralces positivas; lIa-

maremos 7T a] conjunto de rafces simples.

Sea (,) la forma de Killing definida sobre L por: (a,b) = tr (ad a. ad b)

para todo a, b e L (tr = traz a} , fsta forma de Killing restringida a H no es

H* (H* did H) h' Hdegenerada, i.e •., para h f H y P f espac io ua e . existe p f

talque (h,h~)=p(h).

H* - (' , )0: (p, 0) - h p' h8'

Se define entonces, un producto escalar en

*para todo p,8' f H 0 Este prod uclo es si me trico, no

degencrado, positivo definido y bilinea/.

A continuacion cnunciamos varios resultados establecidos para algcbras de Lie
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se misi mpies.

1) Si 0 E ¢ enLonces - 0 E ¢ , y k 0 E ¢ para todo en tero k"l:!: 1 .

2) Dados p,oE¢,[LpLo]CLp+o

p+of¢. Ademas [LpL_pJOI

si P+OE¢ ;:[LpLo] ==0,

para todo p E¢ .

si

3) dim H == din! H* == cardinal de 77.c (J 0

4) a) Si p,o E TT , pio '.1 enLonces p-o E ¢.
b) Si p, 0 E TT , p i 0 ., enLonces (p, 0) ;;;;0.

c) Si p E ¢+ enLonces p= ~ krxrx,donde krx son enteros no negaLivos.
(XcTT

d) Si P E ¢+. TT , enLonces ex ist e 0 E TT., ral que p-o E ¢+.

5) Sean TT=lrx, ... ,rx I y h ==2/(p,p). h'p' para p e ib , EnLonces
1 l P

hp es comb inac ion lineal de los hrxi con coeficientes cnteros , Ademas

!hrx-' i==i, ... , II es una base para H.
i

6) 2(p,o)/(p,p)EZ para todo p,OE¢; masaun,

2(p, 0)/( p,p) == 0, :!: 1, :!: 2, :!: 3.

Sean p , 0 E¢ ; la p - cadena de ra{ces a traue s de ¢ es la suces ion

o-rp, .•• ,0, ... , o+qp, don de o+ip E ¢ para «r ~ i ~ q, pero

0-(r.+1)p I ¢, 0+(q+1)PI ¢ , En estas condiciones :

2 (p, 0)

(p, p)
= r- q .

¢ es invar iante por Lodas las reflexiones wrlrx E ¢) (w es la reflexioll
rx

enelhiperplanode H~ orLogonal a rx, esdecir, u;v==v- 2(v,rx) v) EI
rx (rx, rx) .

grupo W generado por los w es lIamado el grupo de Weyl. Se puede de-
rx
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mo strar que W es gencrado por u. a Con af TT •

. Como ant e s TT = {a 1" .. , aLl ,y se define ah'ora

A::.: (A il) se llama la matriz de Cartan de L re lati va a H.

¢ e sta de terminado por la ma tr iz de Cartan y el sistema simple TT, pues se

puede encontrar la p-cadena de ra ic es a trave s de 0 para las ra fce s p .,0,1"'0-

nocidas, a partir de las ra ic es dc TT. As! ,un algebra de Lie semisimple sobre q;

esta determinada por el sistema simple TT y la matri z de Cartan A.

3.1.2. A LGEBRAS DE LIE SIMP LES. CLASIFICACION.

Sea L un algebra de Lie se mis imp le, TT::': {a
1

, ... , a Ll un sistema simple

de ralces y A::.: (Ail) la matr iz de Cartan de L. A L asoc iamo s un diagrama

de Dynkin como sigue se loman puntos a]' ... , aL y se un en ai con a I

(i F I)

(a " Ci) •
L L

por m ed io de A.·A··
L j jL

Si A.::.: 0 ::.:A.. Ci
LJ JL' L

lIn eas; sobre cad a pun to a·
L

pon ernos el valor de

no se une con a,..

Sc puede dem ostrar que L es simple si y solosi SU d ia grarna de Dynkin e s

cone xo, Las algebras de Lie simples sobre C se han det erm inado investigando

los posibles diagramas de Dynkin conexos. A c ont in uac io n damos una Iista de los

un icos diagramas de Dynkin que correspond en a algebras de Lie simples (los d ia-

gramas esran generalizados, es decir, contienen la maxima ra iz ),

l>1
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l ~ 2

c.l: 0 0 ... 0 c 0 l > 3
a] a2 al_] al

D l : a0'a2'"
.i.>», > 4c-:

0

al_]

G . c 0 0

2' . a] a2

oo----eo>---O==='O>----O

O__ ......()oO--.Q---a-----:J

as a6

a
2

o~ ----0----0-------0--0----0

"1 "3 l"4"S "6 ",

a2

~o----:>---o--..-()---O

a
2
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Asi, las iinicas algebras de Lie simples son las de tipo At' BZ"'" £8 •

3.1.3. BASES DE CHEVALL£Y. DEFINICl6N DE LOS GRUPOS DE CHEVALLEY.

Sea L un algebra de Lie simple sobre c. L == H (j) ~ L
Pf¢ P

Chevalley mostro que se

Para p , 0 e ¢

sea r(p, 8) el mayor entero tal que p-r(p, 8)8 e ¢

pueden escoger ep e L p - !a I (p e ¢) tales que :

± (r(p,8) + 1) e ~. p+U (si

Ie p' p f ¢ ; hp' p e 7T I es una base para L sobre (;; e s ta se llama una base

de Chevalley para L

De acuerdo con es t a s relaciones y Con la propiedad 5 dada para las raices, el

producto de dos el em en tos de una base de Chevalley se expresa como una combi·

nac ion lineal de los elementos de la base con coeficientes enteros , Este hecho

es el que perm ite una definicion simple de los grupos de Chevalley.

Para cada e
p

(adep)n. L==O,

(p f¢) la der ivac ion es n ilpot ente , es decir ,

para al gun entero n , Lo misrno se sigue para la apl icac ion

~ sk( ad e ) k
s. ad e ,donde s (C. Luego la apl icac ion exp(s.ad e i- ~ p

p P k==o k'
e s un automorji smo de L. Tomando x/s) == exp(s. ad ep)' xis) calculado

en cuaIquier elcmenio de la base de Cheval ley es una combin ac ion lineal de los
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elementos de e sta base cuyos coef'ic ientes son polinomios en s con coeficientes

en teros , Iuego si x [s ) = (a .. (s))p ~]

aij e Z[s] .

es la ma tr iz de Xis) con respecto a la ba-

se de Chevalley,

Sea F un campo, sea LF e l conjunlo de todas las combinaciones formales

de elementos de ! ep'p e ¢; hp'p f 7T I con coef ic ien te s en F. Puesto que

los con stan te s de mul t.ipl ic ac ion de L con res pecto a la base de Chevalley son

en tero s, podemos definir una muhipl icac ion en LF: si F es de caracter ist.ica

0, el produclo de dos elementos de la base de Chevalley esta en LF; si F es

de caracteristica P» los enteros que resultan en el producto de elementos de [a

base de Chevalley se tom an modulo P> Asi, L F es un alge bra de Lie sobre F.

Ahora, para t e F sea X (t) la matri z obtenida de Xis) reemplazandop

la var iahl e c ompjeja s por t, as! X (i) = (a .. (tl ), como a . (t) f Z[ t] en-p ~] i]

lonces a . (i) e F. F'inalmente, sea x/t) la trun sformac ion lineal de LF cu-~]
ya matriz con respecto a la base de Chevalley es X (t) ; xp(t) es, asi, un auto-

p'

morfismo de L F'

Sea L(F) el grupo de automorfismo de LF generado por xp(t), para todo

p c ¢ , y lodo t e F. L (F) se llama el grupo de Chevalley de t ipo L sobre

F. 5i F es finito, F=GF(q), L(F) se notara por L(q).

Todos los grupos 'de Cheval ley L(q) son simples: ,con excepcion de A l2),

A l3), Bl2), Gl2) (Sleinberg [14]) •

3.1.4. ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS GRUPOS DE CHEVALLEY .

A r:ontinuacion daremos algunas propiedades de los grupos de Chevalley :
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Siguiendo la not ac io n an ter ior , sean G == Li q) == < xp(t) I a e ¢' t I' F > ,

F == GF(q). Tenemos (Sleinberg [14] ) :

(I): x (t)x [u} == x (t+u);p p p

-1 -1 . .(2): xp(t)xdu)x (i) x,Jt) == Il .e .. dc.t~uJ),
o P o ~p+ JV ~J

producto se lorna para lodas las raices ip+jo (i,j f 'Z-rJ
si p+o I- 0; el

sigu iendo cierto or -

den [ijn, Los Cij son enteros de perid ie nte s de p. 0

ronode to de u . Ademas, ell == ±(r(p,o)+1).

y de I orden escogido, pe-

(3) Sean' w (t) == x (t) x ( - t -1) x (t.} , t I' F *p p'p p ,

Enlonces: h/t)x
o
(u)h/tr1 == xo(tn(p,o)u), donde

h/t) == w/t) w/1)-1

n(p,o)== 2(p,o)
(p, p)

Sea Xp el grupo 1x/t) I t I' F I, e ste c onjunto es un grupo isomorfo al gru-

po ad it ivo de F (se sigue de la re lac ion (I) ) .

UnconjunLo 5 de raicesse llama cerrado si p,of5, P+Of¢ implica

Sean 5 un c onj unt.o cerrado, X5 el grupo generado por los Xp con p c 5.

Si PI'S irnplica -p ( 5, en ton ces t.odo el cm ento de X5 se escribe de mane-

ra iinica como n x (t ), t I' F ; el producto se lorna en un orde n [ijo,
PI'S p P P

Los grupos de Cheval ley de t ipo Al ' Bl ' C l ' Dl se idenlifican con cierlos

grupos clasicos, a saber (Caner [3] ) :

Al (q) == 5L (l + 1, q)/ Z (5L (l +1, q)),

Bl(q) == 50'(2l+1,q)/Z(50'(2l+1,q)) ,

Cl(q) == 5p(2l, q) / Z (5p (2l, q)) ,

Dl(q) == 5Q'(2l, q)/ Z(5Q'(2l, q)).
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3.1.5. GRVPOS TRENZADOS (TWISTED)

A partir de los grupos de Cheval ley, se definen los I lamados grupos trenzados

como sigue :

Supongamos que C == L(F) admite dos automorfi smos del mismo orden :

x/t} -> x.'r/t) , don de p -> p es una simetria del diagrallla de Dynkin de L,

y x P (t ) -> x P (i:), donde t -> t es un automorfismo de F. Sea a e I automor-

fismo x/t) -> x riD. Sean V == lx/t} I p f ¢ +, t e F I, V==!x.,/t)!pf¢+, tfFI·

TOlllando V', V' los conjuntos de e lem en tos de V, V re spect ivame nte invar ian-

tes por a, se define 'C1 == L1([() como el subgrupo de C generado por V',

V' y se Ie llama el grupo trenzado asociado a C. Los grupos C1 son simples

con una excepc ion •

Los grupos trenzados que se puede n c ons tru ir son los siguienLes: de

AlF) (l ~ 2) , Dz{F) 0 ~ 4), E6(F), que t ien e n una s ime tr.i a del diagrama de

Dynkin de orde n 2 , pued e n obtcnerse A i (F), Dj (F), Ei (F) si F admite

un auto morfi s mo de orden 2. En particular, si F == CF( q2) se tiene el automorf'is-.
mo de orden 2: t -> I == t 'l , Asi se obtienen los grupos simples: Ai (q2) ,

D 1( 2 ,1 2l q), E6(q)· EI grupo A/(22) es el un ico que no es simple. EI grupo

D4(F) t iene un a utomorfi smo xp (t] -> x -( t} de ordcn 3. si F ad m itc un ati-
. ,p 2

tomorf l srno de orden 3 se puede obtencr un grupo tren zado: 10 denotarcmos D4JF J.

en part.lcularse obtiene
2 3D4 (q ), si

Losgrupos A/(q2), D/(l) scidentificancon SVO 1,q2)/Z(SVO 1,l)),

SQ' (2l, q)/ Z(SQ'(2l, q)) respectivamente (Steinberg [14]).

1 2 1 2 1 2)SiguiendoSteinberg[]4] para A((q ),Dl(q), E6(q , todo clemcnlo
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u de U 1 se escribe de manera un ica : U = "i ... un' don de los

elementos de U 1 de una de las trt;s formas siguien tes :

u. son
L

i) xp(t), con t=t, si p=p Y P noesdelaforma 0+8

ii) x/t) x It), si pip y p+p no es rarz

iii) x/t) x p(t)xP+F/s) con s+5"= ± tt si p, p, p+p Son raices d iferen »

tes.

Se muestra que los casos (I) y (iii) no se dan si mulj.an eam ente en un gr'lpo, y

el caso (iii) se da un ica men te en A/(q2), para l par •

..
2. EST/MAC/ON DE LOS CARACTERES .

Sea L un algebra de Lie simple, ¢ el conjunto de raices de L (re lat ivo a

alguna subal gebra de Cartan H de L), ¢""; 77 los conjuntos de raices positivas

y simples, res pect ivamente , G = L (q) el correspondiente grupo de Chevalley so-

bre el campo F = GF( q ) .

Para e st imar los grados de los caracteres de G, nos referiremos primero a

ciertos subconjuntos de ¢+. Supondremos 77=! a
1

, ... , all, con l > 1 .

Sea p la mayor raiz de ¢+, wp la reile x ion en el hiperplano ortogonal a p,

es decir ,

W : x ...x- 2(~.L.12.l p ,
p (o, p )

R(p) = 1 0 ( ¢+ I W /0) j: 0 I •

para todo

Sea

LEMA 1. ]) p e R(p)
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2) R(p) es uri conjunto c errado ;

3) Dado Of R(p) , 01 p , exi ste un A f R (p) y uri solo tal que

Uemostracion . fueslo que wj/p) = - pIp, p e R (p), 10 cual d emuestra

(I ).

Sea Of¢+,W (0)=0- 2(0,p) p ; por def in ic ion de R(p), b e Rto l
p (p, p}

si y solo si 2 (0, p) I o. Supongamos Of R(p) , ° I p , entonces
(p, p)

2(B, p) = r-q I 0, donde r,q son los enteros pos it ivos que dete rmin an [a
(o , p ]

p - cadena de ra Ice s a tra ve s de ° (e s decir, 0- rp , ... , 0, ... , [) -1- q P son

ra(ces,y 0-(r+1)p,0+(q+1)p no son raices), Fues to que p e s Ia mayor

raiz, q = o. Si r > 2 en tonce s 0-2p esunarafz,luego 2p-oup+; com-

parando niveles 12p-o!=2Ipl-lols;lpl, esdecir, [pi'S 101, por la

max imal idad de p , 0= p (contrad ictoriol, luego r> 1. lIcmos mostrado e nton-

ccs que dado Of ¢+, 01 o , "0 e R (p) si y solo si ~=r=l "
[o, p )

En part icular, s i ex k e 7T , ex k f R( p) si y solo si

2(ex ,p)
k = r = 1 .

[p , p)

Sean o,AfR(p) si O+Af¢+ entonces

luego OAf R( p) ,y asi R( p) es cerrado, 10 cual demucstra (2).
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Finalmente, supongamos que 0 e R(p), 0 f- p , 0 = l a. «,
i t.

(a'fZ) ~p..l=la 2(aiJ) = 1 Puestoque 2(ai,p)
t +' (p,p) i (p,p)' (p,p) esunenterono

negativo para todo aif T7, necesariamente ex iste un ak)l uno solo d ifere ntede

o tal que ak e R(p); mas aun, a
k

= 1. De esto, dado 0 e ¢+,0 f- p ,

o=laiai (aif';l+), setiene; "ofR(p) s i y sol o et exis re un aklO y

uno solo tal que a kf R(p) , ak = 1 " .

Sea a f T7 , a e R(p) (si no existe un tal a se tendria
s s 2( a ~ o)

w [p ) = w (2 a. (1. .) = l a. a i = p ), luego s = r = 1, es decir ,
p p t t t (p , o)

as· p es raiz (pues l > 1) con 10 c ua l p- asf ¢+ ademas,

2(p,p) 2(a,p)
w (p-a ) = p.a- p + (p:p) p = p.as'p=-as f- o : as 'p s s {p c p )

luego p.asfR(p), como p-asf-p; entonces p-as=laiai, con un

ak f- 0 y uno solo tal que akf R(p); ade mas ak = 1. Como

p = as +l "; ai' hay dos posibilidades para p = l bi ai :

a) hay dos enteros bs' bk igua les a 1, tales que as' (1 k f R(p) Y si

elltollces b. = 0
£

b) hay UII elltero b = 2s tal que asf R(p) y si ai f R(p) , if- s, enton-

ces b. = O.
£

Para probar (3), sea 0 f R( p), 0 1= p; como 2 (0 ,p) = r = 1 entonces
(p, p)

o-p esraiz; Iuego P-Of¢+, yt(Jl\ando A=p-O, setiene o+A=p

Sea o=la.a. ,ak=1, (j,/fR(p), a.=O
£ £ C £

para todo i 1= k tal que

a . f R(p), A = 2-c· a. , p = l b, a. ,
£ £ £ £ £

entollces l(a·+c.)a,=lb.a. ;
£ £ £ £ I..

si
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Ci == 0 para todo ai e R(p) , p no es de la forma antes de term in ada, fuego exis-

te cilO, talque aitR(p), asi "\tR(p). Faraverificarlaunicidad"sea

,.\'tR(p) talque o+"\'t¢+; Como R(p) escerrado, o+,.\'tR(p); de la ca-

racter iz ao ion anterior de los e le mcntos n(p) , se sigue 0+,.\' = p, y as i ,.\=,.\'.1

Ob seruac ion , Como las raice s de R(p) diferentes de p se agrupan dos a

do s (de manera un ica) en tal forma que s u su ma sea p, IR (p) I = 2m + l , m e Zf'

Sea akt tr ; notaremos (ak) [a torre sabre ak, definida como el conjunto

de ra ices 0 t ¢+ de la forma

Se a 1 a. , ... , a. I = 1 a . e tt I UJ (a,.) I a . I ==1 a .e tt I (a,., p} I 0 I
L]. Ll L p" L L "

Luego H(p) == 1 La, a . e ¢+ I a . I 0 para algiin s,] < s < l I ==
J J LS = -

==(a.) U ..• U (ai)· Asi , R(p) ess una unien de torrea (a
k
)

L] t

tales que p no es ortogonal a a k . "'Jirando en las tab las de ra ice s (Bourba-

Luego

k i [2]) y man ten ie ndo la no tac ion usada ha sta ahora para elias, obtene mos

R(p) para los d iferente s tipos de algebras

Al : R(p) == (a ) U (a])
]

B l : R(p) == (a2)

C l : R(p)==(a])

Dl: R(p) == (a 2) (I)

G2: R(p) == (a2)

1'4 : R(p) == (a])

£6: R(p) == (a2)

£7: R(p) == (a])

£S: R(p) == (as)
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En ade lante supondremos el grupo de Chevalley Lt q) sobre F =GF(q) tal

que hi caracter ist ica de F F 2,3 (esta condic ion se puede suprimir en varios ca-

sos si se c on sidera cada grupo por scparad o),

Sea R =R(p), del in imo s XR como el subgrupo dc Li q) gcnerado por los

X 0' para todo ° de R.

LEMA 2. XR es un. subgrupo de L(q) de tipo extraespeciaL y I XRI = lm+l,

donae 2m+l~IRI.

Demostracion. Sca R=!om, .. ·,ol,oo,o_I,·.·,o_rnl, donde 0o=p

(Iamiiximaraiz); 0i+o_i=oo,i=I, .•. ,m; 0i+oie¢+ si i+iFO.

Como R cs cerrad o, todo elemenlo g de XR se es cr ibe

( F IX I
_2m + 1

dc mancra un ica li t ), luego R - q .

Dc acucrdo con las propiedades dc los prese ntes grupos, cl conmutador de dos

gcneradorcs vi cne dado por

x" (u)]= nx·o +'0 (Ci/·liu.!) «.c ,»), el producto tomandosc eobre
Us t. k / s

i,itl+ ta lcs quc iOk+iost¢+; los cii nodependendc t,u;

e s raiz, iOk +ios t »; U (Cil) luego i0/c + ios e R; por o tra parle

iol,",+ i 0,0 = ia,> + i al Cil + ~ at Cit ' an ~ 1, a h ~ 1., ,n ! !It-n,h

Dc acucrdo con la prucha dcl Icma 1, i= i = J, Y Ok +0 s = 00, cs de-

cir, r+s = O. Explicilamcnlc :

[XO(l),X
O

(u)]=xo (Elu), dondc E= cJl = ± (r(oi'O_i) +1) (a)
~ -~ 0
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[xo/t), xo(U)] = E, para i +j" a (a)
t ]

Asi I [xo (t) , xoJu)] = E, para todo 0ifR; t,ufF, luego
a t.

XoCZ(XR)·
a

En fa re lac ion (a), et U ,,0 si t, U 1= 0, pues de acuerdo con las propieda-

des de las raices E = ± 1, ± 2, ± 3 .

Xk = Xo ; en e lecto X 8 c X'R por la rel acion (a). Reciprocamente sea
a a

[,gfXR, entonces:

!= Il Xo /t), g = ~J Xo 0 (t]o) , y,
L L ] ]

[!,g] = [nxo (t) , 11xoJtj)]=n [xo/ti), xo/tj)] fXO (pue s de (a)
L] ]] Lt] L a

sededuce: [x,y,z] = [x,y][x,z] para tod o x,y,z, generadores de XR)·

Xo = Z (XR); en efecto : sea != I! Xo J t) un elemento de Z(XN) , en-
a L i

tonces [f, -» Jt}] = E
J

n [xoJti), xoJt)]
L L ]

para todo 00 f R
]

y todo t f F , es decir •

= E ; si el producto se toma para algiin t ene -

m os :

Xo (Eti ) = E' ,
a a

luego yasi

Esdecir, Z(XR)CXo a
fa otra contenencia se mostro antes.

Asi, X'R = Z(R) = Xo ,y. I Z (XR) I q.
a
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I-or otra parte, sea T-:=IO
l m' ... ,01,00 I ; puesto que la surna de dos

elementos de T no es una rai z , T es cerrado. Sea X T subgrupo generado

por Xo., i -:= 0, ... , m, Claramente
t

tienea X'R' luegoesnormalen XR.

(expre ston unica), luego I XT 1-:= qm+l

-:= [XR: Z(XR)] 1/2 .

X T es abel iano (relacion (a) ) ) con-

Adernas, si g e X T' g == U xo, (t)
i t.

Se tiene entonces [XR: XT] == q'" ==

Finalmente, sea g e XT - Z(XR} , sea Xo [u} e X'R '
o

g == ,11 Xo, (t i) , con t . j: 0, para algiin j e I j: a
If I i J

tom ando

( -1 -1 )
Xo t . E: u ,

-j J

[ g, Xo ,( t ,-I E: -1 u)] = n [xo, (ti), Xo «:' E: u) ]
-J J i «I i -j J

donde

Se ha mostrado, pues, que X'R == ! [g, f] Iff XR I para todo g e XT -Z(XR)·

Asi term ina la prueba del presente lema. •

Del teorema 1 y el lema 2 de esta se ce ion, se concluye el

LEMA 3. Et grado de toao caracter irreducible no lineal de Xd. es qm

rn==lBj-l
2

Siguiendo la notac ion anterior, R == R(p) contiene (a JJ rara algiin a kf 77.

*Y definamos H == I ha (t) I t e F I (subgrupo de L( q) ). Sea
k

subgrupo generado por H y XR. De acuerdocon las propie-

dades dadas en la seccion 3.1.1, I-i normaliza a XR ' luego XR es normal

159



en D y D == HXR .

LEMA 4. Sea e uri caract er irreducible no lineal de XR. Si

(2) entonces [D: '(e)l==L(q-]).
c s

Uemostrac iim , Sean A], ... ,ltq (Ag== ]Z(X
R

)) los carac tere s lineales de

Z (AR). De acuerdo con el te orern a l , los caractere s irreducibles no lineales de

XR• e], ... , eg_] , son tales que:

(b)

H opera sobre Z(X R) por conjugac ion como UII grupo de perrnut.ac ione s de

(t f F*); luego Z(XR) se divide en s +] orhitas

I C". I = q -1 , i == 2, ... , s + 1 .
L S

ell"'" C1s+1: &] ==E.

For otra parte I H opera como grupo de permu tac ion es de IA], ... , Ag I por

la aplicac ion

{ It], ... , Aq I se divide en (Y'], ... , &'~+] orbit as,
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[&'il=-L.!. , i=2, .•. ,s+1
s

Ue' acuerdo con (b), operando H sobre ! e1, ... , eqe1l por [a apl icac ion

ei-. e/ , e/'(g) = ei(gh) , h r H, gtXR,

s orb it a s, cada una con ~ elementos.
s

se divide a en

Finalmenle,sea ede1,···,eq_11, laaplicacion eh-.l(e)h (htH)

e s una hiyec cion de la orb ita de e sobre las co-cl ases a derecha de I( e) en

D, e'lluego [D: I(e)] = s:): .
s

OBSERVAClcm. 2 (et Ie' p)

(c: Ie' c. Ie)

Carlan (Aij) , para cada algebra simple; pues

se calcula Iaci lme n te a partir de la matri z de

2(etle,p)

(etle,C'iIe) = (a1,· .. ,al)·

(A 1k: ... , A lie ) t, si

. 2(etk'P)_
te ne mos : - 1,

(a Ie' ak)

so L = Cl en el cual

p=La.CX ..
t. i

Siguiendo las tablas en Bourbaki [2] ob-

para tod a algebra de Lie simple L, excepto el ca-

2( CXk' p) = 2 .
(cx!c' CXIe)

TEOREMA 3. Sea G = L(q) un grupo de Chevalley s obre F = GF(q),

R=R(p) el c onjunio antes de[inido, sea CXlet77 talque (cxle)CR. Si X

es uri c aract.er irreducible no lineal de G, grd x~ 1 (q-1) q m, aonde
- s

(s = ] ~ 2), m. = [R 1-1
2

Demostraci6n. Sea X UII caracter irreducible no lineal de G, como G es

simple, X es Iie l, yasi XI D es fiel ;

ble qt de D lal que (XI D' qt ) > 1

en tonce s ex isle un caracter irreduci -

lineaies, porque si no

no es suma de caracleres

seria sllma de carac eres

161



lineales yasi Z(XR) C Ker X y G no s eria simple. Sea, pues 'V un tal ca-

ract er : pue sto que XR es normal en D, existe e, cara cter irreducible de

XR, ta l que :

g.
'V I =: c Lei, donde Igi I es una tran aver s a] de I (e) en D, c ;; 1 .XR
Como 'V Ix no es s uma de caractere s lineales, e es no lirieal, luego por los

R
lemas 3y 4 :

ITI (E) =: c g - 1 g m D' d d ITI Ior e gr X ;; gr or se s igue e teorema , •
s

Siguiendo las tablas de raices en Bourbaki y las tablas I se obt iene respec-

t ivam e n te :

G2: IR(p)! =5, F4:IR(p)! =15, £6: IR(p)I=:21 ,

E7: I R(p) I =: 33 , E8: I R(p) I =: 59,

De es to, usando la obs e rvac ion anter ior y el te orema 3, se sigue

T EOREMA 4. Sean X 2 ,X
4
, >.:'6' X 7' X 8 caracteres irreduc ible s no li-

neales de G2(g) , F4(g), £6(g) , Eig) , E8(g) , respectivamente, ent onc es

2 . 7 10
grd '<2 ~ (g-l) g ,grd X4 ~ (g-l) g ,grd X

6
~ (g-l) g ,

. 16 28
grdX7~(g-1)g ,grdX ?(g-l)g .8 _. •

NOT AS. 1) Apl ic ando el t e ore ma 3 a los grupos AJg) .: B l(g) , Cl(g),

Dl(g) se obt ien en cot as para los caractere s, e xac tame nte iguales a las conse·

gu idas (secc ion 2) para los corres pon d ien te s grupos clas icos isomorfos.

2) Sea G 1 =: L 1(g 2) un grupo tr en z ado, Sean R =: R (p) y X R los con-

juntos anleS definidos. R =: (a ) U (a l) si
1
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casos. Puesu, que es una s imetr ia del d iagrama de Dynkin, en el caso

Al: rTZ = ": ' yen los otros fIk = ak; luego R(p)= R(p).

Sea XRI = U I n y I/ R ; se ver ifi ca facilmente que XR es subgrupo de

de tipo extrae spee ial. Por otra ~arte, en el c aso Al los elementos

h a (t) ha (i) ( t ( F*) pertenecen a GI y normalizan X Z , en los otros ca-
l l R '

ha (t) * G' Isos : (t e Fo ) pertenece a y norrn al iza XR . P odemo s en tonces
h

tom ar DI = HI XR
I , donde

HI = ! h a (t) I t e F;; *
k

en los otros ca sos •

As i, ra zon ando igual que antes, se pueden obteuer c ot as para los caracteres

de los grupos trenz ado s. En los casos I 2 D1( 2Al(q), l q), dichas co tas coin-

ciden con las obtenidas en la s~ccion 2, para los grupos c las icos isomorfos a e a-

tos,asaber: 5U([+1,q), 50(2l,q) rcs pec tiva mente.
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