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SOBRE DERIVACIONES DE ALGEBRAS DE LIE

por

Beatriz FARI’AS

Fste trabajo expositorio se basa en numerosos articulos sobre derivaciones de al-
gebras de Lie. Si L es un algebra de Lie, entonces las derivaciones de L forman
un algebra de Lie, D(L). Al comenzar se introducen las nociones de nilpotencia ca-
racteristica y solubilidad caracteristica, las cuales se usan mas tarde para discutir
las relaciones entre las estructuras de L y D(L). Entre las derivaciones de L

=
estan las interiores, que son las gnicas de algebras de Lie semisimples. Para com-
pletar el trabajo deberian estudiarse las derivaciones exteriores y determinar donde
se encuentran en D(L). Sobre estas derivaciones exteriores existe otro trabajo

que por su longitud debe presentarse separado del presente .

CAPITULO 1

Algebras 1e Lie caracteristicamente nilpotentes y caracteristicamente solubles.

1.1. Definiciones.
Todas las algebras de Lie aqui consideradas son de dimensign finita y el cuerpo

algebraicamente cerrado y de caracteristica 0,

Una ferivacign en un algebra de Lie es una transformacign lineal D tal que



[x,y] D = [ xD, y] + [x,yD] paratodo x,y¢ L.

Si D, y D, sonderivaciones de L, entonces bajo la composicien [D, D,]

-D las derivaciones de L forman un algebra de Lie, D(L).
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Para un elemento x¢ L, laaplicacion adx :y-[y,x1 =1y adx, paratodo
y ¢ L , es una derivacigon llamada interior determinada por x. Una derivacign no
interior se llama exterior. Las derivaciones interiores forman un ideal de D(L),

denotado I(L), tal que I(L)~ L/Z(L), donde Z(L) es el centrode L.

(L, L,l denotara el subespacio generado por los productos (1, Llyliel; -
L es abeliana si [L,L1=(0); L es nilpotente si la serie central inferior
plor, 12-1L,00, ..., L™ =[L", 1] estal que L?=(0) paraalgin 5;
L es soluble si la serie derivada L®=pr, LW =rr,01, ..., L("1D_ [L(”),L(”h

es tal que L - (0) para alggn k.

1.2. Algebras de Lie caracteristicamente nilpotentes.

Un x¢L sellama D-constante si xD =0 y x # 0. En[12] Jacobson
muestra que un algebra de Lie que posee una derivacign sin constantes es nilpoten-
te. Fntonces nos preguntamos si L nilpotente posee una derivacion sin constan-
tes. Como toda algebra de Lie nilpotente tiene una derivacign exterior tal deriva-
cign no seria interior. Sin embargo,en [8] Dixmier y Lister dan un ejemplo de un

algebra M de dimensign 8, definida por

[el,e2n=e5 [e2, e3] = eg [e3,e4]=-e5
[91.e3]=e6 [¢22,e4]=e6 [ej,ej]z-e7
[el,e4]=e7 [ez,e6]=-¢e7 [64'e6]:'e8
[e1 i ej] =-eg Yy de otra manera, para i<j [ei,ejl =0, donde M es nil-



potente y, si D es una derivacign, entonces MD = M2 . En particular si

=% nyge

.., 8, entonces la matrizde D es
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Asi D(M), el algebra de derivaciones de M es de dimension 12, y cada deriva-

cign es nilpotente, es decir, posee constantes.

La existencia de M inicip el estudio de una clase de algebras de Lie que con-
duce a un cierto ngmero de resultados sobre la estructura de D(L). Asi, sea L
un dlgebra de Liey L0V = r, LIV - tp)= {Sx,0;| x;e,.D;e D) Y,

LB+ 11 _ f [4] D(L). Entonces tenemos
DEFINICION 1.1. L es caracteristicamente nilpotente si y s¢lo si L[k] =1{)

para algin k.

El algebra M del ejemplo es caracteristicamente nilpotente puesto que
M[4]=(0), Si L es caracteristicamente nilpotente entonces todas las derivacio-
nes y en particular las interiores son nilpotentes. Entonces, por el teorema de

Engel, L es nilpotente. Dixmier, [71, ha clasificado las algebras de Lie de di-



mension < 5. Ninguna de ellas es caracteristicamente nilpotente. Parece que las

algebras de Lie caracteristicamente nilpotentes son de dimensign > 8.
1.3. Algebras 1e Lie caracteristicamente solubles.

Kn esta seccign establecemos la estructura de D(L) cuando L es caracteristi-
camente nilpotente. La definicign de algebras de Lie caracteristicamente solubles

sigue de estos resultados. Primero probamos

LLEMA 1.2. Sea L nilpotente. Si L es suma directa 1e dos ideales diferentes

de (0), uno delos cuales es central, entonces D(L) no es nilpotente.

Prueba ;: Sea L=L;eZ (Z ideal es central). Sea x#0, x¢Z y
(x) eU=27 . Existe y¢ L.,y # 0, puesto que L, es nilpotente. Definimos

las transformaciones lineales D,y D, de L por

I SR )]

1 1:(0). XD1=)’» UD1=(O)

LD, =(0), xD,=x, UD, = (0) .
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Futonces D, y D, son derivaciones y satisfacen [D; D,1 =D;. Asjlase-

rie central inferior no puede terminar en (0) y D(L) no es nilpotente. ]

TEOREMA 1.3. L es caracteristicamente nilpotente si y s¢lo si D(L) es

nilpotente y L no es ]-dimensional.

Prueba : Supongamos D(L) nilpotente y dimensign de L > 1. Consideremos
L como D(L)- mgdulo y descompongamos a L en suma directa de subespacios
LOL donde LOL={XEL\X(D -oL(D))N(x)=0, para cada D ¢D(L) y N su-

ficientemente grande }. Los L, son su bmgdulos, y asi, en particular, son idea-

les de L. Mas agn, si 3 es un peso diferente de o, [Lgy LB 1¢ LOL+B



donde LOL+B =(0) si o+B noesunpesode D(L). Entonces
[LOL' LB] CL, n LB n L<X+B , entonces [LOL' LB] =(0) , a menos que

x=B=0.

Si M denota la suma de L, con o #0, entonces L=L, oM, con M
un ideal central. Puesto que D(L) es nilpotente, L es nilpotente, y, por el le-

ma 1.2, Ly=(0) 6 M=(0). Si Ly=(0) entonces L=M es abeliana. Si

dim L > ], ertonces L es suma directa de ideales (todos centrales) lo cual con-

tradice el lema 1.2. Por tanto, M=(0) yasi L= Ly, lo cual, por definicign, im-

plica que toda derivacign de L es nilpotente y asi L es caracteristicamente

nilpotente.

Reciprocamente, si L es caracteristicamente nilpotente R — para al-
gin %, de modo que para todo producto de & derivaciones DIDZD3 we.Dyp=0,
lo cual a su vez implica que el producto de Lie de % derivaciones cualesquiera
es cero. Asi D(L) es nilpotente. Si L es 1-dimensional, la aplicacign idén-

tica es una derivacign y L no puede ser entonces caracteristicamente nilpotent(‘.

DEFINICION 1.4. L es caracteristicamente soluble si y s¢glo si D(L) es
soluble y Z(L)C[L.,L ].

La segunda condicign asegura que L no es l-dimensional, asi algebras de Lie
caracteristicamente nilpotentes son caracteristicamente solubles. Por otra parte,
el algebra de dimensign 2, L,= { e ezl [el rey] = e } es solubley D(Ly)=~L,,
pero L, no es nilpotente; entonces solubilidad caracteristica no implica nilpo-

tencia caracteristica.

1.4 Algunas propiedades de dlgebras de Lie caracteristicamente nilpotentes y ca-

racterisficamente solubles.



Primero dos resultados gtiles :

LEMA 1.5. Si L es caracteristicamente nilpotente entonces
(1) Z(L)c[L,L]

2) L3 #0)

Prueba : (1). Sea Z(L){[L,L] entonces existen subespacios L, y M de
Z(L) tales que Z(L) = L,eM y MC[L,L]. Sea L, un subespacio de L
que contenga a [L, L] ytal que L=L;eL,. Si I,/ y I, I, sonelemen-

tos de LI y L2 respectivamente, entonces

[+ 1, 1+ 15] =11, I5lel,

implica que L, es un ideal diferente de cerode L. Pero L, esun ideal cen-

tral diferente de cero, y asi, por el lema 1.2, D(L) no es nilpotente, i.e., L no es
caracteristicamente nilpotente.

(2) Sea L3= (0) ; puesto que L es nilpotente, L # L2, y existe un subes-
pacio U # (0) tal que L=U oL y [L,U1=[U,U]. La aplicacion D definida por
xD =x para x¢U y yD=2y para y¢ L? es una derivacign no nilpotente de

L, de modo que L no puede ser caracteristicamente nilpotente. ]

Las algebras de Lie caracteristicamente nilpotentes difieren de muchas maneras
de las algebras de Lie nilpotentes; por ejemplo, subalgebras y dlgebras cocientes
de un algebra de Lie caracteristicamente nilpotentes no son necesariamente carac -
teristicamente nilpotentes. Esto puede verse en el ejemplo dado en 1.2. El ideal
M2 = (e5, €5, €5, €g) Y el algebra cociente M/M? no son caracteristicamente
nilpotentes. Nilpotencia caracteristica, pues, no es heredada en general por los

ideales; sin embargo, si los ideales son sumandos directos, tenemos el



LEMA 1.6. (Leger). Sea L suma directa de los ideales L; (i=1,...,n).
Entonces L es caracteristicamente nilpotente si y s¢lo si cada L; es caracte -

risticamente nilpotente.

Prueba ; Se encuentra con ligeras modificaciones en [16] y es omitida aquj por

larga. w

Si L es un algebra con un ideal nilpotente N tal que L/N es nilpotente,
entonces L no es necesariamente nilpotente. Chao, en [3] muestra que si /N2
se asume nilpotente entonces L es también nilpotente. Consideramos una carac-
terizacign similar para las algebras de Lie caracteristicamente nilpotentes discuti-
das por Togo en [27] .

LEMA 1.7. Sean L wundlgebradeliey N una subdlgebra caracteristica
(estable bajo todas las derivaciones de L). Si ND(L)" c N”, entonces para ca-

da entero r> 1, NTD(L)rm'H'I C N2+T-1
Es facil probar este lema usando induccign sobre 7.

TEOREMA 1.8. Sea L un dlgebra de Liey N un ideal caracteristico de L .
Entonces L. es caracteristicamente nilpotente si L/N" es caracteristicamente

nilpotente para alggn n22 .

Prueba ; Puesto que L es un algebra de Lie, Nk ,k=2,3,... son también
ideales de L. Asumamos que L/N” es caracteristicamente nilpotente para al-
gin 72>2. Si D es unaderivacign de L , entonces la transformacign lineal
D de L/N" definida por (N"+1)D =N"+ ()D, es una derivacion de
L/N"” ., Pero L/N"” es caracteristicamente nilpotente, asi que para alggn m

tenemos LD(L)™ C N,



r
Poniendo f(r) =3 (jn-j+ )m-(jn-j) se puede mostrar por induccign que
7J=0

LD(L)f(r)_C_ L(r+ 1) n-r

Para % suficientemente grande, puesto que > 2, Nk+1)n-k_ (0), de modo

que L[f(k)]= (0) , i.e., L es caracteristicamente nilpotenle. -

Consideremos ahora qué puede decirse acerca de L si exigimos que (a) el al-
gebra derivada o (b) una subalgebra de Cartan de L es caracteristicamente solu-
ble o es caracteristicamente nilpotente. Primero consideramos la situacign si L
tiene un algebra derivada caracteristicamente nilpotente y mostramos inicialmente

que el algebra M de 1.2 no puede ser algebra derivada de ningin algebra de Lie.

Para tal M, tenemos M[” = M2 ,asiquesi MCL vy M=L2 , enionces
(M, Licm M =m2,

Esto implica que M2 = [M [L,L]]C [M2,L)C M?, lo cual contradice la nilpo-
tencia de  M: ; Existen, entonces, o ng, algebras deLie con algebras derivadas
caracteristicamente nilpotentes? Se puede mostrar que una algebra de Lie caracte-

risticamente nilpotente no es un algebra derivada si el C L2 ¢ si L4l - (0) .

Con este proposito sea [ caracteristicamente nilpotente y definamos una su-

cesign creciente Z; de ideales inductivamente como sigue

Z,=(0) ypara i>0, Z; es el mas grande subespacio de L tal que

Z;D(L)CZ;, . Fntonces existe un entero 7> (0 talque Z =1L.

ILEMA 1.9. Si L es caracteristicamente nilpotente y es un dlgebra derivada,

entonces [L,Z;1C Z;,, para cada i> 2.
k
Prueba ; Escribamos L = [H,H]. Sea x¢L , entonces x='21 [}J]., b].',]
]:

con b]., b]-, eH. Si Dj es la derivacign de L inducida por b ¢ H, enton-
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k
ces adx:;‘, [Dbo'Db] ’ yasi Zl-adxg Zl.'Z'
=1 "7 7

COROLARIO. Si L es un dlgebra de Lie caracteristicamente nilpotente y D(L)

anula a Z(L), entonces L no es un dlgebra derivada.

Prueba ; Si L satisface las hipotesis, entonces Z,C Z(L). Entonces

Z,=Zy=Z(L) y L=Z(L), contrario a la nilpotencia caracteristicade L. m

TEOREMA 1.10. Sea L un dlgebra de Lie caracteristicamente nilpotente y m
y n los enteros mds pequerios tales que L™ =(0) v Ll = (0). Si m-1>(n+1)/2

entonces L no es un dlgebra derivada.
Prueba ;: Se sigue facilmente del lema 1.9. ]
COROLARIO. En cada un» de los siguientes casos un dlgebra de Lie caracte-
risticamente nilpotente no es un dlgebra derivada.
@ Ll cp2
i L4 = (0
Prueba ; Sean m y n como en el teorema. Si L[ﬂg L?, entonces
Llk1] - Lk yasi m=n+]l. Puestoque 2>2,m-1=n>@+1)/2. Si

L[4] =(0), entonces (n+1)/2<3. Puestoque m>4 vy L3 # (0) tenemos

m-1>(n+1)/2. u
Si el algebra derivada se asume caracteristicamente soluble tenemos el siguien-
te resultado de Togo [23] .

TEOREMA 1.11. Sea L un dlgebra de Lie que no tiene subdlgebras propias ,
cuya dlgebra derivada sea igual a [L,L]. Si [L,L] es caracteristicamente so-

luble, entonces L es caracteristicamente soluble.

11



Prueba ; Sea G una subalgebra maximal semisimple de D(L) y asumamos
G # (0). Sea D una derivacion semisimple diferente de cero. Sea H el conjunto
de elementos de L anulados por D. H es un ideal que contiene [L,L] puesto
que [L,L] G = (0), por la solubilidad caracteristica de [L,L]. Entonces existe
un subespacio U de L tal ue L=U+H y UDCU. Mostremos que [U,H]=(0).
Sea A un valor propiode D y x unelementode U correspondientea A\ .

Entonces para todo y¢H tenemos
[x,y] D = [xD,y] = A [x,5] = 0.
Puesto que )\ #0, [x,y] =0 y [U,H] = (0). Se sigue que

([ 0,0] ,L1C[[ VL], U] =[[U,U] U] C[HU) = (0) .
Entonces [L,L]=[U, U] ®[ H, H] , donde [U,U] es un ideal central de [L,L] .
Puesto que [L,L] es caracteristicamente soluble, [U,U] C[H,H] Yy asi
[L,L] =[H,H] . Esto contradice la hipétesis, puesto que H es una subélgebra
propia de L. Entonces G=(0), i.e., D(L) es soluble. L tampoco puede conte-
ner un ideal central como sumando directo, de otra manera si A es un ideal central
entonces L = AeB implica [L,L]=[B,B], contrario a la hipotesis. Luego L

es caracteristicamente soluble. =

Existen muchos ejemplos que ilustrarian la situacion del teorema, omitidos aquj

para abreviar.

En la estructura de algebras de Lie las subalgebras de Cartan juegan un papel
vital. Aqui investigamos la estructura de L si una tal subalgebra es caracteris-
ticamente soluble. En [2] se prueba que si una subilgebra de Cartan es caracte -
risticamente nilpotente, entonces L es soluble. En [5: p.222] Chevalley mues-

tra que si L es un algebra de Lie, R suradical, H una subalgebra de Cartan

12



de L, entonces H es suma de H M R yuna subalgebra de Cartan H, de
una subalgebra semisimple maximal tal que H, sea un ideal central de  H. Usan-
do este resultado, el mencionado resultado probado en [2] por Leger y Togo puede

generalizarse al

TEOREMA 1.13. Si una subdlgebra de Cartdn de L es caracteristicamente so-

luble, entonces L es soluble.

Prueba: Sea L = RS ladescomposicign de Levide L. Si H es caracte-
risticamente soluble, entonces no puede ser un ideal central, de otro modo

Z(H) ¢ [HH]. Asi S§=(0) y L essoluble. ®

El dlgebra de Lie de dimensign 5 con base {e,,e,, ez e4,e5} tal que
[el,e2]=e3,[e1,e3]=e4,[el,e5]=e5 y para i<j[ez-,e]-]=0, en los
demas casos, tiene como subalgebra de Cartan a H= (e, €y,€3,€,) . Si D

es una derivacign de H entonces la matriz de D tiene la forma

¢ '1
ol A2 A3 A4
0 Ays A23 A4
0 0 App+dy A23
0 0 0 2)\” + )\22
L J

asi que D(H) es soluble y puesto que Z(H) C H? , H es caracteristicamente
soluble. L es soluble pero no nilpotente. Asj en el teorema 1.13, no podemos de-

cir que L sea nilpotente.
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CAPITULO 2
La estructura de D(L)

2.1. Introduccion .

Es natural preguntarnos como estan relacionadas las estructurasde L y D(L).
En 2.6 se muestra en un ejemplo que existen algebras de Lie no isomorfas cuyas
algebras de derivaciones son isomorfas, de modo que la estructura de L no esta
completamente determinada por la estructura de D(L). Sin embargo, existe una
conexign intima entre la estructura de D(L) ylade L. En este capitulo vamos
a determinar la estructura de L cuando D(L) es suma directa de un ideal semi-

simple y el radical.
2.2. Nilpotencia de D(L) .
TEOREMA 2. D(L) es abeliana si, y sélo si, L es 1-dimensional.

Prueba : Si D(L) es abeliana, entonces adl es abeliana asj que
ad [L,L) = [adL,adL] = (0). Asj L3 =0) y L no puede ser caracteristicamente
nilpotente. Pero D(L) es nilpotente, entonces L debe ser 1-dimensional, enton-

ces ciertamente D(L) es abeliana. ®

TEOREMA 2.2. D(L) es nilpotente no abeliana si, y sélo si, L es caracteris-

ticamente nilpotente y L no es 1-dimensional.
Este es el teorema 1.3, pero lo repetimos por completez.

2.3. Solubilidad de D(L) .

Decidir cuando D(L) es soluble es mucho mas dificil. Los resultados obteni-
dos dependen esencialmente de la estructura de L cuando D(L)=GeH, don-

de G esunideal semisimple y H el radical de D(L). Requerimos algunos

14



resultados sobre la manera de romperse D(L) cuando L es suma directa de idea-
les. Si E(L) es el conjunto de todas las transformaciones lineales de L en L

y E(Ll-,L]-) el de las transformacicnes lineales de L; en L]" entonces
D(L;L)=D(L) NE(LyLy y D(LyLy=D(Ly.

LEMA 2.3. Sea L suma directa de ideales Li (i=1, +..,n), entonces
(i) para i#7j, D(L, L]-) consiste de todos los elementos Tz'j‘ E(L;, L]-) tales

n
(ii) D(L)=Z DL, L;)
i,j=1 I
n
(iii) para i # j, D(L,, L]-) es abeliana.y [D(L;, L]-) ’k:21 D(Lk)] =D(L;, Lj) .
Prueba ; Omitida por facil. =

Si C(L; denota la subalgebra de D(L) que envia L; en Z(Lp 'y L].

en (0), para i# j, tenemos el

LEMA 2.4. Sea L suma directa de ideales L;(i=1,...,n) . Supongamos
que Z(L)C [L; L;] para algin i. Entonces C(L;) es unideal abeliano de

Prueba : Cuestign de hacer los calculos. w

Antes de abordar el resultado principal veamos un ejemplo. Sea L de dimension
3, con base { Xy Xy, X3 § tal que [x,,x,]=x3, [xl,x3] = [x2,x3] =0. En-
tonces L3 =(0) y L es nilpotente. Si definimos una derivacign D de L

por x;D —g )\l]x], i=1,2,3, entonces lamatrizde D es
j=



D(L) no es ni siquiera soluble, y ademas D(L) tiene una subalgebra semisimple
de dimension 4. Aqui vemos que si bien D(L) soluble implica L soluble (por-
que I(L) = L/Z(L), y siendo I(L) soluble, L es soluble) , por el contrario ,
. soluble no implica que D(L) sea soluble. El ejemplo sugiere que podemos
abordar el problema imponiendo condiciones a D(L) antes que a L, linea toma-

da por Togo en [22] para mostrar

TEOREMA 2.5. Sea L una dlgebra de Lie soluble tal que Z(L)C[L,L].Si
D(L) es suma directa de un ideal semisimple y el raz)ical,entonces L es caracte -
risticamente soluble.

Prueba » L es no abeliana, de otro modo L =Z(L)C[L,L] = (0) Sea
D(L)=GaH, donde G esunideal semisimple y H el radical de  D(L) . Pues-
1o que L es soluble adL es un ideal soluble de D(L) asj que adl CH. FEn-
tonces paratodo D ¢ G, adlD = [ adL,D] = (0). Entonces LDC Z(L)C[L,L]

y D2=0: entonces todos los elementos de G son nilpotentes. Puesto que
G es semisimple, G=(0). Asi D(L) es soluble y L es caracteristicamente

soluble. =

TEOREMA 2.6. Sea L un dlgebra de Lie no abeliana. Si D(L) es la suma
directa de un ideal semisimple y el radical, entonces D(L) es solubley L es o

caracteristicamente soluble o suma directa de un ideal caracteristicamente soluble

y un ideal 1-dimensional.

Prueba ; Demasiado larga para este trabajo. Véase mi tesis [28] . ®

El proximo problema es determinar cuando D(L) puede ser igual a la suma di-

recta de su radical y un ideal semisimple.

DEFINICION , Un algebra de Lie es reductiva si L = SoA donde § es un
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ideal semisimple y A un ideal abeliano.

TEOREMA 2.7. D(L) es la suma directa de un ideal semisimple y el radical

siyy sglo si y una de las condiciones siguientes se cumple

(i) L es reductiva
(ii) L es la suma directa de un ideal semisimple y un ideal caracteristicamente

soluble.

(iii) L es la suma directa de un ideal semisimple, un ideal caracteristicamente so-

luble y un ideal central 1-dimensional.

Prueba ;: Muy bonita, pero por la misma razgn del teorema anterior ver [28]

COROLARIO. D(L) es soluble si y s¢lo si L. es caracteristicamente soluble
¢ 1-dimensional o suma directa de un ideal caracteristicamente soluble y un ideal

central ]-dimensional. u

2.4. Semisimplicidad de D(L) .

Puesto que todas las derivaciones de un algebra de Lie semisimple son interio-

res [13] podemos probar
TEOREMA 2.8. Si D(L) es semisimple, asi también lo es L .

Prueba ; Sea D(L) semisimple y supongamos L =S @®R, S una subalgebra
semisimple y R el radical. Entonces para todo D ¢D(L), [adr, D] = adrD ; asj
que adR ={adr|reR} esunidealde D(L). Puestoque R es soluble
adR es soluble y asi adR = (0), lo cual implica ladr = [ L] = 0, para todo
r<R, l¢L ; de modo que R C Z(L) vy, portanto, R = Z(L). Pero toda de-
rivacign del centro R puede extenderse a una derivacign que anula § y lo mis-
mo puede hacerse si R y § se intercambian. Puesto que R es abeliana, D(R)

es el algebra de Lie de todas las transformaciones lineales de R y éstano es
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simple a menos que R =(0). Entonces L =5 es semisimple. Si L es semisim-

ple, D(L) consiste solamente de derivaciones interiores. Puesto que Z(L)=(0),

D(L) = I(L)~L y D(L) essemisimple.

2.5. Radical nilpotente de D(L) como sumando directo.

En esta seccign consideramos la estructura de L. cuando D(L) es suma direc-

ta de un ideal semisimple y el radical nilpotente.

TEOREMA 2.9. D(L) es la suma directa de un ideal semisimple y el radical
nilpotente si, y sélo si, L es reductivaé L es la suma directa de un ideal semi-
simple y un ideal caracteristicamente nilpotente.

Prueba : A partir del lema 2.3 y el teorema 2.7. Para eliminar la tercera posibi-

lidad del teorema 2.7, gsese el teorema 2.6 y el teorema 2.8. =

COROLARIO 1. Si D(L) es la suma directa de un ideal semisimple y al ra-
dical nilpotente, entonces el radical de D(L) es ]-dimensional y consiste de ele-
mentos semisimples ¢ consiste de elementos nilpotentes.

Prueba ;: El resuliado sigue del teorema 2.9 y del hecho de que un algebra de
Lie es caracteristicamente nilpotente siy splo si todas sus derivaciones son nil-

p()l(?l’l tes. =

COROLARIO 2. Sean R y N el radical y el nil-radical de L, respectiva -
mente. Entonces las condiciones siguientes son equivalentes :
(1) D(L) es la suma directa de un ideal semisimple 'y elradical consistente de
elementos nilpotentes.
(2) R es caracteristicamente nilpotente.

(3) N es caracteristicamente nilpotente.
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(4) N(D(L))" = (0) para algiin entero n.

Prueba : (1) => (2) es consecuencia de Teorema 2.9

(2) => (3) porque (2) implica R=N

(3) => (4) puesto que N es un ideal caracteristico de L .

(4) => (1):Sea L tal que ND(L)” = (0) para algin entero n.
Para una subalgebra semisimple maximal § de L sea L=eoR. Puesto que
N(ads)” = (0) y [R,S]C N, se sigue que R(ads)"* 1 = [R,S] (ad$)" ¢ N(ad$)" =(0).
Puesto que adS es semisimple RadS = (0), estoes, [R,S] = (0). Entonces
por el lema 2.3, D(L) = D(S) @D(R) , D(S) semisimple. Puesto que RD CN
para todo D C D(L), se sigue que RD(R) n+l < ), y entonces D(R) consis-

te de elementos nilpotentes y (1) se satisface. =

TEOREMA 2.10. (i) Si el radical de L es caracteristicamente soluble, ento:lz-

ces es un sumanio directo 1de L.

(ii) Si el nil-radical 1e L es caracteristicamente soluble, entonces el radical

de I. es también caracteristicamente soluble.

Prueba : (i) Sean S y R respectivamente una subalgebra semisimple maximal
y el radical de L. Si R es caracteristicamente soluble, D(R) es soluble; luego
la imagen del homomorfismo que restringe 47§ a R es semisimple y soluble .

Entonces esta imagen es (0) y [R,S§] = (0), i.e., R esun sumando directo .

(ii) Sea N el nil-radical de L,N caracteristicamente soluble. Sea G una
subalgebra semisimple maximal de D(R). Puesto que N es estable bajo to -
das las derivaciones de D(L), la imagen del homomorfismo restringido de G
en D(N) es (0), asi que NG = (0). Puesto que RD CN paratodo D en
D(R), tenemos RG? = (0). Puesto que G es completamente reducible se si-

gue que RG={0). Asi G = (0), i.e., D(R) es soluble. Si R no es caracte -
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risticamente soluble, por el teorema 2.6, luego R contiene un ideal 1-dimensional
Z como sumando directo. Luego N contiene a Z como su sumando directo y, por
tanto, Z(N) ¢ [N, N], lo cual contradice la solvabilidad caracteristicade N .

Asi R es caracteristicamente soluble . w

2.6. Ejemplo .

Sean AI y A, Lie algebras abelianas tales que 7im AI # AZ . Entonces

2
D(A;)=S,0Z; (i=1,2,), S;un ideal semisimple, Z; un ideal }dimensional.

Sean LI:SZeBAl y L2=51€BA2. Entonces, por lema el 2.3, D(LI):D(SZ)GBSI

oZ, y D(LZ):D(SI)eSZGaZ2a Puesto que D(S;)=S; (i=1, 2) (teorema 2.8),

1
se sigue que D(L;) = D(L,), pero L, no es isomorfa a L,.
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