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SOBRE DERIVACIONES DE ALGEBRAS DE LIE

por
,

B eatri z F ARI AS

Este trabajo expositorio se basa en numerosos articulos sobre derivaciones de a1-

gebras de Lie. Si L es un algebra de Lie, entonces las derivacio es de L forman

un algebra de Lie, D(L). A! com en zar se introduce n las nociones de n ilpot en ci a ca-

racteri stica y solub Iidad caracteri st ica, Ias cuales se usan mas tarde para discu tir

las relaciones entre las estructuras de L y D(L). Entre las derivaciones de L
<t

estan las interiores, que son las unicas de algebras de Lie s emislmpl e s , Para com-

pletar el traba]o deberian estudiarse las derivaciones exteriores y determinar donde

se en cuen tran en D(L). Sobre e st as derivaciones exteriores existe otro trabajo

que por su longitud debe presentarse separ ado del presente .

CAPITULO

Algebras 1e Lie c arac teris tic ament e niltiotente s y car act eri st icament e s oluble s.

1.1. D'ejinic ione s,

Todas las algebras de Lie a qu] consideradas son de dimension Iinl ta y el cuerpo

algebraicamente cerrado y de caracteristica O.

Una der iu ac iein en un algebra de Lie es una tr an sforma ci.yn lineal D tal que
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[x,Yl D = [ xD, y] + [x,yD] para todo x,y e L.

Si DiY D 2 son derivaciones de L, entonces hajo la co mpoaic ign [D I' D21

= D1D2-D2Dl' las derivaciones de L forman un algebra de Lie, D(L).

Para un elemento x e L, la apl icaci.yn adx , y ....r y,x1 = ya:lx, para todo

y e L, es una dcrivachyn lIamada interior determinada por x, Una de rivac ijyn no

interior se llama exterior. Las derivaciones interiores forman un ideal de D(L) ,

denotado I(L), tal que I(L) = L/Z(L), donde Z(L) es el centro de L.

r L1, L21 de no tara el subespacio generado por los productos r 11' 121, i, e Li

L es abe liana si [L, L1 = (0) ,. L es nilpotente si la seri e central inferior

L1=L, L2=rL,Ll, ... ,Ln+l=[Ln,Ll estalque Lh=(O) para algjyn h·

L es soluble si la serie derivada L(O)=L, lJl)= rL,Ll, .0., L(n+l)=rL(n),L(nh

es tal que L(k) = (0) para algiin k.

1.2. Algebras de Lie c arac te ri st ic ament e nilpotente s,

Un x (L se llama D-constante si xD = 0 Y x oj o. En [12] 0 Jacobson

muestra que un algebra de Lie que posee una dcrf vacijyn sin constantes es nilpoten-

teo Fntonces nos preguntamos si L nilpotente posee una deri vaci.,n sin cons tan-

te s, Como toda algebra de Lie nilpotente tiene una derf vacijjn exterior tal deriva-

cion no seria interior. Sin embargo,en [8] Oixmier Y Lister dan un ejemplo de un

algebra M de dimension 8, definida por

Y de otra manera, para i < j re " e ·1 = 0, donde M es nil-
o t J
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potente y, si D es una deri vactan, entonces MD = M2• En particular si
8

i-D = 1 x..«, i= 1, ,.,,8, entonces la ma uiz de D es
t j = 1 l/ t '

11.67 11.68
I,------
I

11.67 11.57 11.17 11.18

11.58 11.68 11.27 11.28
0

I- 11.68 -11.58 11.37 11.38
I
I - A -11.67 11.47 11.48I 57

- -- --- --- - - ---

11.57 11.58
o o

o

ASi D(M), el algebra de derivaciones de M es de dimension 12, y cada deriva-

cion es ni lnot en te, es decir, posee constante s,

La existencia de M inicio el e studio de una clase de algebras de Lie que con-

duce a un cierto niimero de resultados subre la e structura de D(L). Asi, sea L

un algebra de Lie y L [01 = L, d11= LD(L) = 11xiD i I xif L, ,D if D(L) I.

dk+ 11 = dk1 D(L) , Entonces t en emo s

DEFINICION 1.1. L es carac teri st icam en te niltiot ente si y s610 si L[k1 = 0

Para algun k.

EI algebra M del ejemplo es caracteri st icame nte n ilpoten te puesto que

M[4] = (0). 5i L es caracteristicamente nilpotente entonces to da s las derivacio-

nes yen particular las interiores son n il po te nte s, Entonces, por el teorema de

Engel, L es n ilpot ente , Dixmier, [71 , ha clasificado las algebras de Lie de di-
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mension ~ 5. Ninguna de elias e s car ac teri st icamen te nilpotente. Parece que las

algebras de Lie caracteristicamente n ilpotent e s son de dimension 28.

1.3. Algebras 7e Lie car ac teri st ic am en te so luble s,

Bn esta secc i.yn establecemos la estructura de D(L) cuando L es caracteristi-

camente nilpotente. La definicion de algebras de Lie caracteristicamente solubles

sigue de e sto s resultados. Primeroprobamos

LE MA 1.2. Sea L n iltrot ente, Si L es suma iirecta ie 70S ide ale s diferente s

de (0), uno de los cuales es central, en tonce s D(L) no es nilpotente.

Prueba , Sea L=L1$Z (Z ideal escentral). Sea xofO, XfZ y

(x) $ U = Z. Existe Y c L 1 r Y of 0, puesto que LIes nilpotente. Definimos

las tran sforma cione s lineales DZ y D2 de L por

LID 1 = (0), xD 1 = y, UDJ '" (0)

Biltonces DIY D2son derivaciones y satisfacen [D1 D21 = D i : As] la se-

rie central inferior no puede termi nar en (0) y D(L) no e s nilpotente. •

TEOREMA 1.3. L es caract eri st icamen te nilpotente si y solo si D(L) es

nilpotente y L no es j-dimen sional,

Prue ba , Supongamos D(L) nilpotente y dimension de L> 1. Consideremos

L como D(L) - modulo y descompongamos a L en suma directa de sube spacios

La donde La = I x e L I xeD • a (D)) N(x) = 0, para cada D e D(L) Y N su-

ficientemente grande I. Los L son subm.ydu lo s, y asj , en particular, son idea-a
les de L. Mas aiin, si f3 e s un peso dl feren te de a, [La: Lf3 1 ~ La+ f3
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donde La+{3=(O) si a+{3

[La' L{3J S La n Lf3 (\ La+{3'

a={3=o.

no es un peso de D(L). Entonces

entonces [La' L{31 = (0), a menos que

Si M denotalasumade Lei con aio, entonces L=LO ffiM, con M

un ideal central. Puesto que D(L) es nilpotente, L es nilpotente, y, por el le-

ma 1.2, La = (0) 0 M = (0). Si La = (0) entonces L = M es abe l iana, Si

dim L > 1, en to nce s L es suma directa de ideales (todos centrales) 10 cual con-

tradice el lema 1.2. Por tanto, M = (0) y as] L = La, 10 cual, par definicion, im-

plica que toda derl vaci.;n de L es nilpotente y a s] L es caract er ist icam en te

nilpoten teo

Hecj procamen te, si L es c ara cter ist icamen te nilpotente L[k] = (0) para al-

gun k, de modo que para todo producto de k derivaciones D1D2D3 ... Dk= 0,

10 cual a su vez impl ic a que el producto de Lie de k derivaciones cualesquiera

es cero, ASi D(L) es nilpotente. Si L es I-dimensional, la ap licac t.;n iden-

tica es una deri vaci.yn y L no puede ser entonces caracteri sti camen te ni Ipoten teo

•
DEFINICION 1.4. L es car act eristicam en te soluble si y s610 si D(L) es

soluble y Z(L) ~ [L , L 1.

La segunda co ndic iyn asegura que L no es J-dimen s ional, asi algebras de Lie

caracteristicamen te nilpot en tes son caracter ist ic am en te so luhl e s, Por otra parte,

el algebra de dimension 2. L2 = I "s : e2l [e1, e2J = ell es soluble y D(L2)""L2,

pero L2 no es nilpotente; entonces so lub il idad caracteristica no impl ic a nilpo-

tencia caracteristica.

1.4 Algunaspropiedades de algebras de Lie caracterist icament e nilpotentes y ca-

racterisficamente so lub le s;
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Primero dos resultados utiles :

LEMA 1.5. Si L es carac ter is tic amen te nilpotente e ntonce s

(l) Z(L)c[L,L]

(2) L3 t' (0)

Prueb a , (I). Sea Z(L) ct [L, L] entonces existen sube.spae io s L 1 Y M de

Z(L) tales que Z(L) = L 1 IllM Y Me [ L, L]. Sea L2 un su bespacio de L

que contenga a [L L] Y tal que L=L1IllL2• Si 11,1'1 Y 12, Ii son elemen-

tos de L 1 Y L2 respectivamente, entonces

implica que L2 es un ideal d il'ercn te de cero de L. Pero LIes un ideal cen-

tral diferente de cero, y asi, por el lema 1.2, D(L) no es nilpotente, i.e., L no es

caracteri sticamen te nil poten te,

(2) Sea L3 = (0) ;

paci o U i (0) tal que

puesto que L es n ilpoten te , L i L2, Y existe un subes-

L = U IllL2 Y [L,ul=[u,U]. La apl icacion D definida por

yD = 2y para y (L2 es una der iva cian no nilpotente dexD = x para x (U Y

L, de modo que L no puede ser caracteristicamen te nilpotente. •
Las algebras de Lie caracteristicamente nilpotentes d ifi eren de muchas ma nera s

de las algebras de Lie n ilpo tente.s; por ejemplo, suba lgebras y algebras cocientes

de un algebra de Lie caracteristicamente nilpotentes no son necesariamente carac:'

teri st.icam en te n ilpote nte s. Esto puede verse en el ej ernp lo dado en 1.2. EI ideal

M2 = (e
5
, e

6
, ":: "s! y el algebra cociente M/M2 no son caracteristicamente

nilpoten te s, Nilpotencia caracteristica, pues, no es heredada en general por los

ideales; sin embargo, si los ideales son sumandos directos, tenemos el
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LEMA 1,6. (Leger). Sea L s uma directa de los idea le s Li (i= 1, ••. , n) .

Entonces L es c aract eri st icamen te nilpotente si y s610 si cada Li es car act e -

risticamente nilpotent e,

Prueba ; Se en cue ntra con ligeras modifieaeiones en [161 yes orni t id a aquj por.

larga, •

Si L es un algebra con un ideal n ilpot eni.e N tal que LIN es n il pot ent e,

entonce s L no es neeesariamente nilpotenle. Chao, e~ [31 mue str a que si LIN2

se asume ni lpoten te en tonce s L es tamhien nit pot.ente, Consideramos una earae-

leriza'ci6n similar para las algebras de Lie c aracteri st icamen te ni lpotente s diseuli-

das por Togo en [271 .

LEMA 1.7. Sean L un algebra deLie y N una s ubdlg eb ra caracteristica

(es table bajo tod as las derivaciones de L). Si ND(L)m C »": entonces para ca-

da enter o r : 1. NrD(L)rm-r+1 C Nn+r-1

Es Iac il prohar e st.e lema us ando inducci.yn sobre r,

TEOREMA 1.8. Sea L un algebra de Lie y N un ideal caracteristico de L.

Ent onc e s L es caracteristicamente nilpotente si LINn es c aracterist icament e

nilpotente para algun n ~ 2 .

Prueba , Pue sto que L es un algebra de Lie, kN ,k=2,3, ... son tamb ie n

ideales de L. Asumamos que LINn es car acteri st ie ame nte n ilpotent e para al-

gun »': 2. Si D es una dcrivac i.yn de L, en tonce s la transformaci.yn lineal

B de LINn def'tni da por (Nn + I) i5 = N n + (I) D, es una derivaci.,n de

LINn. Pero LINn es caracteri st icam ente n ilpot ente, asi que para algun m

tenem o s LD(L) m S;; N n .
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r
Poniendo /(r) = 2: (in - i + 1) m - (in - i) se puede mos trar por ind ucc irin que

j=o
LD(L) j(r) ~ L (r+ 1) nor

Para k suficientemente grande, puesto que » : 2, N(k+1)n-k= (0), de modo

que d /(k)] = (0), l.e.., L es caracteri st ica men te n ilpotent e, •
Consideremos ahora que puede decirse ace rca de L si exigimos que (a) el al-

gebra derivada 0 (b) una suba lg ebr a de Cartan de L es caracteri sricamente so lu-

ble 0 es caracteristicamente u ilpotente, Primero consideramos la ait uacinn si L

tiene un algebra derivada caracteri st icam ente nilpotente y mostr amos inic ialm ente

que el algebra M de 1.2 no puede ser algebra derivada de ningun algebra de Lie.

Para tal M, tenemos M[l] = M2 , asi que si y M = L2, entonces

[ M , L 1 ~ M [11 = M 2 .

Esto implica que M2 = [M [LL]] ~ [M2, L] ~ M3, 10 cual contradice la nilpo-

tencia de 1\1, i. Existen, entonces, 0 nO., algebras deLie con algebras derivadas

caracteri sti ca mente ni lpote nte s ? Se puede mostr ar que una algebra de Lie earacte-

risticamente nilpotente no es un algebra derivada si d11 ~ L2 0 si d41 = (0) •

Con este propo si to sea L caracteristicamente nilpotente y definamos una su-

cesion crec ien te Zi de ideales inductivamente como sigue :

Zo = (0) y para i> 0, Zi es el mas grande sube spacio de L tal que

En tonces existe un entero n> 0 tal que Zn = L .

LEMA 1.9. Si L es cara cteri st icam en te nilpotente y es un algebra derivada,

entonc e s [L,Zi]~ Zi-2' paracada i?2.

es la derivacion de L

k
entonces x=2: [b., b.~];=1 J J

inducida por b e H, en ton-

Prueb a , Escribamos L = [H, H]. Sea x ( L ,

10



k
ces adx = ,L [D h ..D h, ]

J= 1 J J'
yasi Ziadxs:; Zi-2'

COR OLARIO. Si L es un algebra de Lie caracteri s ticame nte nilpotente y D(L)

anul a a Z(L) , entonces L no es un algebra deriua da,

Prueba , Si L satisface las hipoteai s, entonce s Z2 ~ Z(L). Enlonces

Zl = Z2 = Z(L) Y L = Z(L). conlrarioa la nilporen cia caracter ist ica de L. •

TEOREMA 1.10. Sea L un algebra de Lie car ac teri s ti cam ente nilpotente y m

y n los enteros mas pequeiios tales que Lm = (0) y dn] = (0). Si m-L > (n+ 1)/2

entonce 5 L no es un algebra deriuada,

Prueba , Se sigue Iacl lme n te def lema I.9. •
COROLARIO. En cada un» de los siguientes casos un algebra de Lie caract e-

risticam ente nilpotente no es un algebra deriua da.

(i) dl) ~L2

(ii) L[4] = (0)

Prue ba , Sean m y n como en er teorema , Si L[l] ~ L 2• entonce s

L[k-l) = Lk yasi m=n+1. Pue sto que n :» 2, m r ] = n> (n+1)/2. Si

d4] = (0). entonce s (n+ 1) /2 < 3. Pue sto que «: 4 y L3 f. (0) tene mos

m-1>(n+l)/2. •
Si el algebra derivada se asume c aracteri st ic amen te soluble tene mos el siguien-

te resu ltado de Togo [23] .

TEOREMA 1.11. Sea L un algebra de Lie que no tiene subdl ge bras propias,

cuya algebra derivada sea igual a [L.L]. Si [L.L] es caracteris ticam ent e 50-

luble, entonces L es car acteri st icamen te soluble.
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Prue ba ; Sea G una subalgebra maximal semisimple de D(L) yasumamos

G oj (0). Sea D una d er ivac inn semisimple diferente de cero, Sea H e] conjunto

de elementos de L anulados pOl' D. H es un ideal que contiene [L,L] puesto

que [L,L] G = (0), poria solubilidad caracteristica de [L,L]. Entonces existe

un su be spa cio V de L tal que L = V + H Y VD ~ V. Mostremos que [V,H]=(O).

Sea A un valor propio de D y x un el em ento de V correspondiente a A.

Entonces para todo y e H tenemos

[x,y] D = [xD,y] = A [x,y] = O.

Puesto que A oj 0, [x,y] = 0 Y [V,H] = (0). Se sigue que

[[ V,V] ,L] ~ [[ V,L] r V] = [[ V,V],V] ~ [H,V] = (0).

Entonces [L,L] = [V,V] Ell [ H, H] , donde [V,V] es un ideal central de [L,L].

Puesto que [L,L] es caracteristicamente soluble, [V,V] C [H,Hl y asj

[L,L] = [H,H]. Esto contradice la hi pote s is, puesto que H es una subalgebra

propia de L. Entonces G=(O), i.e., D(L) es soluble. L tampoco puede conte-

ner un ideal central como su mando directo, de otra manera si A es un ideal central

entonces L = A EIlB impl ica [L,L] = [B,B], contrario a la hipOtesis. Luego L

es caracter ist icam en te soluble. _

Exfsten mucftos ejemplos que ilustrarian la s ituac i.sn del teore ma , omitidos aquj

para abreviar.

En la e stru ctura de algebras de Lie las subalg ebras de Cartan juegan un papel

vital. Aqu] investigamos la e structura de L sf una tal subalgebra es cara cter is-

ticamente soluble. En [2] se prue ba que si una subalgebra de Cartan es caracte-

ri st ica men te nilpotente, entonces L es soluble. En [5: p.222] Chevalley mues-

tra que si L es un algebra de Lie, R su radical, H una subalgebra de Cartan
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de L, en tonces H es s uma de H n R y una su balgebr a de Cartan H 1 de

una subalge bra semisimple maximal tal que H 1 sea un ideal cenLral de H. Usan-

do este resultado, el mencionado resultado probado en [2] por Leger y Togo puede

general izarse al

TEOREMA 1.13. 5i una subdlg ebra de Cartdn de L es caracteri st icament e so-

luble, en tonce s L es soluble.

Prue ba ; Sea L == R $5 la de scomposic i.yn de Levi de L. Si H es car act.e-

risticamente soluble, entonces no puede ser un ideal c entral , de otro modo

Z(H) ct [H,H]. As] 5 == (0) y L es soluble. -

EI algebra de Lie de di men s ion 5 con base Ie l ' e2' e3' e4,e 51 tal que

[e1,e2]==e3,[e1,e3]==e4' [e1,e5]==e5 ypara i<j [ei,ej] ==0, enlos

demas casos, t iene como subalgebra de Cartan a H == (e l ' "z: e3, e4). Si D

es una derivacion de H en tonee s la ma tri z de D tiene la forma

All A12 A13 A14
a A22 A23 A24

0 0 A11+A22 A23

0 0 0 2A11 + A22

as] que D(H) es soluble y puesto que Z(H) ~ H2 ,H es caracteri st icament e

soluble. L es soluble pero no n ilpo tenre. ASi en el teorema 1.13, no podemos de-

cir que L sea nilpotente.
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CAPITULO 2

La e s tru ct ura de D(L)

2.1. lntrodu c cirin ,

Es natura] pregunlarnos como eatan relacionadas las estructuras de L y D(L).

En 2.6 se mues tra en un ejem plo que exi sten algebras de Lie no isomorfas cuyas

algebras de derivaciones son isomorfas, de modo que la e structura de L no es ta

comp let am en te dete rmin ada por la. estructura de D(L). Sin embargo, existe una

con exl.;n intima e ntr e la e s tructura de D(L) y la de L. En este capi tu]o vamos

a de te rminar la e stru ctur a de L cuando D(L) es suma dire eta de un ideal semi-

simple y el radical.

2.2. Nilpotencia de D(L).

TEOREMA 2. D(L) es abeli an a s i, y s610 s i ; L es I-dimensional.

Prue ba , Si D(L) es abel ian a, enlonces adL es abeliana as] que

ad [L,L] = [adL,adL] = (0). ASi L3 = (0) y L no puede ser caracteri stf camente

ni lpoten t e, Pero D(L) es ni lpotentc , enlonces L debe ser 1-dimensional,enton-

ces cie rtamen te D(L) es abel ian a ••

TEOREMA 2.2. D(L) es nilpoten te no abe l iana s i, y solo s i, L es c ar acteri s-

ticam en te ni lpotente y L no es I-dimensional.

Este es el te orema 1.3, pero 10 reperlmo s por co mplete z.

2.3. Solubilidad de D(L).

Decidir cuando D(L) es soluble es mucho mas difie il. Los re su l t ados obteni-

dos dependen esencialmente de la e strue tura de L cuando D(L) = G eH, don-

de G es un ideal semisimple y H el radical de D(L). Requerimos algunos
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resultados sobre la man era de romperse D(L) cuando L es su ma dire eta de idea-

Ie s, Si E(L) es el conjunlo de todas las lransformaciones lineales de L en L

Y E(Li, Lj) el de las lransformaciones lineales de Li en Lj, enlonces

D(L., L.) = D(L) n E(L., L.) Y D(L;, L;) = D(L;).
t l' t 1 •• •

LEMA 2.3. Sea L s uma directa de ideales Li (i = 1, ... r n), entonces

(i) para i i i , D(Li, Lj) consiste de todo s los elementos Tijf E(Li, Lj) tales

que LT .. C Z(L.) y [L.,L·l T .. = (0)%1 - 1 t t . %1

(ii)
n

D(L) =: ~ D(Li,Lj);%,1= 1
n

(iii) para i i i, D(Li, Lj) es ab e l iana y [D(Li, Lj) 'k~1 D(Lk)] = D(Li, Lj) •

Prueb a ; Omi tida por Iac il, •

Si C(Li) denota la suba lg ebra de D(L) que envia Li en Z(Li) y Lj

en (0), para i:f j, teuemo s el

LEM A 2.4. Sea L s uma dire eta de id eale s Li (i = L ... r ni ; Supongamos

que Z(Li) ~ [Li, Li] para algun i, En ton c es C(Li) es un ideal abe li ano de

Prueb a : Cuestion de hacer los ca l cul os .•

Antes de abordar el re sult ado principal veamos un e jernpl o, Sea L de dimension

3.conbase !x1,x2,x31 lalque [x1,x2]=x3,[x1,x31=[x2,x3]=0. En-

lonces L3 = (0) y L es nilpot ente. Si definimos una deriva~ion D de L

por x-D = i A .. X·, i = 1, 2, 3, entonces la ma tr iz de D es
% j= 1 %1 1



D(L) no es ni siquiera soluble, yademas D(L) Liene una su ba lge bra semisimple

de dimension 4. Aqu; vemos que si bien D(L) soluble impl ic a L soluble (por-

que I(L) =' L/Z(L), Y s iendo I(L) soluble, L es soluble) , por el conLrario ,

L solnble no implica que D(L) sea soluble. EI ejemplo sugiere que podemos

abordar el problema imponiendo condiciones a D(L) an te s que a L, linea tom a-

da por Togo en [221 para mosLrar

TBORBMA 2.5. Sea L una algebra de Lie soluble tal que Z(L) C [L,Ll . Si

D(L) es suma directa de un ideal semisimple y el radical,entonces L es caracte>

risticamente soluble.

Prueba : L es no abel ia n a, de otro modo L =' Z(L) C [L, L] = (0). Sea

D(L) =' G (J!H, do nd e G es u n ideal semisimple y 1I el radical de D(L). Pue s-

La que L es soluble adL es un ideal soluble de D(L) asj que adL C H. En-

Lances para todo D e G, adLD =' [ adl: , D1 =' (0). Entonces LDc Z(L) C [L,L]

Y D2 =' 0: en to nce s to do s los elementos de G son ni lpo tcnt e s. PuesLo que

G es semisimple, G =' (0). As] D(L) es soluble y L es caracteristicamente

soluble. .,

TBORBMA 2.6. Sea L un algebra de Lie no abeliana. Si D(L) es la suma

directa de un ideal semisimple y el radical, entonces D(L) es soluble y L es 0

caracteristicamente soluble 0 suma directa de un ideal caracteristicamente soluble

y un ideal i-dimensional.

Prueba: Demasiado Iarga para este tr ab ajo. Vease mi t e si s [28]. III

EI proximo problema es de term inar cuand o D(L) puede aer igual a la surna di-

rect a de su radical y un ideal semisimple.

DEFINICION, Un algebra de Lie es reductiva si L =' S (J!A donde S es un
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ideal se mi sfmp] e y A un ideal abcliano.

TEOREMA 2.7. D'(L) es la suma directa de un ideal semisimple y el radical

si,Y s610 si) una de las condiciones siguientes se cumple

(i) L es reductiva

(ii) L es la s uma directa de un ideal se misimple Y un ideal car ac teri s t icament e

soluble.

(iii) L es la s uma directa de un ideal se mi simple , un ideal c ara cteri st icame nt e so-

luble y un ideal central i-dimensional.

Prueb a , Muy boni ta, pero por la misma razon del teorema anterior ver [28] •

COROLARIO. D(L) es soluble si y s610 si L es c ara cteri s ticam en te soluble

6 i-dimensional 0 suma directa de un ideal caract eri st icamente soluble y un ideal

central j-dimensional. •

2.4. 5emisimplicidad de D(L).

Puesto que tod as las derivaciones de un algebra de Lie se misi mpl c son inte rio-

res [13] podemos probar

TEOREMA 2.8. 5i D(L) es semis imp le , asi tambie n lo es L .

Prueba ; Sea D(L) semisimple y supongamos L = 5 ffiR r 5 una suba lg ebra

semisimple y R el radical. Entonces para todo D ( D(L) , [adr, D] = adrD , as]

que adR = 1 adr I r e R I es un ideal de D(L). Pue sto que R es soluble

adR es soluble y as] adR = (0), 10 e ua l implica ladr = [l,r] 0, para todo

r < R, I ( L .. de modo que R ~ Z(L) y, por tanto, R = Z(L). Pero toda de-

rivacion del centro R puede e xten der se a una der iva ci.;n que a nul a 5 y 10 mi s-

mo puede hacerse s i R y 5 se inrercarn hi an, Puesto que R es abe l iana , D(R)

es el algebra de Lie de todas las u-ansformaci on es lineales de R y e sta no es
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sfmple a menos que R = (0). Entonces L = 5 es se mis imp le, Si L es semisim-

pie, D(L) consiste solamente de derivaciones inter iore s. Puesto que Z(L) =(0) ,

D(L) = J(L) '" L y D(L) es semisimple.

2.5. Radical nilpotente de D(L) como sumando dire cto;

En e st a seccion consideramos la e struc tur a de L cuando D(L) es suma dire c-

ta de un ideal semisimple y el ra dical nilpotente.

TEOREMA 2.9. D(L) es la suma directa de un ideal semis imple y el radical

nilpotente s i, y solo s i, L es reductiva 0 L es la s uma directa de un ideal semi-

simple y un ideal c ar acter i st ica m en te niltrotent e .

Prueb a , A partir del lema 2.3 y el teorema 2.7. Para eliminar la ter cera posibi-

lidad del teorema 2.7, iisese e! te orem a 2.6 y el teorerna 2.8. •

COROLARIO J. 5i D(L) es la sum a directa de un ideal s e mis imp le y al ra-

dical ni lpot ente, entonces el radical de D(L) es J-dimensional y cons iste de ele-

mentos semis imples 0 consiste de elementos nil p ote nte s,

Prueb a ; EI resultado sigue del te orem a 2.9 y del hecho de que un algebra de

Lie es caract er is tic amen te nilpotente si y solo si todas sus derivaciones son nil-

potentes. • ...

COROLARIO 2. Sean R y N el radical y el nil-radical de L, re sp e ct iua »

mente. Entonces las condiciones siguientes son equivalentes :

(1) D(L) es la s uma directa de un ideal s em isimple y el radical consistente de

e lem en tos nilpotente s;

(2) R es carac teri s ticam en te nilpot ente:

(3) N es c aracteri s ticam ente nilpotente.
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(4) N(D(L))n = (0) para alg-in e ntero n,

Prueb a : (1) => (2) es consecuencia de Teorema 2.9

(2) => (3) porque (2) implica R=N

(3) => (4) pue st o que N es un ideal caracteristico de L.

(4) => (1) : Sea L tal que ND(L)n = (0) para algiin entero n.

Para una subalge bra semisimple maximal 5 de L sea L = al R. Puesto que

N(adS)n = (0) y [R,S] c s , se sigue que R(adS)n+ 1 = [R,S] (adSl c: N(adS)n =(0).

Puesto que adS es semisiinple RadS = (0), esto e s, [R,Sl = (0). Entonces,

por el lema 2.3, D(L) = D(S) alDeR) ,D(S) semisimple. Puesto que RD C N

para todo D C D(L) , se sigue que RD(R) n--L = (0), yentonces D(R) c on s is-

te de elementos nilpot.en te s y (1) se satisface. •

TEOREMA 2.10. (iJ Si el radical de L es caracteristicamente soluble, e nt on-

ces es un s uman do directo d e L.

(ii) Si el nil-ra-lic al >i e L es car ac teri st ic am e nt e soluble, entonces el radical

-ie L es t amb ien carac teri s tic am ente soluble.

Prueha : (i) Sean 5 y R re spe cti vam en te una suba lge bra semisimple maximal

yel radical de L 5i R es carac tcr ist ic am en te soluble, D(R) es soluble; luego

la imagen del homomorfismo que restringe a iS aRes s em isimpl e y soluble.

Entonces esta imagen es (0) y [R,Sl = (0), i.e., R es un suman do d irecto •

(ii) Sea N el nil-radical de L,N caracteristicamente soluble. Sea G una

subalgebra s emi s impl e maximal de D(R). Puesto que N es estable b ajo to -

das las derivaciones de D(L) r la imagen del homo mo rjismo restringido de G

en D(N) es (0), a s] que NG = (0). Puesto que RD C N para todo D en

D(R) , tenemos RG2 = (0). Pue sto que G es co mp lctamcn t e reducible se si-

gue que RG = (0). ASi G = (0), i.e., D (R) es soluble. St R no es caracte-
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risticamente soluble, por el teorema 2.6 luego R contiene un ideal I-dimensional

Z como summa, directo. Luego N contiene a Z como su sumando directo y, por

tanto, ZeN) g; [N, N] , 10 cual contradice la solvabilidad caracteristica de N.

As] R es caracteristicamente soluble. •

2.6. Ejemplo ,

Sean A] Y A2 Lie algebras abelianas tales que dim A] =I A2. Entonces

D(Ai) = Si Ell Zi (i = ],2,), Si un ideal semisimple, Zi un ideal I-dimensional.

Sean ~ooS2E1lA] y L2ooS]EIlA2. Entonces,porlemaeI2.3, D(L]) = D(S2) EllS]

EIlZ] Y D(L2)ooD(S])EIlS2E1lZ2. Puestoque D(Si)==Si (ioo1,2) (teorema2.8),

se sigue que D(L 1) == D(L2) ,pero L 1 no es isomorfa a L2·
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