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ALGUNOS ASPECTOS NUMERICOS DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE DUFFING

por

Gaston DEMAREE y Diego ESCOBAR C.

RESUMEN

Los autores obtienen una cota del error de la
solucign periédica aproximada de la ecuacién
de Duffing, X+ 1.98 x+0.04 x3= senwt, asocia-
da con el método del balance armgnico. La
estimacign del error se establece, bajo cier-
tas condiciones, por medio de series de Fou-

rier y estimaciones sucesivas.

1. Introduccign. En la mayor parte de los casos se desconoce una solucign
exacta (o soluciones exactas) de las ecuaciones diferenciales no-lineales que se
presentan en problemas de vibraciones. Por esta razgn, usualmente se construyen
soluciones aproximadas. Algunas veces, uno se encuentra limitado a calcular so-
lamente una aproximacign de primer orden, debido a que las aproximaciones de or-
den superior requieren un ngmero muy grande de calculos. Un método clasico para
la aproximacign de primer orden es el método del primer amgnico. En muy pocos
casos se conocen colas explicitas para el error de las soluciones perigdicas apro-

ximadas, debido a que se dispone de pocas teorias del error.
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l.a notacign usada en este informe fue introducida por P. Sagirow [1] cuando
investigaba una estimacign del error en la frecuencia de soluciones perigdicas de
ecuaciones diferenciales no-lineales homogéneas.

Una estimacion del error para la solucign perigdica aproximada de la ecuacion de
Duffing

Frcx+x+B2:=0(ql) (1)
ha sido calculado para diferentes valores de la frecuencia de entrada, de acuerdo
con el método desarrollado por G. Demarée [2] .

El tratamiento numérico se hace largo, debido a que no se conoce una buena es-
timacign para la amplitud de la solucign perigdica exacta. Aplicando el mismo méto-
do se obtiene una buena estimacign de la amplitud.

La aplicacign de un teorema de W. S. Loud [3], con 3=0.04, c = 1.98 y
garantiza la existencia y unicidad de una solucign perigdica armg-

P (w t) = sen (L)t

T=27

nica impar de (1), con periodo
(o)

A través de todo el informe se usa la notacign introduci-

2. Aspectos Numéricos.

da en[1] y [2] y muchas férmulas se presentan sin prueba, haciendo referencia a
[2] . Las estimaciones del error para la solucign perigdica aproximada se calculan
para ¢ = 0.8 (0.1)5.0. Para frecuencias menores, el método no puede ser aplica-

do, debido a que algunas desigualdades dejan de cumplirse. El programa general

para calcular la estimacign del error consiste de seis partes :

a.- Aproximacign del primer armgnico. Se calcula una primera aproximacign del
coeficiente del primer armgnico usando la aproximacign clasica de la relacion fre-

cuencia-amplitud. Esta aproximacign tiene la siguiente forma :

F(t)zd—-lsen(wt+51)=d-1coswt+l;l sen ot (2)
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donde las barras indican la aproximacign del primer armgnico,

. ; * o0 * . L.
b.- Calculo de las series s*1 s i— . Los asteriscos indican suma
3 L 3
n n

sobre los términos impares gnicamente. Se suma un gran ngmero de términos de es-
tas series lentamente convergentes, hasta obtener una precision de 9 cifras signifi-

cativas.
c.- Estimacign de la amplitud de  x(#). La mayor dificultad del problema consiste

en encontrar a priori una buena cota para la amplitud de la solucign perigdica exac-
ta x(f) ; una buena estimacion se deriva de R1. La desigualdad que proporciona es-
ta estimacign se resuelve aumentando el ngmero de cifras por medio de un proceso

iterativo.

; : o0 % . . . .
d,e.- Estimacign de dl yde X . Las estimaciones de la amplitud del primer
3
armgnico, d1 cos (¢ t + 61) , y de los armgnicos impares de orden mayor ,

x * . - .

2 (a,cos nyt+ b, sen pet). de la solucign exacta, se calculan facilmente usando
la estimacign de la amplitud de la solucijn perigdica exacta x(z) .

f.- Estimacign de [l +|m| . Se calcula finalmente una estimacion para la su-
ma de los errores en los coeficientes a 'y b1 del primer armgnico.

Los calculos fueron hechos usando el computador IBM 1130 de la Universidad de los
Andes, con precision extendida, lo cual proporciona 9 cifras significativas. Un lis-
tado del programa se puede obtener escribiendo a uno cualquiera de los autores.

3. Conclusiones. La estimacign del error de la solucigpn perigdica aproximada ,

obtenida por el método del primer armgnico , esta dada por :
i — - %0 o0 ¥
50 - 50) | <] a7y ] by By 1+ S M= el wlnl 157,

oo

La suma de las estimaciones de | X *\ y |el+|n
3

| proporciona el resultado final.
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Este resultado, redondeado en § decimales, se encuentra en el apéndice para

w=0.8(0.1)5.0 .

Para frecuencias superiores a (.8, la estimacion del error decrece rapidamente
o0
a medida que aumentan los valores de la frecuencia. Las estimaciones de | X |y
3
|e|+|n| aumentan a medida que aumenta la nolinealidad. No se espera una dife -
rencia notoria entre la solucion perigdica aproximada (2) y la solucign exacta x(2),
debido a que se escogio una no-linealidad ‘‘pequeiia’’. Esto queda confirmado por

los resultados numéricos.
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