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ALGUNOS ASPECTOS NUMERICOS DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE DUFFING

por

Gaston DEMAREE y Diego ESCOBAR C.

RESUMEN

Los autores obtienen uno cota del error de 10

soluci6n peri6dica aproximada de 10 ecuaci6n

de Duffing, ;;+ 1.98 x+O.04 x3 = senwt, o s o c io-

do Con el metodo del balance arm6nico. La

estimaci6n del error se establece, bajo cier-

tas condiciones, por medio de series de Fou-

rier y estimaciones sucesivos.

1. 1ntroducci6n. En la mayor parte de los casos se desconoce una so luci.yn

exact.a (0 sol ucion es exactas) de las ecuaciones diferenciales no-lineales que se

pre sentan en problemas de vibracion es, Por esta razon, usualmente se construyen

soluciones ap rox imad as, Algunas veces, uno se encu entra Iimitado a calcular so-

lamente una aproxlm aci.yn de primer orden, debido a que las aproximaciones de or-

den superior requieren un niimero muy grande de cal culo s. Un me todo clas ico para

la aprox irnac ijjn de primer orden es el me todo del primer armonico. En muy pocos

caso s se conocen eotaaexplj c it as para el error de las sol uciones period icas apro-

ximadas, de hido a que se dispone de pocas t eori as del error.
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La not.ac i.yn usada en e s te in lorme fue introduc ida por P. Sagirow [11 cuando

invcstigaba una es ti mac inn del error en la frecuenc ia de soluciones pe ri.ydie as de

ecuac ione s diferenciales no-lineales hom ogen eas,

Una est irnac inn del error para la solucion periodica aproximada de la ecuac lsn de

Duffing

(1)

ha sido calculado para dtf'ere nres valores de fa frecuencia de entrada, de acuerdo

con el metodo desarrollado por G. Demaree [21 .

El tratarn i en to numeri co se hae e largo, debido a que no se conoce una buena es-

ti mac i.yn para la ampl itud de la s ol ue inn periodica e xact a, Apl ican do eI mismo me to-

do se obtiene una buena es t imac inn de la ampl itud.

La ap] icae iSn de un teore ma de W. S. Loud [31 , con {3 = 0004, c = 1.98 Y

p (w t) = sen co t garantiza la existencia y unicidad de una sulucian periodica armn-

nica impar de (1), con perrodo T =.1..JL
co

2. Aspectos Numerico s, A trave s de todo el informe se usa la notac i.m introduci-

da en [11 y [21 y muchas formulas se pre se ntan sin prueba, haciendo referencia a

[21 • Las es t.imac ione s del error para la solucion peri6dica aproximada se calculan

para w = 0.8 (0.1)5.0. para frecuencias menores, el me todo no puede se r apl ie a-

do, de bido a que algunas des igua Idades de jan de cumpl irs e. EI programa general

para calcular la es t imac iyn del error consiste de seis partes:

a.- Apro xim ac i.yn del primer arm.yn ico. Se calcula una pr irnera aprox imac ian def

co elic ie ru.e del primer armonico usando la aproximac ign clas ica de la relacion fre-

cuenc ia-ampl itud. ESla aproximacion liene la sigu iente forma:

(2)
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.,

donde las barras indican la aproximac ign del primer arm.ynico.

b.- Calculo de las series i\.L y
3 Ln

sobre los term inos impares iinicamente.

00* 1
L -
3 nLn
Se snma

Los asteriscos indican suma

un gran numero de term inos de es-

tas series lentamente convergentes, hasta obtener una precision de 9 c ifr as signifi-

cat ivas,

c.- Esttmactan de la ampl itud de xt t], La mayor dificultad del problema consiste

en ene ontrar a priori una buena cota para la amp! itud de la sol ucion periodica e xac-

ta xi t] .. una buena e st imae ign s e deriva de [21 . La desigualdad que proporciona es-

ta es timae i.yn se resuelve aurne nta ndo el niimero de c ifra s por medio de un proceso

iterativo.

d,e.- Estimacion de d1 y de

arm.ynico, d1 cos (w 1+ e1) ,
00*
L (an cos nwl+ bn sen n ast],
3
la es t imac i.sn de fa arnp l itud de

00*L . Las estimaciones de la ampl itud del primer
3

y de los armon icos imp ares de orde n ma)Or ,

de la soluc ion exae ta, se calculan Iac ilmen te usando

la sol uc ion period ica exac ta x(I).

L- Est imacign de I E I + I TJ I Se calcula finalmente una es t imao ian para la su-

rna de los errores en los coeficientes "i y hI del primer a rmjjn ico,

Los calcul os fueron hechos u san do el computador JBM 1130 de la Universidad de los

Andes, con precision extendida, 10 cual proporciona 9 c ilr as significativas. Un lis-

tado del programa se puede obtener escribiendo a uno cualquiera de los autores.

3. Conclusiones. La e st imac inn del error de la sol uc inn perl.yd ic a aproxim ad a ,

obtenida por el metodo del primer armonico s e sta dada por :

La suma de las estimaciones de 1£*1 y I c:1+ (7)1 proporciona el resultado final.
3
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EsLe resul tado, redondeado en 8 decimates, se e ncu en tra en el "pen"'!!"!' para

w = 0.8 (0.1)5.0.

Para frecuencias superiores a 0.8, la est imac uyn del error decrece rap idam en te

a medida que a ument an los valores de la Irec uencia. Las estimaciones de I ~ I Y
3

IE [+ I T/ I a umentan a medida que aumenta la nolinealidad. No se espera una dtfe -

re nc ia no tor ia entre la sol uc i.yn peri6dica aproximada (2) Y la so l uc inn exacta x(t) ,

debido a que se esc ogt., una no-Iin ea li dad "pequeiia"o EsLo queda confirmado por

los resul Lados numer ico s.
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APENDICE

w

0.8
0.9
1.0
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
2.0
2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
3.0
3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9
4.0
4.1
4.2
4.3
4.4

00*
IEI+I TJ 1+\ ~ I

3

0.01586329
0.00686280
0.00357416
0.00202959
0.00120f61
0.00074242
0.0004(f}61
0.00030411
0.00020103
0.00013536
0.00009267
0.00006441
0.00004541
0.00003243
0.00002345
0.00001714
0.00001267
0.00000946
0.00000712
0.00000541
0.00000415
0.00000321
0.00000250
0.00000196
0.00000154
0.00000123
0.00000098
0.00000079
0.00000064-
0.00000052
0.00000042
0.00000035
0.00000029
0.00000024
0.00000020
0.00000016
0.00000014
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4.5
4.6
4.7
4.8
4.9
5.0

0.00000012
0.00000010
0.00000008
0.00000007
0.00000006
0.00000005
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w EST/MACrON DEL ERROR

0.8
0.9
1.0
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
2.0
2.1
2.2
2.3

'2.4
2.5
2.6
2. 7
2.8
2.9
3.0
3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3. 7
3.8
3.9
4.0
4. 1
4.2
4,3
4.4
4.5
4.6
4. 7
4.8
4.9
5.0

0.158632926E -01
0.686279620 E - 02
0.357415772 E - 02
0.202958939 E - 02
0.120 (£7401 E - 02
0.742417358 E - 03
0.4Q961 0429 E - 03
0,304114385 E - 03
0.201034258E - 03
0.13535764-7£ - 03
0.926671191E- 04
O. 644148653E- 04
O. 454097269E- 04
O. 324317544E- 04
O. 234456191E- 04
0.171425998E- 04
O. 126679037E- 04
O. 945507396E- 05
O. 712362139E- 05
O. 541474391E- 05
O. 415031190E- 05
O. 320635084E- 05
0.249565772£- 05
O. 195628783E- 05
O. 154381963E- 05
O. 122611140E- 05
0.979707641£- 06
O. 787353253E- 06
0.636252817 E - 06
O. 516852897E- 06
O. 421965656E- 06
O. 346148958E- 06
O. 285255243E- 06
O. 236104042E- 06
O. 196242027 E - 06
O. 163766338E- 06
O. 137191952E- 06
O. 115355327E- 06
O. 973395421E- 07
0.824180181E- 07
O. 700134606E- 07
O. 596639763E- 07
O. 569994501E- 07
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