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SOBRE DERIVACIONES EXTERIORES DE ALGEBRAS DE LIE
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RESUMEN

En este trabojo se estudia 10 existencio 0 inexi stencio

de derivacianes exteriores de un algebra de Lie y do nd e se

hall an en D(L).

Las algebras de Lie nilpotentes poseen por 10 menos

una der iv o c io n exterior. Las algebras de Lie solubles con

centro no trivial tienen derivaciones exteriores en el r od i-

cal de D(L). Ciertas closes de algebras de Lie tienen deri-

vaciones exteriores contenidas en el nil-radical de D(L).

Es de notor que no tad-as las algebros de Lie que po-

seen centros no triviales tienen derivociones exteriores. Si

el radical R de L pasee derivaciones exteriares, entances

L pasee derivocianes exteriares. Se do cd emo s una condi-

cion necesaria y suficiente para que una d er ivcc ion sea in-

teriar y finalmente algunos resultados muestran COma 10 es-

tructuro de L e s to afectada par 10 inexistencia de deriva-

ciones exteriores.

1. lntroducc idn,

La term inolo gi a, definiciones y bibl iografi a usadas en mi articulo sobre Deri-

vaciones de Algebras de Lie (Rev. Colombiana Mat., VII (l97"3) , s eran las mismas

usadas en es te nuevo articulo expositorio.
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Primero que todo vam os a cons ide rar la existeneia de derivaeiones exteriores

(no-tn te rlore s ) de un algebra de Lie L, y una vez que su existeneia haya sido es ta-

bleeida v amos a con s ide rar donde es tan situadas en D(L).

2. Existencia de Derivaciones Exteriores.

EI primer res ul tado muestra que todas las derivaeiones de un algebra de Lie se-

misimple son interiores.

DEFINICION 1. La forma de Killing sobre un algebra de Lie L e s una fonna hi-

lineal que a cada pareja de elementos x,y de L asoeia un elemento (x'Y)L del

euerpo ¢ s obre el eual L e sta def in ida y dada por

(x'Y)L = traz a (adx ady) = tr iadx ady) •

Denotamos por Ll el eonjunlo de rodos los y tales que (x'Y)L = 0 para todo

x (L. La Iorm a de Killing se diee regul ar si Ll = (0). Tenemos entonees las si-

guientes earaeterizaciones de algebras de Lie semisimples.

LEMA 2. L es semisimple si, y solo s i.la forma de Killing de L es regular.

Prue ba, [20, p.22] .

TEOREMA 3. Si L es semisimple, entonc es toda de riuacidn D de L es in-

terior,

Prueb a , La apl icac ion x .... tr(adx)D es una apl ie ac ion linear de L en ¢.

Puesto que (x,y) es regular existe un elemento 0 (L tal que

(0, x) = tr(adx)D , para todo x e L

Sea E la der lvae ion D - ado, entonce s

tr t adxtii = tr iadxll) - tr ladx} (ado) tr (adx) D- (0, x) = o.
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Ahora consideremos

(x E,y) tr(adxE) ady = tr [adx. E] ady

tr t Ladx ) Eady - Eadx ady) = tr(Eady adx-Eadxady)

tr E ad [ y x ] = 0 .

Puesto que (x,y) es regular, es to implica E O. Entonces 0 ado. esto es, to-

da derivaci6n es interior.

En contrasre con el resultado precedenle tenemos el resultado siguiente de Ja-

cohs on y Shenkman.

TE OREM A 4. Tod a algebra de Lie nilpotente t iene una deriuac ion exterior.

Pru eba, Pueslo que L es soluble posee un idea I M de codimensi6n 1. Para

algiin e, sea L = ¢ eaJM y sea Z = I x I' L I [x, M] = 0 I el centralizador de M

en L. Entonces Z es un ideal de L y (0) i Z(U c Z. Existe'un eu te ro n

tal que zs: t:" y Z ~ Ln+1. Escojamus un elemento Z tal que z I' Z Y z ¢Ln+~

Enlonces la tra ns Iormac ion lineal 0 que envi a 1= m+A e, mfM. Af¢. en AZ es

una derivaci6n de L. Si 0 es interior, entonces 0 = ado para a 19iin 0 I' L Y

tm v );«) ado = [m+Ae, 01 = [m, 0] +A [e,8] = Az, 10 cual implica que (0, ml = 0 y

dfZ, asique z=[o,e]c[Z.L] c[Ln.Ll =Ln+1, contrarioalaescogenciade z ,

En [251 Togo prueba un resultad o mucho mas fuerte y muestra que toda algebra

de Lie soluble cuyo centro es diferente de (0) tiene derivaciones exteriores. Ade-

mas existen derivaciones exteriores que satisfacen 0
2

=0.

LEMA 5. Sea L un algebra de Lie sobre un cuerpo ¢ tal que Z(U t- (0).

Asumamos ademas que L no es la suma directa de un ideal unidimensional y de

un ideal L 1 tal que
_ 2L1-L1 y Z(L1) = O. entonces L tiene una derivacion
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exterior nilpotent e D, con D
2 = O. Si esto oc urre, L tiene una der iuac ion exterior

s e mls imp le .

Prue ba , Consideremos primero el caso donde L 'no es abe lian a y no tiene su-

mandos direct os abe Ii au ns , i.e., Z(L) C L 2. Puesto que L i L 2, existe UII ideal

M de L de co d imens ion 1 que cont iene L2. Puesto que Z(L) C L 2 C M, se si-

gue del lerua 5 que [L,Z(MJ] C Z(M), pero [L,Z(MJ] I Z(M). Escojamos .f} e L t al

que L = M fJHP e y z e Z(M) tal que Z f [L, Z(M)]. Elltonces la tran sform ae ion

linealqueenvia '=m+Ae,mfM,Au:p,en Az es una der ivac ion D de L, ex-

terior com 0 en la prueba del teo rem a 4. Au II mas, te nemos D2 = 0 puesto que

MI) =(0) Y eD2= zD = 0,

Si L no es abej ian a y t ie ne un suman do directo 110 abeliano diferente de (0),

ent once s Z(L) 1=L2. Descompollemos ent once s L en una s uma direcra de un ideal

cenlral no-nu lo L 1 Y un ideal 110 nulo L2 qu'e contenga a [L,L] , ra l que

Z(L2) C L ~. s: dim L 1> 1 , para toda tran sformac ion linear D 1 de L 1 sea D

su exte ns ion trivial en L. Entollc-es I) es una de rivac ion exterior, de otra man era

'IDl=['I,d]=O par a t od a 1)1' Sitomamos D1 tal que D~=O, e ntonces

D2 =0. Si dim L1 =1 Y L2 i [L2, L2], UII e ndom orf ismo arbitrario d iferente de ce-

ro I) de L, que satisfaga las condiciones L2D C L1 y (L1+[L2,L2] )D=(O) es

una der ivac ion exte r ior de L tal que D2 =0. De he cho s si el endomorl'ismo D es

una derivac ion interior, D = ado, para todo 'f L, ,= '1 + '2' '1 f L l' '2 f L2 Y

(/1 + '2)1) = [(/1+ '2),0] = ['1,0]+[ '2,0] = '2Df L1, ESlo lIeva a una contradic-

ciou puesto que Ll n L2 = (0).

Si dim L 1 = 1 Y Z(L2) i (0), un endoinorfismo arbi trario D, no n ulo, de L que

satisfaga las condiciones L 1 DC Z(L2) Y L2D = (0) es una derivacion exterior y
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puesto que L 1 V2
= (0), V2 =0. Finulmente,si dim L 1 =1 Y L2 = [L2, L2] con

Z(L2) = (0), i.c., L = Z(L) EIl[L,L] donde Z(L) = L 1 Y [L, L] = L2, entonces la

extension trivial V de un endomorfis mo V 1 de L 1 es un a dertvac ion exterior de

L, yVes semisimple.

Finalmente, consideremos eI cas o crran do L es abe l ian a. Todo endomorl'ismo

no nulo V de L es una der ivac ion exterior porque,de otra man era, V = ado pa-

ra algun 0 (L yentonces l D = [l, 0] e L,L = (0) para todo l (L. 10 cual es

una con trad iccion. Si dim L > 1 • exi st e una de rivaclon V tal que 02 = 0, por

ejemplo,laderivaciondefinidapor L1VCL2 y L2V=(0) si L=L1EllL2• s,
dim L = 1 toda de rivac ion es semisimple.

COROLARIO. Toda algebra de Lie soluble cuyo centro es di jer ent e de cero y

toda algebra de Lie n ilp otente de dimension> 1 tienen deriuac ion es ex t erior es nil-

po ten te s,

Pr ue ba. Un algebra de Lie soluble no t ie n e n in gun sumand o directo diferente de

cero 5 tal que 5 = [5.5]. EI corolario es entonces consecuencia del teorema 6.

3. Lo calizac idn de deriuacione s ex ter iore s,

Habiendo est ableci do la existencia de derivaciones exteriores en ciertas alge-

bras de Lie, dete rmin amos ahora en donde es tan situadas en V(L). Sato en [181

mue s tra que s ie mpre hay una de r iv ac ion exterior en el radical de V(L) si L es

nilpotente. EI problema es entonces dete nn inar si una der iv ac ion tal puede encon-

tr arse en el nil-radical de V(L). Introduclmos entonces algunas no tac ione s

No = V (V(L) LV C L2 Y L2V = (0) I ;

Co= V(O(L) LVCZ(L)yZ(L)V=(O)!

C(L) = ! V ( O(L) I LV C Z(L) l .
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Como L 2 Y Z(L) son ideales caracteristicos de L se sigue que No y Co son

ideales abelianos de D(L). Entonces No y Co e stan contenidos en el nil-radi-

cal de D(L).

TEOREMA 7. Sea L un algebra de Lie no-abe lian a tal que L -I [L, L 1 y

Z(L) -I (0).

(1) Si L no tiene s umando s directos ab e liano s y Z(M) C L2 para algtin ideal

M de L de c odim en sion 1, en tonc es L tiene una de riuac idn exterior en

(2) As umamos que L t iene un su mando d irec to abe lian a di fer ent e de (0).

(a) Si Z(L) no es un s umando directo de L. entonces L t ien e una der iuac idn

en No n C(L) .

(b) Si Z(L) es un sum ando directo de L y LIZ(L) no coincide can el algebra

derivada, ent onc es L t ie ne una deriuac ion exterior en Co'

(c) Si Z(L) es un suman do d ir e cto de L y LIZ(L) coincide can el algebra

der iu ad a, e nt once s L tiene una deriu ac ion exterior en Z(D(L)).

Pr ueb a. (1) Por h ipot es is , Z(L) C L 2 Y existe un ideal M de cod imens ion 1

tal que Z(M) C L 2 Y Z(L) C L 2 C M. Por e I lema 5, [L, Z(M) 1 C Z(M) , pero

[L,Z(M) ] -I Z(M). Ade mas te nerno s que to do endomorfismo D de L definido de

tal mane ra que LD C Z(M) , LD 1=[L,Z(M)l Y MD = (0), es una der ivac ion exterior

2de L, la cu a] pertenece a No puesto que Z(M) C L eM.

(2) Puesto que L t iene un sum an do direclo abeliano diferente de (0),

Z(L) ~ [L, L]. En tonces pode mos escribir L = L 1 eJ L 2 ,donde L 1 es un ideal

central, L2 un ideal tal que [L, L] C L2 Y Z(L2) C [L2, L2]. s: Z(L) no es un

sumando d irecto de L, e nton ces Z(L2) -I (0). Todo e ndom orfi s mo D, no nulo, de

L definido de tal man era que L 1D C Z(L2) Y L2D = (0) es una de rivac ion exte-
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rior que pertenece a No n C(L).

Si Z(L) es un sum ando dire cto y LIZ(L) no coincide con [L,L] , entonces

Z(L) = L 1 Y L2 + [L2, L2] . Todo endomorfismo no nulo D de L tal que

L 2D eLl y (L 1 + [L 2' L2]) D = 0 es una deri vacion exterior que pertenece a

Co' s: Z(L) es un sumando directo y LIZ(L) coincide con [L, L], entonces

Z(L) = L1 Y L2 = [L2, L2] = [L, z.l , La extension trivial del endomorfismo iden-

tidad de Lies una der ivae ion exterior que pertenece a Z(D(L)).

Togo con s idera ade mas una clase de algebras de Lie no incluidas en el t.eorema

7, que llama algebras de tiro T [26,267], prob an.do esenc iahn en te que tales algebras

t ien en una der ivacion exterior en el radical de D(L).

Finalmente, Sato seiiala que el radical nilpotente de D(L) puede consistir un i-

camente de derivaciones interiores. Un e jemp lo de tal e aso es el siguiente :

Sea L un algebra de Lie cuya base Ixl' x2' x3 I satisface

Definalll08 una derivac ion Do por

entonces, puesto que L Do q [L, L 1 , Dono es interior, de modo que L posee de-

rivaciones exteriores. EI nil-radical de D(L) es de hecho de dimension 2, genera-

dopor a1xl ya1x2'

En otro articulo, Sato [18] seriala que las algebras de Lie que poseen deriva -

ciones exteriores t ienen centro d iferente de (0), yen el teo rema 3 se ha mostrado

que toda derrvac ion de un algebra de Lie se mis imple es interior. Nos preguntamos
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e nton ce s si las algebras de Lie de centro no Lrivial tienen derivaeiones exteriores.

Sato mue stra que la respuesLa es negat.iva con struyen do un algebra de Lie de dimen_

s ion 41 con eenLro de dimension 1 y sin derivaciones exteriores.

4. Derivaciones exteriores del Radical.

La exi ste nc ia de derivaciones exterj ore s del radical R de L implica la ex is -

te nc ia de derivaciones exteriores de L. Para est ahlecer este resultado necesita-

mos las defin ici on es siguientes r4,180]

/

DEFINICION. Una s uba lgebra A de un algebra de Lie L es toroidal si, y so-

10 si,es ah e l ian a y todo s sus elementos son semisimples.

Sea x E GL(V) el algebra de Lie de Lodos los aut omorfi smo s lineales de un es-

pacio vectorial de dimension fin ita V sobre un cuerpo ¢, y G(x) la mas peque-

ria s uba lge bra de GL(V) que conLiene a x; Todo elemento de Gi x) es l lamado

una replica de x, En la deec ompos icion de Filling las componentes semisimple y

n il poten te de x son replicas de x ,

DEFINICION. Una s uba lgebra G de GL(V) es algebraica si, y solo si, toda

repl ica de un e lcm ento de G pertenece tamhien a G [4,180].

DEFINICION. Una subalgebra G de GL(V) es escindible si las componen -

tes de cada e lemen to de G pertenec en tambien a G.

Probamos ahora un resultado de Hochschf ld [101 que da una de s compo s ic ion de

una derivac ion de L.

LEMA 10. Sea L = SEll R una de s c ompos ic ion de Levi de L. D eno te mo s por

A(S) el conjunto -Ie der iu aci one s de L que envian S en (0). Entonces toda de-

rio ac icn de L es la s uma de una der iuac ion interior y de una deriuac ion que anul a

a S.
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Prueba, Tenemos RO C R para toda der ivac ion 0 de L. Todas las deriva _

ciones de S son interiores, I\lego existe un x E L tal que sO = lx,s 1 , para tod o

sES. Sea O'=O-adx, entonces SO' =(0) y, porlo tanto, [s,r]O'=[sO',rl+[s,rD']=

[s, rO'l , s E S, r E R. As i, 0 = 0' + adx .

Reciprocamente, t oda der ivac ion de R que satisfaga

extenderse a unarier ivac ion de L s i dcf'in imos sO = 0

[s,r] 0 = [s,rO] puede

paratodo s Eo S. De don-

de O(L) = I(L) + A(S) •

Podemos ahora probar el

LEMA 11. Entre las s ubdlgebras toroi da les max imale s del radical de O(R)

ex is te una que puede inmergirse en A(S).

Prueb a, Puesto que O(R) es al gebra ica las com pon en te s semisimple y n ilpo-

tente de toda der ivac io n de R esliin en O(R); entonces si P es el radical n ilpo-

te nt e de O(R), existe una subalgebra semisimplemaximal G1 Y una subalgebra

toroidal maximal B del radical H de O(R) tales que O(R) = G1 + H, H = B 1+P,

[G 1 B 1] = (0) , [5, 144]. Puesto que adR SO = [adR S, 0] , adR S es un ideal se-

.misimple de O(R). Ent.onces exi st e una subalgebra sem is imp le maximal G de

O(R) tal que adR S CG. Entonces G es la imagen del automorfismo especial 0

de O(R), [9]. Sea o ! B1) = B. Luego B es una suba lgebra toroidal maximal del

radical H de O(R) y [G, Bl = (0). Se sigue que [adR S, B 1 = (0), i.e., para toda

D E-B r y to do s s E S Y r E R, adRSB = (OJ, i.e., [r,sO] = 0, i.e., [s,r1 0 =[s,rO],

En consecuencia, 0 puede extenderse auna derivacion de L haciendo So= (0).

Y, por 10 tanto, B puede inmergirse en A(S).

Si L no essoluble podemos probar el

TEOREMA 12. Sea L un algebra de Lie no soluble, R su radical. Si R
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t iene una de riuacio n exterior semisimple en el radical de OCR), entonces L tiene~~~~~,

una deriuac idn exterior semisimple.

Prueba. Sea L = R EBS una de sc om pos ic ion de Levi de L. Por el lema 11

existe una subiilgebra toroidal maximal B del radical H de OCR) que puede in-

mergirse en A(S). Si H tiene una der ivac ion exterior semisimple enel radical de:

OCR) ta! der ivac ion exterior es un elemento de Byes una der-ivac ion exterior de

5. Una condic ion nec es aria y su/iciente para que una deriuac ion sea interior.

Sea L1 una subiilgebra de L. Denotemos por 0IL1 la restrlcc ion a L1 de

una derivac ion 0 de L y para todo subconjunto G de O(L) denotemos por

GIL 1 el conjunlo de OiL 1 para toda 0 E G .

Si I es un ideal semisimple de L y 10 el conjunto de todos los x E L t ales s s s s s r

que [l,x] = (0), entonces 1
0

es un ideal de L que contiene el radical de L y

L=/EB/o'

Probemos primero el

LEMA 13. Un ideal semisimple de L y su ideal complementario en L son am-/-/-/-/-/-/

bo s c aracteris ticos;

Prueb a. Scan I un ideal semisimple de L e 10 el ideal conol emen tarto de I

en L. Si 0 E O(L), entonces Oil es una d er iv ac io n de I en L y, por 10 tan-

to, interior. Entonces existe -un x E L tal que OiL

ID = [I, x] C I pue s to que I es un ideal yentonces

ad1 x , De donde

es caracteri s tico.

Sea R el radical de L. Puesto que R C 10 tenemos que 10 n R = R es el

radical de 1
0

, Entonces exi ste una subiilgebra sem is impl e T de 10 tal que
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10= TffJR. Puesto que R essemisimpleexisleun yeL ta l que O[T=adTy

para toda 0 E O(L). Como I' es un ideal de L. TO = [T, y] C I . Esto, [un-o a '

to con RO C 1
0

y, en consecuencia, 1
0

es c aracteri sttco.

Requerimos tamb ien el resuhado siguienle, el cual an otamo s sin prueba :

LEMA 14. Sean R y N e l radic al y nil-radical de L, respectivamente. Sea

G una subdl gebr a semisimple maximal del ideal compl eme ntario del ideal semisim-

pie mas grande de L. Ent onc e s n ing una adx , para x en G. induce deriu ac ione s

interiores de R 6 N [21,72].

TEOREMA 15. Una deriuac ion 0 de L es interior si, y solo si, existe un ele-

menta x e L tal que O[R = adxl R, donde R es el radical de L.

Prueba, Por su definicion, si 0 es interior, existe un x e L tal que 0 = adL x

y e nt once s 0IR = adRx. Supongamos ahora que I es e] ideal sem isimple mas

grande de L, e 1
0

su ideal complemen tar io en L,' G una suba lgebra sem isimple

maximal de la, y, por 10 tanto, 10 = GffJR. Sea Go= IffJG, enlonces Go es una

suba lgebra sem is imple de L. En cousecuencia, e x ist e y E L tal que OlGa

ady I Go' Sea 01 = 0 - ady, enlonces 01 es una derivae ion de L tal que

GaOl = (0) y esto es suf ie iente para probar el teore ma en el caso de 01 .

Supongamosque 0 es una der ivac ion de L ta] que GoO = (0) y satisface la

condie ion del teo-rema, Si Z es e] centro de R, pueslo que [G. Z] C Z Y loda

representac ton de un algebra de Lie semis imp!e es eo mpl etament e reducible, pode-

mos en eontrar un suhespaclo U de R tal que R = U GlZ Y [G, U] CU. Sea

xEL tal que OIR=adRx; en tonce s rO=radx=[r,x], para todo rER,sEG.

Puesto que (Go) 0 = 0 lenemos (G) 0= (0) J de donde [[r, a], s] =[ [r, s] , u] ,

para todo r E:. R. Como [u,s] E R, lenemos, por lema eI 14, que [u, s] = 0 y
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adu anura a G yes una der ivac ion interior de L, cuando x E: U. Asi,

GadxCGadUC[G,U]CU y GadxCZ. Por lo tan to, GadxCZ n U=(O). Pe-

ro Goadx = (0) y, por cons igu iente , D = adx,

Como una consecuencia te nemos el

COROLARIO. (i) D(L) = J(L) SI.Y solo s i, D(L) I R = I(L) I R.

(ii) Si toda deriuac idn de R p ue d e extenderse a una deriuac idn interior de L,

entonces todas las deriuac iones de L son int eriore s,

(i Estructura de L.

Finalmente investigamos como la es tructura de L es ta afectada por la existen-

cia 0 inexistencia de derivacfones exteriores. En este s ent ido tenemos el siguiente

resultado, otra consecuencia del teorema 6.

TEOREMA i6. Sea L un algebra de Lie tal que Z(L) i (0). Entonces :

(1) Si L no tiene derivaciones exteriores D tales que D2 = 0, entonces L

es i-dimensional 0 L no e s soluble Y su radical R es [L, R] , 0 es la suma di -

recta de [L,R] y del centro Z(L), el cua l es l-dimensional. En todos estos cas os ,

R es nilpotente,

(2) st D(L)

R = [L, R] •.

I(L), el ideal de deriuacione s int eriore s, L no es soluble y

Prue ba. Sea L = S $R una des c ompos ic ion de Levi de L. Entonces

L2 = S$[L,R] y, en consecuencia, [L, R] es el radical de L2. Ade mas [L,R]CN,

el radical nilpotente de L.

(1) Si L 110 tiene derivaciones exteriores 0 tales que D2=0 y L no es

I-d ime liS ional, entonces por e I teorema 6, 0 bien L = L2 • 0 bien L es la suma d i-
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recta de un ideal central I-dimensional L 1 Y un ideal d ifere rue de (0), L2, tal que

L2 = L ~ y Z(L2) = (0). De donde L no es soluble. En el primer caso L = S ElJR=

= L2 = SEB[L,Rl y, por 10 tanto, R = [L, R]. En el segundo caso L= L1EBL2 '

L 1 = Z(L) , Y el radical R2 de L2 es [L2, R2] = [L, R-\. Enlonces

R = Z(L) EB[L, R]. En ambos casos R es n ilpote nte.

(2) Puest o que L no t ie ne der ivac ione s ext.er ior es , (lei leorema 6 se sigue que

L=L2. Entonces L noessoluble y R=[L,Rl.
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