
Revista C olombiana de Matemtiticas

Volumen VII (1973), ptigs. 85 -.92

CONEXIONES SOBRE EL FIBRADO TRANSVERSO A UNA FOLIACION

por

Alberto MEDINA PEREA

RESUMEN

Se caracterizan ciertas conexiones sobre el

fibrado transverso a una fibr acion ba si c a, En particu-

lar, se deduce la nulidad del exotismo de una folia-

cion dotada de una metric a transversalmente proyec-

table.

Se dan aqui algunas caracterizaciones simples de ciertas conexiones, sobre el fi-

brado transverso a una [o liac ion, bas icas en el estudio de las clases caracteristicas

de Bolt y Haefliger. Todos los objetos aqui considerados se s upondran diferencia-

bles de c1ase Coo.

Partiendo de la noc ion clas ica de conex ion sobre un fibrado principal, darse una co-

ne x ion soLre un Ilbrado vectorial E P... M e qu iva ldra a darse una e onex ion sohre

el fibrado principal de referenciales asociado. Utilizaremos en 10 que sigue con no-

taciones evidentes, la sigtiiente propos ic ion :
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PROPOSICION 1. Oarse una conex idn sabre P
E ... M equivale a darse un

op erador diferenc ial de primer orden,

o : I" (E)

que cumpla la condic idn

O(js)=d/ e 5+/05,

para toda [uncion / y toda s ec cion s.

Supongamos M prov ista de una [ol iac ion F de codirnens ion p y nolemos con

F al Fibrado veclorial adaplado a F. EI Iibrado Q = T (V) / F sera el fibrado

tran sverso a F y E T(M , PT' G1ir, fR)) denotara al fibrado principal asociado ,

que lIamaremos fibrado de referenciales lransversos ala Iol iac ion S;77:T(V) ... Q

es la apl ie ac ion canon iea ; E T puede dotarse de una 1- forma lensorial e con

valores en fRP. poniendo para tod o Z tan ge nte en u a ET,

o tz: = u·1(77(P Z)) ,
T

con PT(u) = x yen donde u es considerado como un isomorfismo de RP sobre

la Iibra Qx' Definimos enlonces una Iol iac ion FT sobre ET poniendo

Un vector Z tangente en u a ET es langenle a FT si e(Z) = 0 y

de (Z,Z') = o para todo vee lor Z' langenle en u a E
T

Como se mue stra inmed iatam en te que FT es invar ian te por lranslaciones a de-

recha y que sus. hojas son reveslimienlos de las hojas de F, d ire mos , siguiendo a

Molino ([2]) que ET es [ol iado sobre (M. F). Una secc ion local de E
T

reu-

nion de hojas (locales) de FT se d ira sec cion adap tada a FT • 0 simplemenle,

se cc ion adaptada,

Una cone x ion w sobre E se llama transversa, 0 de Mol ino , si las hojas de·T
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la Iol iac lon FT son horizonlales para la conex ion. La ex is tenc ia de conexiones

transversus esta garanlizada por el hecho de que la dislribuc ion de term inada por FT

es d iferenc iable e invar ian te por lranslaciones.

Consideremos ahora una me tr ica Riemanniana sobre M y con ayuda de ella cons-

lruyamos un campo diferenciable de elemenlos de contacto de dimension p suplemen-

Larios (ortogonales) en cada pun to al e spac io langente a la hoja correspondienle. En

la vecindad de cada punlo se pueden constru ir entonce s n 1- formas reales d iferenc la-

bl I I d d 1 P e P+ 1 end d Ies inea mente in epen iente s, dx , ... , dx , , ... " on e as x i son

funciones distinguidas y las e i definen el campo de elemenlos de contacto suple-

menlarios a las hojas, Esto permite expresar loca lmente t oda q-forma diferenciable

f3 sobre M como una suma de 11 Iormas puras II del tipo ir.s} :

f3 = L_ f3r 5
r+ 5 - q r

donde una forma pura de tipo (r,e) e s , por definicion, una cornhinac ion I ineal de for-
i1 t, . d1 dsmas dx /\.," 1\ dx "e /\." 1\ e

Ade mas , si se calcula el referencial dual del coreferencial .1 dxa,eul. is-s».
P 1 < < e" = d U tU d a+ u n con x + a x r se encuentra

,donde IXa I es un referencial de Q y IXn I es un referencial de F. Conven-

dremos en decir que una forma diferenciable f3 de tipo (r ,0)

f3 = f3i "
1

i1 i2 ir
. dx "dx 1\""" dx
'r

es transversalmente proyectable si Xu (f3i ". i ) = 0
1- r

paNi todo U ([5]) ,

Adoptado este lenguaje, consideremos una conexion w sobre nuestro fibrado
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principal fol iado E T se tiene entonces

PR OPOS IC ION 2. La conex idn co es transversa si , y s olamente si, la re stric -

cion de w a toda sec cion adaptada de E es una forma de tipo (1,0).
T

Claramente si la re str-ic e ion de w a toda seccion adaptada eS de tipo (1,0) to-

do vector tangente a FT es horizontal para la conexion ya que el campo de elemen-

tos de con tacto defin ido por Festa precisamente dado por d xa = 0 .

Reciprocamente, si Cuo denota la restrtcckin de wauna aec c ion adaptada s

y

w = k dx a + k (Ju
o au'

el hecho de ser w transversa impl ica ,

o . •
Una conexton 0 sobre Q,

o : r (Q)

sera lIamada bdsica 0 de Bott si para todo X e I" (F)

-
Ox Z = TT [X, Z 1 ,

don de Z es un campo vectorial tal que TT (Z) = Z. La existencia de una cone -

xi on de esta naturaleza estas iempre asegurada (ver [1]). Nos proponemos mostrar

el resultado siguiente

PROPOSICION 3. D'ars e una cone xidn transversa s obre E equivale a dars e
T

una cone x idn bd s ic a sobre Q.

Supongamos primeramente que D es una con ex ion bas ic a y sea

U a x Gl( p, IR) una tr ivi a liz ac ion local de E tal que el re -
T
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ferenc iaf- I xa I este defin ido por la seccion - 1
aa/x) = fa (x , I). Localmente D

puede escribirse ,

Pero como D es biisica,

b v
()a (X) X b = DX X a = 77 [ Xu' X a] = 77 (- Xu ( ta ) X v) = 0

u

a10 que equivale a decir que la mutr iz de fa con ex ion D es de tipo 0,0). - Sea! Eb I

fa base canouica de G l(p, IR) Y pongamos

Existe entonces una iinica cone x ion sobre E determinada por las wa que, de
T

acuerdo con la propos ic ion 2, es transversa.

b
Reciprocamente, sea w = w a ~

b _ * b()a - (aa) wa y

una conexion transversa sobre Si

Se obtiene una conex ion D sobre Q poniendo

Diu a
a

D

Ade mas, como a a es adaptada la res tr icc ion de
b

wa a "« es de tipo 0,0) y,

por consiguiente

o

es decir,

o .

Por 10 tanto, si Z = ';a Xa ' X = ';u Xu

89



Fina:lmente, leniendo en cuenta las relaciones

se encuentra

•
Una conexion transversa (i) sobre ET es proye ctab le si ella es localmente

la imagen reciproc a de una conexfon sobre el f ibrado principal inducido por ET so-

bre una subvariedad transversa a F . Se muestra inmedfatamente que w es proyec-

tab le s i la ree tr lce-lon de co a toda s ecc ion adaptada es de tipo 0,0) y lransver-

sal mente proyectable. Una o bstruccion a la exiatencla de una conexion proyectable

es la Hamada clas e de Aliyah-Molino de fa foliacion ([2]). En 10 que sigue nos

proponemos construir una con exion proyectable tal que la forma diferenciable que re-

pres enta la dase de Atiyah-Molino de F, con respecto a esta cone xion , sea nul a,

Una me tr ica g sohre M dada localmente p.or

g = g d a dxb + g o" ev
ab x uv

se dice transversalmente proyeetable ([4]) si

para to do u ,

Cons Ider emos una variedad auxil iar B de dimension p provista de una metr i-

ca g B Y supongamos que Ia fol iac ion F con me lrica tran sv er sa lniente proyecta-

ble estii dada por el atlas estructural I Vi Ii I donde I Vi I es un recubrimienlo

ahierto de M y las Ii' Ii: Vi -. B , submersiones que satisfacen la cond ic ion:

Para todo existe una isometria local de B, hX tal que
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f. = hX
0 i.

7 • t

en la vecindad de x.

Se tiene entonces ,

PROPOSICION 4. Ex is te una con exidn UJ sobre ET transversa proyectable

de due ida de manera natural de la con ex ion de Levi-Civita UJ' de B .

Demos/radon. Sea R(B) eI Iibrado de referenciales de B • Como la apli-

cac ion

[XxI .- (x , dfi Xx)

es un isomorfismo, se deduce la existencia de un morfismo de Iibrad o principal

yen con s ecuenci a el d iagrama

F.
ET I Vi

t R(B)

PT I
f·

I,
v. t B'1t

donde p es la correspondiente proyecclon, es conmutativo. Por 10 tanto, si e'

de nota la forma canon ica sobre R (B) se tiene,

e = F.* e'
t

Por otra parte, S1 se define la cone x ion UJ sobre ET pon iendo
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se encu entra que la re lac ion

imp l ic a inmediatamente

de + W 1\ e = 0 .

La nul idad de est a tors ion y la propos icion 2 permiten mostrar que w es transver-

sa. Ella es tarnb ien proyectabl e.

Ade mas se observa que la cone x ion D sobre Q deducida de w; preserva

la me tr ica s ohre Q determinada por se : •

Nota. Como D es ba sfc a y preserva [a metr ica , t oman do

se deduce que las solas clases caracLeristicas obt enidas mediante el morfismo exo-

t ico SOil las crases de Pontryagin (ver [1]). No te se ade mas que,

(k)
Pont (Q) o para k> P .
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