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CONEXIONES SOBRE EL FIBRADO TRANSVERSO A UNA FOLIACION

por

Alberto MEDINA PEREA

RESUMEN

Se caracterizan ciertas conexiones sobre el
fibrado transverso a una fibracién basica. En particu-
lar, se deduce la nulidad del exotismo de una folia-
cién dotada de una métrica transversalmente proyec -

table.

Se dan aqui algunas caracterizaciones simples de ciertas conexiones, sobre el fi-
brado transverso a una foliacion, basicas en el estudio de las clases caracteristicas
de Bott y Haefliger. Todos los objetos aqui considerados se supondran diferencia-

bles de clase C*,

Partiendo de la nocion clasica de conexion sobre un fibrado principal, darse una co-

- ' . ? : - ;2 3
nexién sobre un fibrado vectorial E -+ M  equivaldra a darse una conexion sobre
el fibrado principal de referenciales asociado. Utilizaremos en lo que sigue con no-

taciones evidentes, la siguiente proposicion :
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PROPOSICION 1. Darse una conexion sobre E ’i M equivale a darse un

operador diferencial de primer orden,

D:T((E) > I'T"® E )

que cumpla la condicion

D(fs)=df @ s+ fDs,

para toda funcion [ y toda seccion s .

Supongamos M provista de una foliacién F de codimension p y notemos con
F al fibrado vectorial adaptado a F . El fibrado Q = T(V)/F sera el fibrado
transverso a [ y EpM, pp,Gl(p,R) ) denotara al fibrado principal asociado ,
que llamaremos fibrado de referenciales transversos a la foliacion S37:T(V) > Q
es la aplicacion canénica; Ep puede dotarse de una 1-forma tensorial 6 con

valores en R’ poniendo para todo Z tangente en u a Ep,
0(2)=ulinp.2))

con pT(u) =x yendonde # es considerado como un isomorfismo de R? sobre

la fibra Q.. Definimos entonces una foliacion FT sobre E;p poniendo :

Un vector Z tangente en z a ET es tangente a FT si 6(z)=0 'y
d0 (Z,7Z’) = 0 para todo vector Z' tangente en u# a ET.

Como se muestra inmediatamente que FT es invariante por translaciones a de-

recha y que sus hojas son revestimientos de las hojas de F, diremos, siguiendo a

Molino ([2]) que E. es foliado sobre (M, F). Una seccion local de ET reu-
nion de hojas (locales) de FT se dira seccion adaptada a FT , o simplemente,

seccion adaptada.

Una conexion « sobre ET se llama transversa, o de Molino, si las hojas de
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la foliacion F;  son horizontales para la conexion. La existencia de conexiones
transversas esta garantizada por el hecho de que la distribucién determinada por Fo

es diferenciable e invariante por translaciones.

Consideremos ahora una métrica Riemanniana sobre M y con ayuda de ella cons-
truyamos un campo diferenciable de elementos de contacto de dimension » suplemen-
tarios (ortogonales) en cada punto al espacio tangente a la hoja correspondiente. En
la vecindad de cada punto se pueden construir entonces » I- formas reales diferencia-
bles linealmente independientes, dx 1, Sy dxp, g+ 1, ..., 07, donde las £¥ 'gon
funciones distinguidas y las 6% definen el campo de elementos de contacto suple -
mentarios a las hojas. Esto permite expresar localmente toda g-forma diferenciable

B sobre M como una suma de " formas puras " del tipo (7,s) :

= 2 ’
B _qBr,s

r+s=

donde una forma pura de tipo (r,s) es, por definicion, una combinacion lineal de for-

i i d d
mas dxll\“,/\dx'/\() 1/\,.. AO S,

Ademas, si se calcula el referencial dual del coreferencial { dx% 0%}, 1<a<p,

p+1<u<n con 6"=dx"+tz dx?, se encuentra
= a_ ,u u = u
X,=0/9x%=1, 3/9x" , Xu—a/ﬁx

(donde {X,} es unreferencialde Q y {X,} es un referencial de F . Conven -

dremos en decir que una forma diferenciable [ de tipo (r , 0)

i i i
B=,Bi1,,,irdxl,\dxz,\,_,,\dxr
es transversalmente proyectable si X, (Bil_. - ir ) =0 paratodo «([5]).

Adoptado este lenguaje, consideremos una conexion @ sobre nuestro fibrado
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principal foliado ET ; se tiene entonces :

PR OPOSICléN 2. La conexion « es transversa si, y solamente si, la restric -

cion de « a toda seccion adaptada de ET es una forma de tipo (1,0).

Claramente si la restriccion de  a toda seccién adaptada es de tipo (1,0) to-
do vector tangente a FT es horizontal para la conexion ya que el campo de elemen-

tos de contacto definido por F esta precisamente dado por dx%=0.

Reciprocamente, si o, denota la restriccion de @ a una seccion adaptada s

_ a u
w,= k, dx +ku9 7

el hecho de ser  transversa implica,

1}
S
a

w,(d/dx,) = k,

Una conexion D sobre Q,
*
p:T"(Q > I'(T ® Q)
sera llamada bdsica o de Bott si para todo X ¢ ' (F)
DXZ = [xr Z] ’
donde Z es un campo vectorial tal que #(Z) = Z. La existencia de una cone -
xion de esta natraleza estd siempre asegurada (ver [1]1). Nos proponemos mostrar
el resultado siguiente :
PROPOSICION 3. Darse una conexion transversa sobre ET equivale a darse
una conexion bdsica sobre Q .

Supongamos primeramente que D es una conexion basica y sea

U ET | Uy » Uy xGl(p,R) una trivializacién local de ET tal que el re -
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ferencial { X | esté definido por la seccion oy(x) = legxl(x, D . Localmente D

puede escribirse ,
px = ¢°
a= Vg @ Xy .

Pero como D es basica,
b _ _ v -
ea(Xu)Xb-Dxuxa—ﬂ[xu,xa]=77(-xu(ta)XU) =0 |,

lo que equivale a decir que la matriz de la conexion D es de tipo (1,0). Sea {EZ }

la base canénica de GI(p, R) y pongamos
Wy = 0: @ E:

Existe entonces una iinica conexion sobre ET determinada por las wy que, de

acuerdo con la proposicion 2, es transversa.

b : .
Reciprocamente, sea w = w, ® EZ una conexion transversa sobre ET . Si
b _ * b @, _ b
0 = (0y) @, Y D X,=60,® X, .

Se obtiene una conexién D sobre Q poniendo

o

D]Ua=D

b .
Ademas, como o, ©s adaptada la restriccion de w, a o, es de tipo (1,0) vy,

por consiguiente

1}
S

6, x,) = o’ (g, X,)

es decir,

n
S

o o b
Dy Xz = 04 (X,) X,

Por lo tanto, si Z = rfa X, ,X=§£,X, sétiene sz=D§uxu(§axa)=§uxu(§a)xa.
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Finalmente, teniendo en cuenta las relaciones
[X X, ]=0 v
u v] -V [Xu,Xa] - Xu(ta)xv ’
se encuentra

”[fu xu'faxa""fuxvl):fuxu(fa) Xa' -

Una conexién transversa © sobre Ep es proyectable si ella es localmente
la imagen reciproca de una conexién sobre el fibrado principal inducido por Ep so-
bre una subvariedad transversa a F . Se muestra inmediatamente que » es proyec-
table si la restriccion de @ a toda seccién adaptada es de tipo (1,0) y transver-
salmente proyectable. Una obstruccién a la existencia de una conexién proyectable
es la [Tamada clase de Atiyah-Molino de [a foliacién ([2]). En lo que sigue nos
proponemos construir una conexion proyectable tal que la forma diferenciable que re-
presenta la clase de Atiyah-Molino de F | con respecto a esta conexién, sea nula.

Una métrica g sobre M dada localmente por
= d a d b 014 61/
87 Bgp 4x A + &y
se dice transversalmente proyectable ([4]) si
X, (8qp) = 0
para todo «, p+1<u<n .

Consideremos una variedad auxiliar B de dimension p provista de una métri-
ca  gp y supongamos que la foliacion F con métrica transversalmente proyecta-
ble esta dada por el atlas estructural { U; fi } donde ¢ U; ! es un recubrimiento

abiertode M ylas f;, f;:U; - B, submersiones que satisfacen la condicion:

Para todo «x ¢ Uu; N Uj existe una isometria local de B, b* tal que
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en la vecindad de x .

Se tiene entonces ,

PROPOSICION 4. Existe una conexion « sobre Ep transversa proyectable

deducida de manera natural de la conexion de Levi-Civita «' de B .

Demostracion. Sea R(B) el fibrado de referenciales de B . Como la apli-

cacion
Q| U; — f;*(T(®B))
(x,I — (x,df; X, )
es un isomorfismo, se deduce la existencia de un morfismo de fibrado principal

F;:Ep | U; —— R(B)

y en consecuencia el diagrama

F;
Br| Uy}l “R(B)
/]
U c———l B

donde p es la correspondiente proyeccion, es conmutativo. Por lo tanto, si  6°

denota la forma canonica sobre R(B) se tiene,
*
0=F, 0
i
Por otra parte, si se define la conexion @ sobre E poniendo

@ = . @ »
IET]UZ- /i
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se encuentra que la relacion
df’ + o' A 0’ = 0 ,

implica inmediatamente
df + o A 6 = 0

La nulidad de esta torsién y la proposiciéon 2 pemiten mostrar que © es transver-

sa. Ella es también proyectable.

Ademas se observa que la conexion D sobre Q deducida de « , preserva

la métrica sobre  Q determinada por gp . &

ve=vizp

Nota. Como D es basicay preserva la métrica, tomando

se deduce que las solas clases caracteristicas obtenidas mediante el morfismo exo-

tico son las clases de Pontryagin (ver [1]). Notese ademas que ,

(k)
Pont (Q) = 0 para k> p
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