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LA DESIGUALDAD DE CAUCHY - SCHWARZ

por

Alonso T AKAH ASHI

RESUMEN

Se obtiene uno qe n er c l i z o c ic n de 10 d e s i-

gualdad de Cauchy-Schwarz para una forma her-

mitico p o s it iv o Con valores en una C*-olgebro

no necesariamente c o nmu t o t iv c • La de mo s tr o c io n

de este resultado se usa l ue qo para dar una n ue-

v c d e rnc s tr o c io n de la mencionada desigualdad

c u on do la C*.algebra en cue s r io n es conmuta-

tivo.

1. C* - algebras. Una C*- a lgebra es un algebi'a normada e invo l ut iva Alai que

:!aii2= Ila*all paratodo afA. Si A es una C'-algebra y A esclalg('-

bra invol ut iva obtenida a partir de A aiiadiendo un clemento unidad, entonccs la

norma de A puede extenderse a A de manera un ica , bajo la c ond ic ion dc hac er

de A una C'. algehra ([ 1] , 1.3.8). Esto permite redueir easi s icmpre el CSlu-

dio de las C'-algehras al easo en el cua l hay un e leme nto unidad; harcmos cs ta

h ipo ies is de ahora en adelante.

Para eada elemento a de una C· -algehra (con unidad 1A)' el e s pe c tro de a

es el eonjunto Sp a de todos los nu mero s eomplejos A tales que a-A.1A no
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ti en e inverso; en consecuencia, a es invertible si, y solo si, 0 f Sp a. Para todo

l/n
a de A existe el limite p (a) = lim II an II ; este es el radio es pe ctral de a

n4c>o

([ 2] , Theorem (1. 4.1)) y se tiene que p (a) = sup (Sp a) ([21 , Theorem (1.6.4) ).

Si c esunelementoinvertibleentonces SP(c-1)=(Spc),l(=\A:A-1fSpcl).

Sea A una C'-algebra y sea b un elemento de A; se dice que b es auto-

adjunto si b" = b. En este c as o, todo elemento Spb es real. Se dice que un

clemento c es p os it iuo, y se escribe c:::: 0, s i c es auto-adjunto y puede es-

cr ibi rse en 101 forma a a " para a lgu n a de A; e sto ocurre si, y solo s l , torlos

los el e mcnto s de Sp c son nu mero s reales no negalivos. EI conjunto de t odos los

c de A tal es que c > 0 se de nola A+; eSle es un subconjun to de A ce-

rrado con res pee to a 101 lopologia in due ida por la norma ([ 1], 1.6.1). Si c:::: 0 y

c' > a enlonces c + c' ::::° y t.ambicn tc> 0 para t odo real 't no negativo;

si a y b son elementos de A tales que a < b entonces c " a c < c " bc ,

para tod o c de A ( l1] , 1. 6.8) .

Note se que, para todo nume ro t y todo elemento a de A, Sp(a+t.lA) = Spa+

t(=!A+t:AfSpa!); entonccs,si «» o ytomamos too E>O, 0fSp(a+E.IA);

fuego a + E. 1 A es invertihle.

Si a es un elemcnto auto-adjunto y es un real tal que t::; A, para todo

AfSpa, entonccs Sp(a-t.lA)O'!A-t:AfSpal,luego Sp(x-t.lA) es-

la constituido por numeros rea les no negativos, es decir, a:::: t. 1A •

Si a es auto-adjunlo (en part,icnfar, si a:::: 0)

2 2 1/2n
Ijal: yentonces Iia nil = Iiall, paraLOdo

entonces Ila21lO'lla'all =

n natural. Tomando el li-

mite cuando n 4C>O se concluye que pea) = [I all yentonces Sup (Sp a)=!lall·
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2. Formas hermiticas p osit iuas, Sea A una C' -algebra con unida d y sea H

un modulo unitario sobre A .. diremos que A es 1<1 C'-algchra de e s c al ar e s de

H. Como lAfA puede ide nt ificarse cada nume ro compleju Ie con el clemenlo

le.lA de A yenlonces H pucde considerarse COITIOIHl csp ac io vr-ot or ia l comple-

jo

DEFINICION. Una forma bermitica sobre H con val orcs cn A es una apl ica-

cion
<1>:HxH .... A

t a1 que, para Lodo x , x', y f H Y tod o a f A las s i!!:uicnt c-s coud ici onc s se vc-

r ili can

(i) < x + x' I y > = < x I y > + < x' y >

(ii) < a x I y> = a < x I y >

(iii) < x I y> = < y I x > * .

Factlme ntc se comprueba que en es te caso :

(i' ) < y I x + x' > = « Y \ x > + < y I x ' >

(ii') < x I a y > = < x I y > a'

(iii') < x I x> es aUlo-adjunto.

Una forma he rmit ica < I> sc dice positiva s i, para torlo x f H se t icn e que

(iv) < x I x > > O.

3. La de s igualdad de Cauchy - Schwarz. La c ono cid« desigualdad de Cauchy -

SclJwarz para formas he rm it icas posilivas con valores complejos ad mite la siguien-

Ie generalizacion :

TEOREMA. Si H es un modulo unitario sabre una C'- algebra A y < I >
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es una forma hermitica p osit iua sobre H con valores en A. enton ces

<xly> <x!y>':::; II<yly>ll<xlx>.

para todo par de elementos x , y de H •

D'emos tracio n , Sean a un elemenlo cualquiera de AyE un numero real

mayor que cero . Enlonces :

0:::; < x - ay I x - ay > = < x I x> -< x I y> a' - a < y I x> + a < y I y > a'

Como aa' > 0 enlonces ta mhien E. aa' ~ 0 .. luego

0:::; < x I x > - < x I y > a' . a < y [x> + a < y [y> a' + E· a a'

es decir ,

lJenolandopor M el sup[Sp <v l v >] ycomo <y!y> ~ 0

ne que M = [I < y I y > II ~ O.

se Lie-

Tomemos z = < y I y > + E. 1 . Como E> 0 enlonces exisLe «!
bien, in/[Sp z·l] = in/ I It: It -1(Sp z ! = 1/ sup (Sp z ) , Pero

Spz=SP«Yly>+E.1)=IIt+E:It(Sp<Yly>l. luego sup(Spz)=M+E,

esdecir, inj[Spz-1]= l/M+E yenlonces z-l~[l/(M+E)]'lA'

Ahora

entonce s -1z

a = < x I y> z -1. Como z ~ O. en particular es auto-adjunto y

tambien 10 es; luego a' = «! < x I y >'. Reemplazando a ya'

Sea ahora

en la desigualdad (ex) se obt iene

e sto es
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Luego
< <xix>

Pero, de la de s igua ldad [1/(M+E)l.l < -1z an rcr ior mc ntc oht c n id« ,,(' dc"prt'lI-

dc que

0«'>( II)" *x : y ----- A <, x i y > ::;M+E <xly> «! <xly> * .

Luego
0< <.X·: x > ,

cs to es
o~ <xiy><xiy>* s: (M + E) < x ; x >

COlli0 A+ es cerrado, sc coneluye que

que es la desigualdad propucsta. •

4. EI cas o conmutativo. Cnando A e s cnn mut a t iva pu cdc obtcncr-sc un rcsul-

t ado mas ajustad o :

C orolario 1. Si en e l te orem a anterior A es canmutativa, entonc es

Demostraci6n. Como en la demo strac io n del te orcm a, ohtc nemo s

COlllO en es te caso el produc to de elementos po sr tivo s cs pos it ivo se Lienc, rnu l t i >

plicando por z

< x ; y > < x i y > * S. <x; x> < y : y > + E < x : x > .
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ESla re lac ion implica el corolario . •

5. Desigualdad numer ic a, Teniendo en c ue nt a que en una C'-algebra, si a.b (A+

ya<b cnt on c es [iaiis: lib[! ([l],1.6.9), ladesigualdadoblenidaen 3

implica, bajo las mismas h ipo t es is , el re sultado siguienle

Coral aria 2. Para todo x y todo y en H ,

II < xl y> il
1/2 1/2

< il<xlx>11 li<yly>l:

6. Not as: , (1) Si A = C , la dcs igual dad obtenida en el casu co nmu ta t iv u es el

rcs ultadn cla s ic o .

(2) Er rcsul ra do obt.cn ido para el casu con muta t ivo no es cierlo, cn gencral, en

('I casu no-c on mut a t ivu. En declo; s i sc t.oma H = A = el espac io de las matr ice s

2x2 conelcmenloscomplejosysedefinc <xiY>=xy*, donde y' esla

conjugada dc la ira spucs ta dc y, sc ohticnc una forma hcrmit ica pos itiv a sobre H

con val orcs cn Ii. Tomando

y y

sc t ien e

<xix> <y[y>-<xIY> <xl y>'

y e s te c le mento no es pos it ivo ,

lOI)
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