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LA DESIGUALDAD DE CAUCHY - SCHWARZ

por

Alonso TAKAHASHI

RESUMEN

Se obtiene una generalizacién de la desi-
gualdad de Cauchy-Schwarz para una forma her-
mitica positiva con valores en una C*-élgebra

no necesariamente conmutativa. La demostracion

de este resultado se usa luego para dar una nue-
va demostracion de la mencionada desigualdad
cuando la C*-algebra en cuestion es conmuta-

tiva.

% - - - . .
[ C"-dlgebras. Una C*-algebraes un algebra normada ¢ involutiva A tal que

2 f ' wilE 1 -
aji“=1la"a|| paratodo aeA. Si A esunaC"-algebra y A eselalge-

11 |
bra involutiva obtenida a partir de A anadiendo un elemento unidad, entonces la
norma de A puede extenderse a A de manera on ica, bajo la condicion de hacer
de A una C*- algebra ([1], 1.3.8). Esto permite reducir casi siempre el estu-
dio de las C*'élgebras al caso en el cual hay un elemento unidad ; haremos esta
hipotesis de ahora en adelante.

Para cada elemento @ de una C*-algebra (con unidad 14), el espectro de a

es el conjunto Sp @ de todos los nimeros complejos A tales que a-A-14 no

101



tiene inverso; en consecuencia, a es invertible si, y solo si, 0¢ Sp a. Pyq todo
. . . apl/n .
a de A existe el limite p(a) = lim || d"|] ; éste es el radio espectral de a
n->o00

([2], Theorem (1.4.1)) y se tiene que p(a) = sup (Sp o) ([2] , Theorem (1.6.4) ).

Si ¢ es un elemento invertible entonces Sp(('l) = (Spc)'1(= fasale Spci).

Sea A una C*-{xlgobra y sea b un elemento de A ; se dice que b es auto-
adjunto si b*=b. En este caso, todo elemento  Spb esreal. Se dice que un
elemento ¢ es positivo, y se escribe ¢ >0, si ¢ es auto-adjunto y puede es-
cribirse en la forma @a* para algin a de A ; esto ocurre si, y solo si, todos
los elementos de  Sp ¢ son nimeros reales no negaiivos. El conjunto de todos los
c de A tales que ¢ >0 sedenota A", éste es un subconjunto de A ce-
rrado con respecto a la topologia inducida por la norma ( [1], L.6.1). Si ¢ >0 vy
c*>0 entonces c+c’>0 ytambién fc>0 paratodoreal * no negativo;
si a y b sonelementosde A tales que @<b entonces c *ac< c*bc,

para todo ¢ de A ([1],1.6.8).

Notese que, para todo nimero ¢ y todo elemento a de A, Sp(a+t- 14)=Spa+
t(={A+t:XeSpal); entonces, si a>0 y tomamos ? = €>0, 0¢Sp (a+ E'IA).‘

luego a+ €. IA es invertible.

Si a es un elemento auto-adjunto y ¢ es unreal tal que #< A, para todo
Ae Spa, entonces Sﬁ(ﬂ-t.lA)=§/\-t.'/\cSpa§ ,luego Sp(x-t.IA) es -
ta constituido por nimeros rea les no negativos, es decir, a> t. 1A .

Si a es auto-adjunto (en particular, si > 0) entonces :faz“f =|la* al =

2 ZHW 1/2n

[la!l® yentonces ||a

i

=|lal|, paratodo » natural. Tomando el li-

J i

mite cuando 7 >~ se concluye que p(a) = [|a|| yentonces Sup (Sp a)=a .
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2. Formas hermiticas positivas. Sea A wna C*-algebra con unidad y sea H

un modulo unitario sobre A ; diremos que A es la  C*-algebra de escalares de

H. Como 1yeA puede identificarse cada nimero complejo A con el elemento
Aely de A yentonces H puede considerarse como un espacio vectorial comple-

jo .

DEFINICION. Una forma bhermitica sobre H con valores en A es una aplica-

cion
<:>.’"><H > A

tal que, para todo x,x’, yeH ytodo aecA las siguientes condiciones se ve-

rifican :
() <x+x |y>=<x]y>+<x|y>

(i) <ax|y> =a<x|y>;

|

(iii) <x|y> =<y|x>*.

Facilmente se comprueba que en este caso :

(#) <y|x+x>=<y|lx>+<y|x">

(ii') <x|ay>=<x|y>a*

(iii') < x| x> es auto-adjunto.

Una forma hermitica < |> se dice positiva si, para todo x ¢ H se tiene que

(iv) <x|x> > 0.

3. La desigualdad de Cauchy -Schwarz . La conocida desigualdad de Cauchy -
Schwarz para formas hermiticas positivas con valores complejos admite la siguien-
te generalizacion :

|~

TEOREMA. Si H es un modulo unitario sobre una C*-dlgebra Ay <[>
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es una forma hermitica positiva sobre H con valores en A, entonces
<x|y><x|y>* < l<y|y>]<x|x>,
para todo par de elementos x,y de H .

Demostracion . Sean a un elemento cualquierade A y € un nimero real

mayor que cero . Entonces :

0< <x-ay|x-ay>=<x|x><x|y>a*-a<y|x>+a<y|y>a*
Como aa* > 0 entonces también €.aa*>0 ; luego

0< <x|x>-<x|y>a*-a<y|x>+a<y|y>a*+ €- aa* ,
es decir ,

0< <x|y>-<x|y>a*-a<y|x>+a(<y|ly>+€-1) a* . (2)

Denotando por M el sup[Sp <y|y>] ycomo <y|y> > 0 , setie-
ne que M= [[<y[y>]| > 0.

Tomemos z=<y|y>+€.1 . Como €>0 entonces existe 21, Ahora
bien, inf[Sp z'1]=inf{/\:)\'Icsz¥=1/sup(Sp z). Pero
Spz=Sp(<y|ly>+e.1)={A+e€:reSp<y|y>} ., luego sup (Spz)=M+E,
es decir, inf(Spz1]=1/Mre yentonces z Iy [1/(Mse)) 1, .

Sea ahora a=<x|y> zl. Como z> 0, en particular es auto-adjunto y

entonces z' ! también lo es ; luego a* = z 1< x|y>*. Reemplazando a y a*

en la desigualdad (@) se obtiene
0< <x|[x>-<x|y> 21 <x|y>* - <x|y> z'1<x[ y>* 4 <x| y>z'Izz'1<x!y>‘,

esto es

0 < <x|x>-<x|y> z'1<x[y>‘.
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Luego i
<xjy>z<xly>* < <xlx> .

Pero, de la desigualdad [1/(M+ =) 1.1 < z anteriormente obtenida se despren-

de que
0 >l 1 ot * . | -1 |
S<xiy> ( ———14 ) <xjy>* < <x|y> 277 <x|y>*
M+ € - o o
Luego
OS _._1___ <_\A:)r\<.\~'\*,* < <x'x> |
M+e . - )
esto es

OS <x;y><x[y\* < M+ €)<x

Como A% es cerrado, se concluye que

0 < <xly><xly>* < M<x'x> ,

que es la desigualdad propuesta.

4. El caso conmutativo. Cuando A es conmutatliva puede obtenerse un resul -

tado mas ajustado :

Corolario 1. Si en el teorema anterior A es conmutaliva, entonces

<xly><x|y>* < <xlx> <yiy> .

Demostracion . Como en la demostracion del teorema, obtenemos

<x'y> z'1<xjy>* < < xIED>

(.()mu en este caso el produ(‘.lo de elementos p()sili\'()s es p()sili\u se liene, multi-

plicando por =z :

<xly> <xly>*r < <xla><yly>+e<aix>,
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Esta relacion implica el corolario .
5. Desigualdad numérica. Teniendo en cuenta que en una C*-algebra, si a,b ¢ A"

[la!' < !"b!! ([1], 1.6.9), ladesigualdad obtenida en 3

hi

y a<b entonces

implica, bajo las mismas hipotesis, el resultado siguiente :

Corolario 2. Para todo x ytodo y en H,

‘ ) B : ) 1/2 ) '_1/2
(<x|{y> | < | <x|jx>| <yly> | .

6. Notas. (1) Si A=C , la desigualdad obtenida en el caso conmutativo es el

resultado clasico .
(2) EIl resultado obtenido para el caso conmutativo no es cierto, en general, en

el caso no-conmutativo. En efecto, si se toma H=A = el espacio de las matrices

2.2 con celementos complejos y se define <x]y>=xy*, donde y* esla

conjugada de la traspuesta de 'y, se obtiene una forma hermitica positiva sobre H

con valores en A . Tomando

se tiene
1 0

<x[x> <yly>-<x|y> < x|

y este elemento no es p()si(i\o .
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