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FUNCION GENERATRIZ DE MOMENTOS DE V ALORES PROPIOS DE UNA MATRIZ
CON DISTRIBUCION WISHART

por

Luis H. RODRIGUEZ

RESUMEN

IJn problema general en el anadlisis Multivariante de la
Estadistica lo constituye la derivacion de la funcion genera-
triz de momentos de una matriz ‘cuya ley de distribucion sigue
la Wishart. En este articulo se deriva dicha funcion para los
valores propios de la matriz y se incluye un ejemplo a mane-
ra de ilustracion. Los resultados son validos para el caso par-
ticular en que #-p es un nimero impar; donde 7 es el para-
metro correspondiente a la distribucion Wisharty p la di-

mensionalidad de la distribucion .

1. Introduccion. Existen varios problemas en el area del analisis estadistico mul-
tivariante que se relacionan con los valores propios de una matriz aleatoria cuya
funcion de densidad probabilisli(-a es “isharl, es decir,

|A| ("'[)'1)/20\[7( ryta
(L) A Wy 1,2) = e

np/Z p(p 1)/4 _ n/20 ) /
- 1S U [(ne1-0/2]
i=1
i )
donde A = \ / /' y /] se distribuye como normal multivariante con parame-

i=1
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tros 0 v X . Para el caso particular ¥ =71, la matriz idéntica, la funcion de
se puede escribir en términos de los valores propios Cponns cp !

densidad en (1.1)

de A como sigue :

14 14
_p/2 11 rf.”'/"”/‘? exp (- é'él(" ) AL( c;-c. )
! 1) ! si A estd

P
1

27 2,1

) = ( i=

1H‘[(Hl-i)/zil‘[(p+1-f)/2l §

definida positiva ;

0  en caso contrario.

Se asume que » > p sin pérdida de generalidad. Si p > », entonces la funcion de

densidad de fos valores propios no nulos se obtiene a partir de (1.2) intercambiando

por p. Los resultados en este articulo seran validos para el caso en que p> »
si se hace el intercambio de los papeles de # y p. Usando una propiedad del de-

y = j-1 L . I3 e
(c77) [11, la ecuacion (1.2) puede escribirse como
i

terminante de la mairiz B =

p/2 p!  Sj+plp-1)/2 (n-p+1)/2

i S

1y z':_l( 1) ((1 cﬁ)

V4 -] np/2 P

: 2/ 'HII‘[;(n-l-i)lr[;(/1+l-i)!
i=

i i
((1”‘(/7)().\'[}(-22 c., )
il 4 =] 1

~

si A esta definida positiva v donde Tos valores propios de A satisfacen e, <>
>c o,

V4

Funcion Generatriz de momentos. La multiplicacion de (1.3) por una constante

[11 v la definicion de Tuncion generatriz de momentos da como resultado :

s]-+ p(p-1)/2

o0 (‘1 (7}_’ P/
(2.1) M(tl,...,t/))= k(u,/))ff f j‘;l(-l) .
0o o 0



-1

(Ci i
p \3 expl-ic (1-21))]
dc dc,...d ;
i T, ) P2y
Ti
donde
7 illl Di(n+2i)]
(2.2)  k(n,p) = (1)1 7
I T lim-1-2) V1 I'(i/2)]
i=1 ey
para p impar, y
p/2 b1
s lj D[ t(n+1+27)1
(2.3) k(n,p) = e'?)
zp-1 14
M I'lim-200 11 ' (i/2)
i=0 i=1
para p par , y s.y &  estan dados por la tabla incluida al final de este ar-

7

ticulo .
El intercambio de la suma y las integrales (valido en este caso) permiten al
autor sugerir un sistema de notacion abreviada, a saber :

~ jil
1 oexp [y (1-2t )]
)] e\[}[ '\1 1

)
2 ol %, ; = ) . dy
(2.4) Bp].(.ll,.,., iy II,.,.,tp)f Xow Gip-1)j 1y,
0 1

P . :
donde G(p-l) es el resultado de integrar (2.1) con respecto a las variables
A R c y G esfunciondelos oy los t. Una formula recurrente para
= 14
dichas inl(*gral(‘s se encuentra en [11.

L.a notacion (2.3) permite entonces presentar la funcion generatriz de momen -

tos de los valores propios de la matriz con distribucion Wishart de la siguiente ma-
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nera :

’ S'+M

o 7 2 ((x )
2.5 4 f9v oo =R Z -1 : ir0eey Ao S0 ,000,
(2.5) M(11,12,13,I4, ; Ip) k(”’f})]"‘l (-1) B[’] ii OL] tl t,)

A partir de ella se pueden calcular [os momentos por los métodos ya conocidos pa-
ra derivar la ecuacion (2.5) y evaluar con t;= 0  segin el momento del valor pro-

pio que interese .

3. Funcion Generatriz de momentos para p=2. La evaluacion de (2.5) para el
caso p=2, si n-p esun namero impar, se expone en detalle a fin de dar una
idea mas clara sobre los resultados anteriores.

En primer lugar efectuamos la evaluacion de la constante  k(n,p) de acuerdo
con la ecuacion (2.3)

77;] ( n+ 1)
k(n,2) = 2

1(121)

El siguiente paso sera evaluar las ecuaciones de la forma (2.4) ,

. -Y, . - .
2 1]2_1 X ]2 (x+ 1]1) F(x+a 1)
By o, pt it )= 11 (1-2t.)-d.. - X 1-2¢, 2-2t1-2t -
0y i r2 =g i’ s, l 2 [(<'z].)l‘(x+1)
1

Por consiguiente, la funcion generatriz de momentos tendra la forma

1
77; r(fu 1) { —12-1‘( -n;l Hn+1)- x‘ﬂzi‘
: | - 2 Ry 12t ) S (I-Zt)
(:;l) M(fl, f2) -—T— \_I 211) , 2 + 8 2
3]
-1
) n-l) , .1 _nil _n-1
fost) o, s2) .
(2.2;,.2;2) it s (1-2t)) T (1-2ty) ”

P L;—’) (x+1)
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1(n-1)-1 "'22:-1 -(X+£2-+—l) F!x+ yLI)
-3 1-21, (2-2: -2t2) 2 g
ol f I Z’jtl) [(x+1)

Esta funcién servira para calcular los momentos de los valores propios de una ma-

triz A -W,(nl). Es de notar que éstos dependen inicamente del parametro 7
-

que indica el nimero de vectores Z,- distribuidos como normales multivariantes

5
con media 0 y covarianza X .

4. Ejemplo. Asumamos, p=2, n=5, j=1,2; de modo que I; =0, 12=1;21=1 )

2,=0; 0611=2 : <X12=3 ; 0621=3 M 0622 =2, Por consiguiente ,
1 -2 .32 x-3 -(x+2) 2
@.1) My, 1= Z=LO) 10 Y o0120,)7 3 J1-20) (220,200 ﬂu__.]
Y Moyt g : =Y =2 LT (x+1;
2
-3 2 1 x-2 -(x+3)
(1-2t,) - (1-2t,) =S [(1—21) T 2-21,=21,) . .—I:—(’ii-”—]
1 2 TSl T2 172 T 3T (x+1)
y
(4.2) M(©0,0) = 1
2
M(t,,0) =72
(11 ) 3
M ,2) =21
2 3
M’’(0,0) = 12

Estos resultados se comparan favorablemente con los obtenidos en [2] para la tra-

za de la matriz A .

E (61+ c2) = 2n ypara el casode n=5, el valor esperado sera 10 que es la

suma de los dos valores esperados hallados en (4.2) .

6. Conclusiones. La funcién generatriz de momentos de los valores propios de

una matriz A que se distribuye comouna Wishart con parametros 7, 2=I y de di-
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mension p, puede ser hallada mediante la expresion de la correspondiente funcion
de densidad en forma tal que podamos aplicar un proceso iterativo al desarrollar
las integrales que aparecen en el problema. Los momentos de dichos valores pro-
pios para una p fija, son funciones inicamente del parametro » de la distribu-
cion Wishart . Ha sido demostrado por el autor para el caso p=2, que los valores
medios de los valores propios suman 27, Para el caso en que »-p es un namero
par, el autor ha demostrado, aunque no en forma satisfactoria, que las integrales en
cuestion son divergentes [11y, por lo tanto, la funcion generatriz de momentos no
existe para ningun real .

Se halla en proceso de investigacion el determinar si los valores esperados de
los valores propios son consistentes, ya que el (‘j(‘mpl() expuesto demuestra que en

general son sesgados.
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Tabla : Parémetros de la funcidn generatriz de momentos.

& T a. a. a. a. )
/RS S T R E R V' iy T is i K(n,p) S
1 o 1 n-1 n¢l el (et 0
2 2
2 1 0 n+1 n-1 1
2 2
1 o 1 2 n-2 n nt2 0
2 2 2
2 0 2 1 n-2 ny2 n ]
2 2 2
3 1 0 2 o n-2 nit2 1
2 2 2 2y a2
27 [N (EL2)
2 n nt2 n-2 —2 5
£ 4 @ .8 rebres) °
2 <
s 2 0 1 n+2 n-2 n >
2 2 2
6 2 1 0 nt2 n n-2 3
2 2 2
1 0 1 2 3 n-3 n-1 nt 1 nt3 0
2 2 2 2
2 0 1 3 2 n-3 n- 1 n+3 ntl 1
2 2 2 2
3 0 2 1 3 n:3 ni 1 n-1 nt3 1
2 2 2 9
4 0 P 3 1 n- n+ 1 n43 n-1 2
2 2 2 2
5 0 3 1 2 =83 ni3 ol n+l ”
2 2 2 2
6 o 3 2 1 823 p+3 pil a=l 3
2 2 2 2
- 1 0 2 3 n-1 n-3 n+t 1 n+3 1
2 ) 2 2
8 1 0 3 o n:l o m-3 0 i3 il 2
2 2 2 2
9 1 2 0 3 n-1 nrl  n-3 i3 >
2 2 2 2 g
27 DAL T (BE2)
0 1 2 3 0 n-1 nil  ng3 n-3 2 2
2 2 2 2 I‘(%) I‘e“—z'—)
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1 1 j ] j . Q. . Q. K .
P ) I I5) 13 J 4 i in ’3 i (n,p) s

11 v 3 o 2 al o n#3 n-3 nil 3
2 2 2 2

12 1 3 g o =l n+3 ol n-3 4
2 2 2 2

13 2 0 1 3 n+ 1 n-3 n-1 nt3 2

' 2 2 2 2

14 2 0 3 1 ol £33 n- 1 3
2 2 3 2

15 2 1 o 3 ol a-l  n:3 43 3
2 2 2 2

16 2 1 3 0 nxl n-1 ni3 n-3 4
2 2 2 2

17 2 3 0 1 n+ 1 nt+3 n-3 n-1 4
2 2 2 2

18 2 3 1 o ol n+3 a1 n:3 5
2 2 2 2

19 3 0 1 2 hs3 -3 n:l at3 3
2 2 2 2

20 3 0 2 1 3 n:3 03 a-1 4
2 2 2 B

21 3 1 o 2 &3 -l - pi3 nt3 4
2 2 2 2

22 3 1 2 o n#3 n-1 43 n:3 5
2 2 2 2

23 3 2 0 1 ni3 n+3 n-3 a-1 5
2 2 2 2

2% 3 5 1 0 n+3 n+3 n-1 n-3 6
2 2 7. 2
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