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FUNCION GENERATRIZ DE MOMENTOS DE VALORES PROPIOS DE UNA MATRIZ

CON DISTRIBUCION WISHART

por

Luis H. RODRIGUEZ

RESUMEN

IJn problema general en el on o l i s i s Multivoriante de l o

Estad'stiea 10 eanstituye la de r i v o c io n de la funeion q e n e r c-

triz de momentos de una matriz "cuye ley de di s t r ib o c io n sigue

la Wishart. En este articulo se deriva dieha [un c io n para los

valores propios de 10 matriz y se incluye un ej e rnp ]o a mane-

ra de il~stracion. Los resultados son vo l i do s para el caso par-

ticular en que 11.-p es un num e ro i rnp or: donde n es el para.

metro eorrespondiente a la d i s tr i bu c io n Wishart y p la di-

mensianalidad de la d i s trib u ci o n .

I, lntro du cc ion, Existen var io s problemas en el area del ana l is is c st ad istico mul-

tivari an tc que se rel ac iona n con los valores propios de una ma tr iz ale ator ia cuya

Iuncton de densidad probabilistica es Wishart, es d ec ir ,
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t ro s 0 y 2:. Para c l caso par t icular 2: = 1" la ma tr iz ide n t ica , la [unc iou de

c cn s id ad en u.n s c pu cdc escribir en te rm in os de los valorcs propi os c I' ,. ", cp ,

de A como sigue :
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defin id a p os it iu a ;

ell ca so con tr ar io,

~e as umo qUI' 11:": P "in pcrdida de generalidl1d. Si p > n, en tonc e s la Iu nc io n de

densidad de [0"; vu lore s propl o-, no nulos sc oht icn c a partir de (1.:2) in t cr cn mb ia ndo

II por tr. Los resu l t ado s en e"'le art ic u]o sr-ran va l ido« para e l e a so en que p > I?

si ....(. hace el inr cr c-n mb io de 10" pape lcs de n ) p, Lsando una propiedad del de-

ll'rmiuaull' de la mat r iz B = (et-1) [Ilia eel;acion (1.:2) puc d c c scr ihtrsr- como,
I
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2. FUl1ciol1 Genera/riz de momen/os. La lIlultiplieaeionde (1.3) por una eonslanle

fl.! y la ddillil'iou de I'ullciou generalriz de 1Il01llentus da como resultado :
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donde
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ticulo .

para p par s y s , y c..
J J

e stan dados por la tabla incluida a] final de e ste ar-

au tor sugerir un sistema de n ot ae ion abrcYiada, a saber:

EI int erc am b io de 1£1suma y las intcgrales (valido en este ca so ) pcr mite n £11

(2.4)

dondc

P
G(P_l)j dYl

es el rcsu It ado de int egrar (2.1) con respecto a las variables

C
7
'C , ••• , C Y G es Iun cio n de los Ci y los t , Una formula recurrente para

_ 3 P
dichas integrales sc cn cue n tra en [11.

los de los val ores pr opius dc la ma tr iz con dis tr ihuc io n Wishart de la siguiente ma-

La not a e ion (2.~) pcr mit e entonces presentar l a [un c ion gencratriz de momcn-
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ne r a :

(2.5)

A partir de ella se pucden cafcular los momenlos por los me todo s ya co noc ido s pa-

ra dcr ivar fa ccuac ion (2.5) y c val uar con ',: 0 segun el mo ment.o del valor pro-

P io que in tcrc s c .

3. Frrnc io n Gelleralriz de m ome nt o s para p =2. La e vaj uac ion de (2.5) para el

cas o /)=2, si ll-P es un numero im par, se expone en detalle a fill de dar una

idea ma" clara sobre los resultados ant ertorcs ,

Ell primer lugar cl'cctua mos Ia eval ua c ion de la cons tante k(n,p) de acuerdo

c on l a e cua ci on (2.3) :

k(n,2) = 77
tr (~)
r( ~)

Er s igu ic n te paso sc

2

,ra cval uar la:. eCJ'Jiu(aCione):_:~(Ia forma (2l~;~;a.)~ ( ) }
IT 12 11 1 lx+aji

B).(ei. ei.;1 (1)= n (1-21.)-a .. - L 1-212 2-21
1

-21) _..1-.:- __

-J /1 12 1 2 i=1 X IX i=o l - rea. )r(x+l)
11

Por co ns iguicnte , la Iunc ion generatriz de momentos t endra Ia forma :

(3.1)
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Hn-n-l[( ) x- ~_1( )-(x+~ r(X+ !!±-!l]~-L 1-2t 2·2t -2t 2.
x=o 2 1 2 r( n;l) 1(x+l)

Esta Iunc ion s erv ira para calcular los momentos de los valore s propios de una ma-

triz A - W2 in.l ) , Es de notar que estos depend en iinicamente del parame tro n

que indica eI numero de vectores Zj distribuidos como normales multivariantes

con media 0 y covarianza L .

4. Ejemplo. Asumamos, p=2, n=5, i " 1,2; de modo que 11=0 1 =1·2 =1, 2 '1 '

Por consiguiente ,

y ,

(4.2) M(O,O) = 1

M(t1,O) = 7J
M'(0,t2) = 21
M"(O,O) = 12.

Estos resultados se comparan favorable mente con los obtenidos en [2] para la tra-

za de la matriz A.

E (c + c ) = 2n y para el caso de n= 5 , el valor esperado sera 10 que es [a
1 2

suma de los dos val ores esperados hallados en (4.2) .

6. Conclusion es . La Iunc ion generatriz de momentos de los valores propios de

una ma trrz A que se distribuye como una Wishart con parametros n, L=/ y de di-
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mens ion p, puede ser hall ada med iant e la ex pr es ion de la correspondienle Iunc ion

de densidad en forma tal que podamos ap l ic ar un proceso iter ativo al desarrollar

las integrales que aparecen en el problema. Los momentos de d icho s val ores pro-

pios para una p l'ija, son funciones unica mente del parame tro n de la distribu-

cion Wishart. Ha sido demost rado por eI autor para el caso p =2, que los valores

medios de los valores propios surn an 2n. Para el caso en que n-p es un numero

par, el autor ha demostrad o , aunque no en forma satisfactoria, que las integrales en

cuc st ion son divergenles [1] y, por 10 t ant o, la [unc ion generatriz de moment os no

cx is te para ningllll t real.

Se hal l a en proceso de inve at ig ac io n el de term inar si los valores esperados de

los val ore s propios son co ns ist en tes , ya que el cje rnplo ex pues to demuestra que en

general son sesgados.
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Tabla: Parametros de la funcion generatriz de momentos.

P J ] J2 ;3 J4 tX. tX. tX. tX. K(n,p) g •
J] J2 J3 J4 J

2 0 n-] n+] 77-f['(!±l) 0
-2- -2- 2

2 0 !±l n- I
2 2

3 0 2 n-2 E. n+2 0
2 2 2

2 0 2 n-2 n+2 n
2 2 2

3 0 2 n n-2 n+2
12 2 2 2772" [' (n+2)

E+2 n-2 2
4 2 0 E ['(E:J..)['(!'..:l.) 2

2 2

5 2 0 E+2 n-2 E 2
2 2 2

6 2 0 n+2 .E. n-2
3

2 2 2

4 0 2 3 n-3 n- ] n+ 1 n+~ 0
2 2 2 2

2 0 3 2 E.:2. n- I n+3 n+ ]
2 2 2 2

3 0 2 3 E..:l. n+ ] n- ] n+~
2 2 2 2

4 0 2 3 E..:l. E.±...! n+3 n- 1 2
2 2 2 2

5 0 3 2 n-3 n+2. n- ] n+ ] 2
2 2 2 2

6 0 3 2 n-3 n+3 n+ ] n-I 3
2 2 2 2

7 0 2 3 n- l n-3 n+ I n+3
2 2 2 2

8 0 3 2 n- ] n-3 n+3 E±l 2
2 2 2 2

9 2 0 3
n-] n+ 1 n-3 n+3 2

2 2 2 2
277['(E.±l)['~)

10 2 3 0 n- I n+ 1. ..!!±J n-3 2 2 3
2 2 2 2 -1~E:)f(~--

2 2
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P J I. j2 )3 )4 r1. r1. r1. r1. K(n,p) s·
J 1 J 2 )3 '4 )

I. 1 3 0 2 n-l .'.'.+3 .'.'.:l n+l
2 2 2 2

3

1.2 3 2 0 n- 1 n+l E±l n-3 4
2 ".1 2 2

1.3 2 0 3 E±l n-3 .'.'.:..!.. n+3 2
2 2 2 2

14 2 0 3 E±l .E.::2. .E.±..l. n- 1 3
2 2 2 2

1.5 2 0 3 n+ 1 n-I. n-3 .E+3 3
2 2 2 2

16 2 3 0 .'.'.±2 n- I. --'-'-.::±-J .E..:.2 4
2 2 2 2

J 7 2 3 0 E±l .'.'.+3 n-3 n- 1 4
2 2 2 2

18 2 3 0 E±l E:0 n-I. E.:l. 5
2 2 2 2

19 3 0 2 n+3 .'.'.:l- n-1 n+l 3
2 2 2 2

20 3 0 2 n+l E.:l. E+3 n- 1 4
2 2 2 2

21 3 0 2 n+3 n- I. n'3 n+3 4
2 2 2 2

22 3 2 0 E+3 n- 1 n+l. n-3 5
2 2 2 2

23 3 2 0 n+3 ..E.i-] n-3 n- 1 5
2 2 2 2

24 3 2 0 .'.'.+3 --'-'-±l n-l n-3 6
2 2 2 2
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