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UNA NOTA SOBRE PROBLEMAS DE EXT_ENSI(SN
por

Luz G. TORRES

1. Introduccion . Consideremos el siguiente problema bastante general : Dados
dos conjuntos M y M’, un subconjunto propio D de M y una funciéon f:D » M’
que satisface una propiedad dada (P), ;existe, entonces, una extensiéon f:M - M’
de [ que satisface (P)?

Obviamente, la naturaleza d~ M y M’, asi como la de la funcion f, dan lugar
a una gran variedad de problemas particulares de extension, muchos de los cuales
son harto conocidos. El objetivo de este corto trabajo es la presentacion de un re-
sultado obtenido por G. MINTY [4] y expuesto en el teorema 1, el cual nos propor-
ciona un método general para demostrar la existencia de una tal extension cuando
M y M’ son espacios méiricos y [ satisface una condicion de continuidad de Lips-
chitz o de Holder. En el apartado § 3 ilustraremos cémo aplicar el teorema de MIN-

TY en tres casos particulares (teoremas 2, 3 y 4) .
2, Funciones de Kirszbraun. Aqui X denotara un espacio vectorial topologi-
coy Y un conjunto, salvo indicacion de lo contrario.

DEFINICION 1. Una funcién f: X > R es semicontinua superiormente si, pa-

racada e R, { x: f(x)<® } es abierto en X . Similarmente, f es semicontinua



inferiormente si, para cada @ e R, { x: f(x) >0 | es abierto en X . Notese que
si f es continua, entonces f es semicontinua inferior y superiormente.

DEFINICION 2 . Una funciéon f: X » IR se dice semicontinua inferiory finita-
mente , si su restriccion a un subespacio de dimension finita de X es semicontinua
inferiormente.

Recordemos que un conjunto F C X es convexo si para x;,xy¢ F y para cual-
quier A, 0<AL T, x=/\x1+ (I—A)xzeF

Una funcién f: F > IR es convexa sipara x;, x,eF y A, OSALT, f(Axp+
(1-Mxp) < A flx )+ (1=2) f(x,) .

DEFINICION 3. Una funcién ¢é : X x Yx Y - IR se dice una funcion de Kirs-
zbraun (funcion K) si

(i) Paracada (y;,y,)eY xY, fijo, ¢ es semicontinua inferior y finitamente

con respecto a la variable x .

(ii) Para cada (y;,y;)e Yx Y, fijo, ¢ es convexa con respecto a la variable

x
(iii) Para elementos xp,%p, 000, %, le Xy YorVpreve Yy €Y
Vm’ m
i,FIﬂi#j @ (","xj’)’,")’]')z 2 ZI pi® (x;=x,5;.5,),
m - m
donde inO,i=1,...,m,i§1yi=1 y x=j§1;1jx]

Si X es un espacio de dimensién finitay ¢ satisface (i), (ii) y (iii) con m =dim

(X) + 1, entonces ¢ se dice una funcion K de dimension finita .

TEOREMA 1. Sean X un espacio topoldgico vectorial, Y un conjuntoy ¢ :

XxYxY > R una funcion K. Supongamos que para xy,x3,...,x, €X e yq,

yzl...,ymeY,



¢(xl.-xo,yi,yo)<_0,i=1,...,m.
Para su demostracion necesitamos un lema y una version del teorema de K. Fan
y : ]

los cuales enunciamos a continuacion :

m
LEMA 1. Sea P"’={u=(;11,p2,...,,um),yi20,'Zlui-'-Ii.Paracada

i=1,...,m definamos fi" P™ 5 R por

fi(w) = b lx;=x.9;.95)

donde = (py, ...,

m
-y X =j'§1 Bjxge Entonces, para cada i, f; es semicon-

tinua inferiormente y convexa .

Demostracion . f; es semicontinua inferiormente ya que Gy ={pu : f;(p)> @,

%e IR} es abierto en P™. En efecto, consideremos en P™ la métrica dada por

m

dp,v) = '21 lp;=vil. Es suficiente demostrar que si e G, , existe 5> 0 1al

que para todo v e P, d(p,v) <8 =>f,(v)> 0 . Sea A un subespaciode X ge-

nerado por XppXgreun s X Como ¢ es una funcion K, la restriccionde ¢ a A

es semicontinua inferiormente, i.e. para cada i telR ,{x:d(x,y.,y )>a}
P ¥ YiYo

m
es abierto en A . Entonces, si z,=x; —'21
]:

da ze A, ||z~z]|< e=> ¢ (2,5;,y,)> 0. Tomemos 3,0<5<—;:4—,d0nde M=

X existe £> 0, tal que para ca-

. En estas condiciones, d(u,v) <38 =>|[|z=z,|| <€, luego

max || x|
1
dlp,v) <o => fi(v) >a

Demostremos ahora que f; es convexa. Sean #1‘#2 eP™ y A, 0<A<I,

N

m mo
2 = (I=A 2 ey, 2
]E,Ip X ( )j§1#] Xi» ¥ Yo )

-~

m
fiapl v (1-MpP) =@ (x;-N 3 plx.(1-0)
j:] ] 7

m m
=@ (Alx; -]él #]1' xj) + (I—A)(xi—jél ;l.]g x]-) . ¥;»¥,) - Como ¢ es convexa con
respecto a la variable x,

m m
fOplea=-2p%) <x g (i 2, LER yo)+(1-x)¢(x,-;§1pfx,-,y,-. Yo )



=X f; () + (10 £ %)

TEOREMA 2 [21 Sean M un subconjunto compacto de R™ vy i fpreei by
funciones de valor real, semicontinuas inferiormente y convexas, definidas en M .
m
Supongamos que para cada 0. = (0, ..., d ), con Oﬁjz 0y i§1 a;=1, existe

un punto 606 que satis face
m

]1 o fi(€q) < 0.

Entonces existe un punto foe M. tal que para todo j, 1 <j<m fj({:o) <0,
m m
Demostrr"‘acitfn del teorema 1. Para peP™, l'zlﬂifi(f)=i§1“i¢(xi'x' Yir Vo)
donde x=]_§1§ixi. Como ¢ es una funcién K, tomando é=p, se tiene

m 1 m
F iy 90 < 3.2 py

S35t ]¢~ (xz-—x]-, yi’yj) < 0, ya que d)(xl--xj,yi,yj)go,

i,j=1,...,m.

Notese que P C R™ es compacto, luego, por el teorema anterior, existe un

[ € P™ que cumple

filu) <0 , 1<i<m.

Si x, =i:1y0]-xj, entonces & (x;=x,, ¥;,¥,) < 0 para i=1,....m.

Si X es de dimension n, aplicamos el

Teorema de Helly . [11 Sean C;.Cy...,Cy (m > n+1) conjuntos convexos
en IR". Si la interseccion de n+ 1 cualesquiera de estos conjuntos no es vacia ,

m
entonces ) n] C; .
l =

Para esta situacion hay dos posibilidades :

(i) m<mn+1. Si xl,xz,...,xmeX, Y1 ¥2 oo Ym€Y Y u=(#1,y2,-..,um),
larelacnon
m
]Zluu,qﬁ(x i Y y,)>22 piblx;=x,5;:9,)

10



se satisface. En efecto, como ¢ es una funcién K de dimensién finita, se tiene ,
n+1 n+ 1
i.§=1#" K @ (xi-x]'; Yio }’j) 22 iél P, ¢(","x' Yi+ Yo )
Sean x'¢ X , y’eY . Tomemos X =x’, }’,'zy' y l‘i=o si m+1<i<n+1; en-
tonces la expresion anterior se reduce a la primera y, por el teorema 1, existe

x,€X tal que @ (x;=x,, y,,y,) <0,i=1; ..., m.

(ii) m> n+1. Sea Ai ={z: qS(xi-z, Yir yo)s 0 }; es claro que Ai es un sub-
n+
conjunto convexo de X . Por(i), .n Ay # ¢ vy por el teorema de Helly,
k=1

m
kgl Ay # ¢ , luego existe un punto x,€X tal que & (x;=x,,y;,5%)< 0.

3. Algunas aplicaciones. Obtendremos ahora algunos resultados utilizando la

técnica anterior .
TEOREMA 2. Sean xl,xz,...,xmsRm, Y11 Yoo Y€ R? y D={y1,y2,..ym§.

Supongames que f: D - R™ es tal que
=N < vyl donde [0y, = 5, (@

Sea yoeRP . Entonces [ puede extenderse a D U {yo } de tal manera que satis-
faga (a) .

Demostracion. Definimos ¢ : R™ x RPxRP 5 R asi : qS(x,yI,yz) =
] x”z— ||y1-y2||2 . ¢ esuna funcion K. En efecto :

(i) Para un elemento fijo (ypry,)e R? x R?, ¢ es continua con respecto a
x 'y, por lo tanto, es semicontinua inferiormente con respecto a la misma variable .

(ii) Para (y;,y,) € R? x R? fijo, ¢ es convexa con respecto a la variable
x porque si x;,x¢ R” y 0< A1, ¢ (Axp+(I-N)xp,yp,y) = || Axp+

2 T 5 2 2 v o 2

(=M xz || =1lyg=y, |1 = A%Mlxg || + 2AA=M) (xp, x2) + (1=-A)%|[x5]| =[lyg=y2l] -
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Aqui ( -, )indica el producto iuterno en R™. Entonces

2 2 2 2
@ (Axp+(1-Nxp, y7,52) = Mg || =11y ;=y2|| )+ =M (||x5|[ =[| y;=y2]] )
2 2 2 2
+ (A=) ||x7 ]| +2A(1=M)(xp,xp) + ((1=A) = (I=A) ) || x5 || =Ap(xp,y1,¥0)+
2 2
S A,y 92)+ (1—)\)¢(x2,y1,y2 ).

(iii) ¢ satisface la desigualdad (iii) de la definicion 3 como veremos a conti -

nuacion :

i,j§1"iﬂj¢("i"‘j'yi'y,-)—i‘].E___I#,-u,-(Hx,--xjH =y 1l )

2 2 2
La relacion Hx,"'lel = ||xi-x|[ 4 ||x].—x[] -2(x;=x, x;=x) nos permite obte -
m m 2
nerpare 5= 2wy oy R R wullxenl= Nyl -
m

2 2 m 2
;']E__I#,-#,’(lei-xoll + 1 xj=xp || =2(xj=x5, xj=x,) -1.”.2=1u,'u,~(lly,-—yol|

- - : 223 pylemx)
1y |l = 205=y0. 3799 = 2.2 willlxi=xg || =lly;=y |l = %324 0%

m m m
]EI u].(x]- -x,) )+ 2 (1'=21 ri(¥;=y,) ']'=21 ¥ (y]- Yo ) -

m
Como .21 p;(x;=x,) = 0, la expresién anterior queda reducida a
l:

m 2 2 m 2
2i§1 i (lxg=x, 11 =11y;=y,1l )+2Hi§1u,-(y,--yo) Il
m 2 2 m

> 21,:21 pilllx =% 01 =1y, )=2i§1 pi@lx=x,,9;9,) -

La condicién (a) es equivalente a

o) (xi—x].,)'i, yj) < 0.
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Por el Teorema 1, dado Yof R? , existe x, € R™ tal que Dx;=x,,y;,9,) < 0,
es decir, l[xt-—xoll <yi=voll» i=1,..., m. Tomando entonces fly,) = x, se
obtiene el resultado deseado.

TEOREMA 3. Sean X un espacio de Hilberty Y un espacio métrico. Sean
Xp%0,0eees X €X, Yy ee0s Y €Y y D={y1,y2,....ym§. Si f:D5 X es

tal que
Hf()’,')'f(y]‘)H < d(}’," )’]')i , f()’,') = x; (b)
entonces, dado Yo€Y, existe f:D U {xO} > X que satisface (b).

Demostracion. Definimos ¢ : X x Y xY » R por

2
blxyp,yp) = [[x|| =dly;.y3)
Siguiendo el mecanismo utilizado en el teorema 2, puede demostrarse que ¢ es una

funcion K. La condicion (b) puede expresarse de la manera siguiente :
¢(xi—xo')'i’yo)50 o i= 1L, m

iven, ||x;=x, 1 < d (y;,5,)%. Definiendo f(y;) = f(y,), 1<i <m; f(y)=x,, [
es la extension deseada .

TEOREMA 4. Sean X un espacio de Hilbert, Y un espacio vectorial provis -
to de un producto escalar, y D = {yl, Ypreoes ym} un subconjunto de Y. Sea
f:D > X una funcion que satisface ||f(yl-)—f(yj) || < & [[yi—y]-HOL, 0< a <1
k>0 (c). Entonces, dado Yo €Y, existe una extension de f a D U {yoi que
satisface la condicion (c).

Demostracion . Ella es similar a las anteriores, definiendo en este caso

2 20
b(x,y1,y2) = || %] s || yl—yZH , y usando nuevamente el teorema 1.

13



’
BIBLIOGRAFIA

1. Berge, C., and A. Chovila- Houri ) Programmes,]eux et Reseaux de Transport .
Dunod, Paris, 1962, English Transl. Methuen, London, and New York, Wiley,

1965

2. Fan, K., Aplications of a Theorem Concerning Sets with Convex Sections. Math.
Annalen, 163 (1963), 189 .203,

3. Mickle, E. ]J.,On the extension of a Transformation, Bull. Amer. Math. Soc., 55
(1949), 160 . 164 ,

4. Minty, G., On the extension of Lipschitz, Lipschitz- Hilder Continuous and Mo-
notone Functions, Bull. Amer. Math. Soc., 76 (1970), 334.39 .

Departamento de Matemdticas y Estadistica
Universidad Nacional de Colombia
Bogotd, D. E., Colombia, S. A.

(Recibido en diciembre de 1973 )

14



