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SOMMAI R E

Le but de cet article est de. montrer que, dons

I'ensemble con v e xe des p rob ob i l i t e s ayant une desin-

tegration d o nn e e por rapport ~ une tribu dorine e.o n

peut identifier trih facilement les probabilites extrema.

les, et que tout element du convexe est, d'ne m on i e re

unique, une integrale des p ro b ob i l i te s e xtr em ol e s du

convexe. II s'agit donc d'un "theoreme de CHOQUET':

mois so demonstration se fait directement, "010 main",

et d' ai II eur s on ne se trouve probab Iement pas don s Ie s

conditions· d'application du theoreme de CHOQUET,

§ 1. lnte grale s de mesures disjointes.

PROPOSITION 1. Soient (X, X), (2, Z) deux ensembles munis de tribus, Z

denombr able ment s ep arante i i.e, tout ensemble re du it a un point est element de Z,

et il existe une suite (21'1)1'1(IN d'elements de Z telle que tout point de 2 soit

intersection des 21'1 qui l e contiennentJ.Soit (Xz)z (2 tine famille de parties deux

a deux disjointes de X, in de xe e par 2 .. on suppose que, pour toute C e Z, XC~

u X
Z( C z

famille de prob ab ilite s sur (X, X),

est element de ! (done tout Xz est element de !). Soit (Az)z e 2 une

in dexe e par 2,Z-mesurable i i.e, z .... A (B)z

est Z-mesurable pour tout B (!), Az portee par Xz Li.e, Az(Xz) '" 1). Soit K
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['ensemble des prob abil it e s sur (X, X ) qui s'expriment comme inte grale s A =

J Az 11(dz/ 1) , 11 probab ilite sur (Z, Z) , Alors K est c onue x e, la representation
Z

comme inte grale est unique (A determine 11), et les elements ex trem au x de Ksont

e x ac t eme nt les A , z e Z .
Z

Demonstration O. Montrons d'abord que ehaque Az est ext re mal e sur K.Soient

done Ai- A2 e K, 0 S t S 1, avec Az = tAl ~ (l - t ) A2. Prenons les me sure s de

X (:X: I = A (X ) = tAl (X ) + (1 - t ) A" (X ), done ne ce saalrem eut A1(X ) =z zz z ~ z z

A2(X )=1. Mais,pour i=1,2, A.(X)= JA ,(X )1I.(dz'), et A,(X )=0z t z z Z r i Z Z

Pour z' ¥ z, done A.(X ) <z z Ili(!z!) done 1l1(!zl) =1l2(!z!)=1,111 etll2

a Az, ee qui prouve bien que cha que Az est extre >-

male.

2) Montrons qu'i1 n'y a pas d'autres elements extre maux. Soit done A =

J Azll(dz) un element extremal de K . On vo it d'abord que j1 e st ergodique, e.
z

ad. donne a lout element de Z la me sure 0 ou 1 . Sinon il exis tera it deux en-

sembl e s comple mentaire s C1,C2, de Z, elements de Z,avee j1(C1)¥0,j1(C2)

¥ O. On aur ai t alors

A -1 A j1 (az) +- z
C1

POSOIIS X. = X = U X , i = 1, 2. Ce sont des elements de X, disjoints;
z Ci· z e C. Z

Z

A1 ((Xl) = J Az(CX1) j1(dz) = 0,
C1

done A1 est porte e par Xl' de meme A2 par X2" en outre \(X) == Ai(Xi)=Il(Ci)

¥ 0, et leur somme est 1. On a ura it alors

(I) Pour les in re gral e s de me sure s, voir [1], § 1 "
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ce qui e st conlraire a l'hYPolhese d'exlremalile de A dans K. Donc Il est bien

ergodique. Mais une mesure ergodique Sur un e lribu denombrabl ement separante e st

portee par un seul point. Soil en e ffe t (Zn)n E IN une su ite d'elemenls de Z sepa-

ran t les po ints : on pourra la supposer stab le par co mplementar ite et reunions et in-

tersections finies. Soil IN' I 'ensemble des n E IN pour lesquels Il(Zn) = 1, e t

soil Z' = n Z· il e st encore de mesure 1.
nEIN' n'

que a esl I "in tersectton des Zn qui Ie contiennent; alors les Zn- Zk' n E IN), sont

encore de me sure l,Z - Zk C Z , done I' intersection des Z - Zk' n E IN', est encoren n n .

2', ce qui est impossible puisque a f Zn- Zk et ae Z'. Donc Il (la 1)= 1,~a' et alors A=Aa·

3) La representation A = IZ Az Il t dz) d' un e mesure A E K e s t un ique. Suppo~

sons en effet que A = f Atll·(dz), i = 1,2. SOil C E Z, Xc = U Xz' e lement
Z I ZEC

de X par hYPOlhese. Alors A(Xc) = fz Az(Xc) Il/dz) = lli(C) , donc nece s sa i-

rement Il/C) = Il/C) ,Ill e t 112 sont bien egales.

La proposition pre ce den te est donc toul-ll- fait e lementatre , ma is nous allons

I'appliquer 11la theor ie de la de s integration des mesures, 011 elle va nous donner des

resultats interessants .

§ 2. Mesures ayant une desintegration donnee pour une tribu donnee.

Soit n un ensemble muni d'une lribu 0 denombrablemenl engendree, soit 0'
la tribu universellemenl mesurable associce a 0 , c. a d. la lribu des parties mesu-

rabIes pour toute probabilile sur (n, 0 ), el soil 5" une "ous-tribu de i5. Soit

A : w .... Aw une applicalion de n dans I' espace des mesures sur (n, 0), 5"- me-

surable (i.e. pour BE 0 , W .... A~ (B) eSl 5" -\TIesurable). On va eludier loules les

probabilites A sur (n, 0 ) ,ayanl A comme desintegration relalivement a la tri-

bu 5". Com me on ne fait pas d'hYPolhese de denombrabililesur 5", cela n'entraf-

~era pas necessairement <]ue pour A- presque lout w, Aw soil porlee par I'alome
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de co dans 1(2)" Mais appelons molecule de w, Mol (w) , I 'ensemble des co

pour lesquels Aw'= Aw; alors les molecules de 1 Iormen t une partition de n, et

Aw pre nd la me me valeur pour tous les w d'une molecule. On sait en outre(3) que,

si A adme t A comme de stn te gra tion re la t ivem ent a 1, pour A - presque tout w,

Aw est porte e par Mol (w) • Sou 1 la tribu engendree par la Ion ction ca ......Aw' i.e,

par les fonctions co .... Aw (B) r B f (); 1 est denombrable mcnt engendree, comm e ()

elle- meme. Manifestement 1C 1,et, comme co .... Aw est 1-mesurable par defi-

nition de 1, ce st aussi une deaintegrauon de A re lat ive ment a 1. L'atome de

w dans =r est 1w'; Aw' = Aw I, c.lt d. Mol( w) et il est element de 1puisque

c ette tribu est denomhrab lerne nt cngcndre c. La donne e de A: w pAw determine la

sous-tribu 1de 1,et ses atome s, les molecules de A.

PROPOSITION 2. Soient n un ensemble muni d'une tribu () denombrablem'ent

engendre , 1 une sous-tribu de la tribu universellement me surable (9, A : w ... Aw

une fonction sur n 11 valeurs mesures 2: 0 sur (n, ()), 1-m es urabl e . Soit 1la

tribu en gen dre e par w HAw' et so it Mol (w)-I co "; Aw= Aw I. Soit n' l'ensem-

ble des w pour lesquelles Aw est une probabilite, portee par Mol( w) , et adme-

ttant A eomme desintegration relativement a 1 (n' est peut-etre vide). Soit

l' la tribu induite par 1sur n'. On suppose 1 universellement forte, i.e. for-

te pour toute m esure sur (n, ()) (4), Alors I' ensemble K des probabilite s sur

(n , ()) admettant A comme des integration relativement a 1 est un eonvexe

done les elements extremaux sont exaetement les Aw' w f n', et toute probabili.

te A f K est integrale, d'une maniere unique, de ees probabilites extremales :A =

(2) Voir [ 1], rheoreme (2,20 L
(3) r 11 , <.:orollaire (2,23),

(4) Voir r 11, definition (3,7 quarto).

42



D,fmonstration. Si A = J A /I (dw)0' w r:

A comme desintegration, on sait que A

, comme toutes les Aw' w (0 '. adme tt era

d . A de s i - . (5)a met aus st comme e s m te grat ion "

Inversement, suppo son s que la probabi l ite A sur (0,0) admeue A eomme de -

s inte grat ion ; on a alors A = J A A (dw) •o w
donc A-forte, done A est porte e par I 'ensemble des w pour lesquells Aw ad-

met A comme desintegration(5); et aussi par I 'ense,mble des co pour lesquels

Mais 1 est universellement forte,

Aw est de masse 1 et porte e par Mof(w) , don c A est port e e par 0', On peut

done e crire A = J A A' (dw) , au A' est la probabi lite indu ite par A sur 0',0' w _

relativement a la tribu 0' indu ite par 0 sur 0', Mais w .... Aw est 1-mesura -

ble, done I-mesurablp sur 0' ; alors on peut remplacer A' par sa restriction fl a
-r'. DJ an s cette formule integrale, A et les Aw sont indifferemment des probabili-

tes sur (0,0) au (0,0\ mais aussi sur (0',0') au (0', EJ '), puisque A et

toutes les Aw sont porte es par 0'; c 'est Ie dernier point de vue que nous adop-
,

teron s, La tribu 1ne scpare pas les points sur 0'; passons au quotient par ses

atome s, fes molecules des points de 0', Soit done 2 I'ensemble des molecules

contenues dans 0', Z la t ribu quotient ou image de r' par 0' .... 2 denombra-

ble ment engendree eomme r' Alors K pe u t encore etre coris idcre comme I' en-

semble des integrales A = I
2

tient, A~

A~ fl- (dz ) r fl- image de fl par passage au quo-

bilites sur

= Aw pour w ( z , fl- probabil ite sur (2, Z) , A et les A~ proba-

(0' , ~5'), On peut alors appliquer la proposition 1, avec X = 0 ',X =

0', Xz = z, Les conditions de la proposition 1 sont bien satisfaites, Si en effet

C ( Z , son image reciproque est une partie Xc ( j' C 0' = X ,Donc leb elements

extremaux de K sont exactemcnt les A;, z ( 2. au les Aw' (u (0'.. et A

determine fl sur (0' , f) de maniere unique (ou fl- sur (2. Z) de maniere

(5) [ 11 , theoreme (3" 18) "

43



unique).

§ 3. Mesures avant une de s in te gr ation re guliere donne e pour une [am il le de tri-

bus.

PROPOSITION 3. Soient 0 un ensemble muni d/ une tribu 0 denombrable »-

crt
ment eng endre e (J)t IR une famille de sous - tribus universellement fortes de la

( +

tribu i9 universellement me sur able , croissante et continue a droite , A: tt , w) .-.>!w

t t
une fonction sur 0 x IR+ a valeurs mesures ~ 0 sur (0,0), W ....·Aw, J- me s u-

rable . On suppose aussi que A est ((9 E9 9{+ ) - me s urab le , ou 9{+ est la tribu bo >

re lienne de IR+. Soit 0' l'ensemble des w pour lesquels Aw admet A com-

me des inte gration reg uliere relativement a (Jt)t (IR+(6), est de masse 1 et porte e

par Mol( w) = Iw' (0 ; A~' = A~ I ; soit J la tribu en gendree par w .... A~ ,

J' la tribu induite sur n'. Alors l'ensemble K des probabilite s sur (0,0 )

ayant A comme de sinte gra tion re guliere coincide avec l'ensemble des inte grale s

A=J AO l1(dw),11 probabi lite s ur (0', J'); c'estunconvexe, ses point s
0' w

extre m aux sont exactement les Aw' w (0', et la representation inte grale ci-de -

ssus de A est unique.

Demonstration. Au lieu d 'utiliser [Jl, theoreme (3,18), on utilise the oreme

(6,15). d' 00 Ia representation in tegrale. Le reste se Fai t en util isant la proposi -

tion 1 comme dans la demonstration de la proposition 2.

(6) (11 , definition (5,0)"
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