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0. Introduccion .

Sea x=(x_,...,x.) un punto del espacio euclideo n-dimensional R”, ponga-
] ) unp p pong
2_ 2 2
se | x| =x +eect ¥, ysea
Az_ﬁ; o ‘722
Hxl 8xn

el operador de Laplace. Si »##2, una solucion elemental de A es la distribucion

E definida por la funcion localmente integrable

rist

4”71/2 ]xln-Z

x e E(x) =-

(x #0)

[15, Ejemplo 4.9.1, p. 394; 16, p. 1551, es decir  AE =6, y por lo tanto una solu-

cion de la ecuacién de Poisson Az = f esta dada por el potencial newtoniano

22
= d__’jz ) 7 dy.
u(x) ———;7”75——
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Consideremos ahora en vez del Laplaciano el operador de las ondas o de D’Alem-

bert
T 92 52
o i — = -9 5
r?xl r9x2 x
. _ . _ Ve 22, ,2 2 2
Pongase x=(1,x’), con t—xl, x —(x2,...,xn) y s(x)"=t -|x’| =X =Xy X

+ . 2
El cono futuro C* es el conjunto de los puntos x ¢ R” para los cuales s(x)"> 0

y t>0, Para xe R” se escribira C; =x=-C"t. Pongase ademas
4-n)
2

Por computacion directa se puede ver que para #=2 y 3 la distribucion asociada

= 2,12 r

Yn

a la funcion E con valores

yl— __—171-2— si X € C+ p
E (x) " s(x)
0 si x¢ ct,

es solucion elemental de o y desde luego

(0.1) wlx) = L f v __ay
s(x- y)"z

es solucion de la ecuacion de ondas no-homogénea ouz=f Para »>4 encontra-
mos dificultades muy serias. En primer lugar, si » es par, ¥, no tiene sentido. Si
n es impar, la funcion x » stx)?" no es integrable en la vecindad del mantel de
c*. En efecto, si ponemos p =|x’|, entonces s (x)2= (t-p) (t+p) 'y la funcién
P (t-p)%(z'") es integrable en la vecindad de p=¢ sélo si % >=-1, esde-
cir n<4.

Frente a estas dificuliades, Hadamard introdujo el concepto de parte finita de

una integral divergente [13, pp. 184-2171, El demostro [13, pp. 220-2311 que si
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n es impar y el segundo miembro de (0.1) se interpreta en el sentido de parte fini-
ta, entonces # es solucion de la ecuacion de ondas. Para » par Hadamard se sir-
vié del método de descenso y descubrio el principio de Huygens que hoy en dia se
puede expresar diciendo que el soporte de la solucion elemental es el mantel de C*
(13, pp. 287-3251]. En realidad Hadamard estudié no sélo el operador de las ondas
sino cualquier operador diferencial hiperbolico de segundo orden con coeficientes
variables. Ademas €l no se interesé tanto por la ecuacién no-homogénea como por
el problema de Cauchy para la ecuacién homogénea 0 # =0 ; la teoria de las dis-
tribuciones ensefia que la solucion de este problema se reduce a la solucién de
Ou=f sipara f se toma una distribucion adecuada [28, Cap. V, § 6, pp. 133-1341.
En un esfuerzo de entender y simplificar el método bastante complicado de Ha-

damard, Marcel Riesz [24] introdujo el operador l/\ definido por

(0.2) aM ) = —1 ]__Mdy
VaM) L ey A
X

para ReA>n-2, donde

yu(A) = z'\-InE("-Z)r(%) r(@) :
Obsérvese que formalmente IZf es la funcion # de (0.1). Riesz demuestra que
Aw (I'\/) (x) es una funcion holomorfa que tiene prolongacion analitica a todo el
plano complejo € . Ademas se tiene IOL(IBf) = IOHBf y I'2kf= Dkf (ke N) ,
de manera que D(sz) =12 (sz) =1%=f, es decir u= 12/ es efectivamente
solucion de oxz =f. Puesto que yn()\)'l se anula cuando 7 >4 espary A=2,
se ve inmediatamente de (0.2) que sz(x) depende sélo de los valores que f to-
ma en la vecindad del mantel de C_: ésta es otra forma del principio de Huygens.

X

E] descubrimiento de la teoria de distribuciones por Laurent Schwartz [28,29 ]

49



en 1944 ayudo mucho a entender claramente los métodos de Hadamard y de Marcel
Riesz y la conexion entre los dos. En primer lugar las distribuciones permiten la
definicion sencilla y elegantisima de una solucion elemental del operador diferen -
cial con coeficientes constantes P(J) =% a, 9% : es una distribucion E 1al
fajgm

que P(J)E =0 . Para apreciar esta definicion, basta leer en los libros anteriores
a la teoria de las distribuciones las dificultades que tienen para explicar el concep-
to de solucion elemental.

Por otra parte tanto la parte finita de la integral en (0.1) como la funcion IAf
en (0.2) se pueden interpretar como convoluciones de f con ciertas distribucio-
nes que introduciremos en lo que sigue. Para ReA>-2 se define la distribucion
si poniendo

<s o> = fs(x)'\CP(x) dx

ct
cualquiera que sea @ ¢ D[12, Cap. IV, § 2, no. 2, p. 3411, Si se escribe x’=pf

con €S 5, 9,(1,p,0)=0(x),

Y (u,v) = Cpl(t,p,ﬁ)dﬁ, u=t<, v=p° ,
n-2
) 1
Yy
D(u, )= %[lﬁ(u,wu) (I-w)%)\w%(n'”dw ,
entonces se tiene
(0.3) <s)‘,qo>=f W)L 0 du=<aut A+ 1 @0,
+
0

donde uf es la distribucion sobre R definida abajo en (2.2.5). Obsérvese

que si ©=1, entonces 4 ®(u,A) es la integral de Euler
1
A, i(n-3) Ae2 1) L A”)F{ZI)
pi 3 z(n- = B( + L n - ) =
f( w)?w dw o ke (A+n+1)

0
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Se puede ver facilmente que la funcion A+ s;\ es holomorfa en un sentido que de-
finiremos con toda precision en el texto. Esta funcion con valores en el espacio de
las distribuciones templadas & tiene una prolongacién analitica en todo el plano
complejo € con la excepcién de ciertos puntos singulares que son de dos tipos :
los que corresponden a las singularidades de uf , esdecir 1\+n)-1=-1,-2,

-3, ... osea
(0.4) A==n,-n-2 ,=n-d, ..., -n=2k, ... (ke N)

y aquellos que corresponden a los polos de I'( 3\ +1), es decir tA+1=0,-1,

-2, ... osea

(0.5) A=<2,-4,-6,...,-2},... (Gi>1).

Siguiendo la discusion en Guelfand-Shilov y utilizando conceptos y notaciones

que introduciremos en el texto, distingamos ahora tres clases de puntos singulares:

Primera clase : El punto A ==2j pertenece a (0.5) pero no a (0.4), es decir
n es impar o 0< 2j<n La funcion A o si\ tiene entonces un polo simple en

A =<2 con residuo dado por

] . )

(0.6) Res <s)‘,CD> = LDl < Pf uf,r?lju'lh/r (u,wu)wi("'j)iwzl >
=25 * 2(j-1)! p_m-2]
=72 T

Se nota que Rezs si tiene su soporte en el mantel de c*,
=-2j
Segunda clase : El punto A =-n-2k pertenece a (0.4) pero no a (0.5), es de-

cir n es impar. Uno considera primero k=0 cuando un célculo ficil a partir de

(0.3) muestra que A w s:_\ tiene un polo simple en A =-n con residuo

0.7) Res s’\ = .ﬂ.);(L”ﬂ_%_n_
A=-n T n
. rf3)

)

)



Observemos que de (0.7) y de la formula evidente
(0.8) oM 2= (A42) () sP

ya podemos calcular la solucién elemental E de 0 cuando 7 es impar. En efec-

to, en este caso A w si es holomorfa en la vecindad de A =-7n+2, luego

2- 2-
Pf s, ” = s, ” es sencillamente el valoren A =-7+2 obtenido pro prolonga -

ci6n analitica (2.2.1). De (0.8) resulta entonces

2- 1y3(n-1) _+
052" = tin (A+2)Oham) [ELTH 2 0,
)\a-n r(z) /\+n
_ (2-11) (_1)5("'1)77%71 8= 2( 1)2(n+1)"%n 5
n kol
rfs) r5)
y por lo tanto r(_n_-g)
2 2-n _ 1 2-n

— S
= +

1 1 1 S+
2(-1) ¥+ 1) 7 im 2q% (-2)p }2—'2)

Esta es la forma correcta de la solucion elemental definida heuristicamente al prin-
cipio y la parte finita en (0.1) es u=E 4 f.
Utilizando (0.7) y (0.8) y la formula de Green se ve luego que Aw si tiene

polos simples en los puntos A =-7-2k y que los residuos en estos puntos son

1(n-1) 3
(0.9) Res s\ = CDZ77ni" ks
A=-n2k t 32kt (n+2k)
2
1)k Hn-2)p Z-n-Zk)
= 2 ks,
22 kk !
Tercera clase : El punto A =-n-2k =-2j pertenece a ambas sucesiones (0.4)

y (0.5), es decir n es pary j=-;— + k. En este caso estos puntos seran polos de
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orden dos, es decir para 0 < |[A+#n+2k| <I tendremos desarrollos de la forma

5,20 s (2k)

A (2k)
(0.10) st = + +S (A).
* (A+n+2k)2 An+ 2k

Tomando primero el caso k=0 se obtiene facilmente de (0.3) que

(0.11) Sgo)' 2(-1)3(n-2) % (n-2) s
r ()

Con lo que sabemos ahora, ya podemos calcular la solucion elemental E de O

también cuando 7 es par. En lavecindad de A =-n+2 se tiene el desarrollo

A T ;
0.12) s, = m+T0+T1(A+n-2)+...

donde

<T 9> = Res <s+

A , 90> = = o (72(” 4)f Ylu, wn)w i(n- j)f =1du
A--n+2 zr(

en virtud de (0.6). Reemplazando A por A+2 en (0.12)obtenemos de (0 8), (0.10)

y (0.11) que para A cercade -n se tiene

2 oT
Dsi+= )\+;11 +R T+ DTI(}\+n)+.“
2=t (n-2) y1(n-2) 5 $ 1(0)
- + " )
= (Ay-2){h+n) r '5’) A+n)2  A+nm

Multiplicando por A+7 y haciendo A » -n sc sigue

n-2),(n-2)

0T, =(2-n) 20=t) - 5
rz)
es decir
s 2
(-1)="T ”2“) A
E = Res s,
4 ';‘ (ﬂ'z) Zep+ 2
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0 sea

_ 1 3 (n-4) 3 (n-3)
<E,Cp>—' -‘%_%——(wz)fa % {‘/’(u,wu)w L }w=1 du .

Utilizando otra vez (0.8) y (0.11) se obtiene

(2k)_ p_1):(n-2)p3(n-2)
2 szk!l"(l‘_t%]_‘.)
2

(0.13) )

Las distribuciones §(?%) en (0.10) y las distribuciones en (0.6 son inva-
riantes bajo el grupo de Lorentz y fueron estudiados por Méthée [21,22,231, Gar-
ding-Roos [101 , Tengstrand [301, Carmen Braga [71y Eliana Rocha Henriques de
Brito [14] .

Las distribuciones hiperbélicas de Marcel Riesz se definen por

sA-n

- +
A ZA—IH%(n-Z)F(A)F()\+2-n)
2 2

V4

Los polos de los factores I" compensan los polos de si-” de manera que Z,
es una funcién entera de A . De (0.9) y (0.13) resulta que Z = oks . Se
verifica que Z « Z.B = ZOH_B y asi Z, es solucion elemental de 0. La fun-
cion I’\/ de (0.2) es Zy*[ 'y por lo tanto se tiene efectivamente IOC(IBf) =
z,*7g* )= 2q, g% =1%*P1 y 17 Fr =0

Nuestra intencion al presentar con algunos detalles el ejemplo de la solucién
clemental del operador de las ondas fue de convencer al lector del interés que tie-
ne el estudio de las distribuciones que se definen mediante prolongacion analitica.
El segundo capitulo del presente trabajo contiene un estudio detallado de las pro-
piedades basicas de tales distribuciones y de sus partes finitas. El primer capi-

tulo contiene con demostraciones completas todos los resultados de la teoria ge -

neral de las funciones holomorfas con valores en un espacio localmente convexo



que se necesitan para definir e investigar las funciones holomorfas cuyos valores
son distribuciones. Este primer capitulo no pretende a ninguna originalidad; pensa-
mos hacer sin embargo un trabajo que puede ser atil a algunos lectores (como le
fue util al autor) ya que los resultados no figuran sino en unos trabajos aislados
([11,3] y con mas generalidad en [21) ,a veces con demostraciones muy conci-
sas, o como ejercicios en libros [18, Sec. 17, Problema D, p.162; 25, Cap. IV,
Ejerc. 39, p. 200].

Los resultados expuestos en este trabajo fueron resumidos en una conferencia
dictada en 1971 en Oberwolfach [16] que contiene ademas las seudofunciones eu-
clideas y en particular las distribuciones elipticas de Marcel Riesz como ejemplos.
Durante el primer semestre del aiio académico 1972/73 tuve el honor de dictar un
curso sobre el tema en la Universidad de Paris VI. La participacion muy activa de
mis oyentes contribuyo a mejorar la presentacion en varios lugares, simplificar
unas demostraciones y agregar unos resultados nuevos. La deduccion de la solu-
cién elemental de o hecha en esta introduccion ya figura con menos detalles en
una conferencia dada en el seminario de Schwartz-Goulaouic en la Escuela Poli-

técnica de Paris [17] .

1. Funciones holomorfas con valores vectoriales

1.1. La definicion de funciones holomorfas.
(1.1.1) Sea A un subconjunto abierto de la recta real R o del plano com-
plejo € y sea E un espacio localmente convexo separado sobre R o C. Se

dice que la funcién f: A » E es diferenciable en el punto A e A si el limite

A)=f(X,)
lim HA el %
Ash, A=A,
existe en E. En tal caso el limite se notara ﬂ()\o) y se llamara la derivada

dA
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de / en Ay

La funcion f: A » E sera escalarmente diferenciable en el punto A e A si
para todo x’ que pertenece al dual topologico E’ de E la funcion con valores
escalares

<f,x'>=x"0f: Aw <f(A), x’>

es diferenciable en A . Es evidente que si / es diferenciable en A , entonces
es escalarmente diferenciable en A y la derivada de <f,x'> en A, es
<%()\O), x"> . El reciproco no es cierto, pero se tiene :

(1.1.2) LEMA [11, p.39; 27, p. 1461 . Si f: A > E es escalarmente diferen-
ciable en cada punto de A , entonces [ es continua en A .

Demostracion . Sea Ae A . Existe un nimero p >0 tal que todo Ae R o €
con [A-A | <p pertenece a A . Notemos por B el conjunto de todos los ele-

mentos

f(A)= (A,

z(A) =
/\-)\O

de E donde 0<[A=A |[< p. Mostremos que B es acotado para la topologia
débil o(E,E’) sobre E. Para x’¢ E’ sea z,=z,(A,; x*) el limite de

<z(X),x"> cuando A tiende hacia A . Existe un nimero &, 0<8<p, tal que

|<z(A), #>=-z,|<1,

es decir
[<z(A),x">|<1+ |z

ol
para 0<|[A=A | <8 . Porotra parte, para 8 <|A=A | < p se tiene

|<z(x\),x'>[_§é [<FOA),x"> [+]|<f(A), x"> | ) ,

Ahora bien, la funciéon A w» <f(X), x’ > es diferenciable por hipotesis, por consi-

guiente es continua y en particular es acotada para o< f)\-)\ol <p. Queda pues
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demostrado que B es débilmente acotado.
De aqui resulta [15, Teor. 3.5.3, p- 209 ] que B es acotado para la topologia

original de E. Para 0 <[A-A |< p se ticne

fOM)=f(A) e (A=A ) B .

Cualquiera que sea la vecindad V del origen, existe €, 0<€< p, tal que
(A=A, )BCV cada vez que |/\-)\O[ < €. Porlotanto f(A)=f(A )eV si
A=A, | < €, es decir [ es continuaen A . L]

(1.1.3) A partir de ahora supondremos que A es un subconjunto abierto de €
y que el cuerpo de escalares es €. Se dira que la funcion f: A » E es holomor-
faen A sies diferenciable en cada punto de A . Se dira que f es escalarmente
holomorfa si para cada x’¢ E’ la funcion Aw <f(A), x’>e € es holomorfa.
Otra vez es evidente que si f es holomorfa cntonces es escalarmente holomorfa
en A.Si E es casi-completo, es decir si cada conjunto acotado y cerrado en E

es complelo, entonces se tiene el reciproco siguiente :

(1.1.4) TEOREMA [1], p- 37; 18, p. 1621. Sea E un espacio localmente con-
vexo separado y casi-completo sobre € y A un subconjunto abierto de €. Sila
funcion f: A > E es escalarmente holomorfa, entonces es holomorfa.

Demostracion. Sea A e A ysea z (A )eE'* laforma lineal sobre E’ que
a x’¢ E’ le hace corresponder la derivada de la funcién <f, x">: Au<f(A), x’>
en A, es decir

sl .
<z (A ), x'>= = <f x >|A=)\o.

Puesto que </, x*> es holomorfa, se ticne en virtud de la formula de Cauchy

] =L [ g,
an b >|A=f\ 2771'/’(/\-)\ )2
F (]

o
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dende I"'=1{A ;| )\-)\0[ =p }CA. Ahora f es continua (1.1,2), luego por la de-
finicion de la integral de una funcion continua con valores vectoriales [6, Cap. III,

28 ed., § 3, no. 1, Def. 1] se tiene

2o (0g) = 5 [ (_)\f_(_j:))z_ dA
r 0
Pero se supone que E es casi-completo, luego z (A )e E[6, Cap. III, 22 ed.,
§ 3, no. 3, Corol. 2 de la Prop. 7 1.
Demostraremos que z,(A) es la derivada de f en A [26; 27, p.145]. Pues-

to que para todo x’€¢E’ la funcion holomorfa </ x’> es infinitamente diferencia-

ble, la funcion z_: A~ zo()\) es escalarmente diferenciable y por lo tanto conti-

o

nua (1.1.2). Para A, A e A, /\#)\O y x'e E’ se liene

A
fA)=f(A ) , _ 1 ,
<—m——o-,x>—m <zO(C),x>dC
0 o
A
o
y desde lue
) uego A
p fON)=f(A ) _ 1
(1.1.4.1) TO-—ZO()\O)" H— {20(4)—20()\0)}dé.
0 o $
o

Sea” V una vecindad equilibrada, convexa y cerrada del origen en E. Existe
6>0 tal quesi [A=A | <0 y { esta situado sobre el segmento [A Al que
une los puntos Ay A, entonces z_ ({)=-z (A )eV. El segundo miembrode

(1.1.4.1) esta contenido en la envolvente equilibrada, convexa, cerrada de
{ zo(é)—zo()\o) ; ée[)\o,)\] }
[6, Cap. III, 22 ed., § 3, no, 2, Corol. de la Prop. 41 y con mas razén en V. Lue-

L fN) = f(A,)

VY —zo(/\o)cV
0
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para 0 <|A-A | <6 m

Otra demostracion de este teorema resultara de (1.2.1),

(1.1.5) COROLARIO. Sean E y F dos espacios localmente convexos, sepa-
rados y supongamos que F sea casi-completo. Sea u :E » F una aplicacion li-
neal continuay f: AN -E una funcion holomorfa. Entonces uof: N> F es holo-

morfa.

- ’ -
Demostracion. Para todo y’eF la funcion con valores escalares

Aa<u(f(N)), y>=<f(A), 'u(y’)> esholomorfa. m
(1.1.6 ) PROPOSICION . Sea E un espacio localmente convexo separadoy E’

su dual provisto con la topologia fuerte B(E',E). Sea A un subconjunto abierto
de €. Silas funciones [:A>E y gt AsE’ son holomorfas, entonces la funcion

escalar A< f(A), g'(A)> es holomorfay se tiene

—d—< feg'>= <_al, g'>+<f,—§§—. >,

dA dA\

Demostracion. Poniendo 0 (A) =<f(A), g’(A)> se tiene

ot(,\)-oz()\o)

“< LN ), g (A )>=<f(r. ), 9& (A )>
Y 2 (Mol 8" (o 1) 2% o

fA)=f(X )

= <—X—r—a-, g'(N)=g"(A))>

0
f(/\)-/(/\o) df
< - A), g’ (A )>
R ar o &M
g'(A)—g'(?t) de'’
<f(AN), —— - O _ 28 )>
+ < f( o) )\-)\o Y (A,

Se vié en la demostracién de (1.1.2) que el conjunto
{ f(A)=f(A,)
A=A,

es acotado en E. Puesto que g’ es continua en A (1.1.2), el primer término en

0<|A=A | <p}

59



¢l segundo miembro converge hacia cero por hipotesis. =

Para un resultado mas general véase [11, § 2, Remarque 4, p. 40] .
1.2, Propiedades de las funciones holomorfas.

(1.2.1) LEMA [11, p. 39; 27, p. 1461 . Sea E un espacio localmente con-
vexo separado, casi-completo sobre R o € vy se.a A un subconjunto abierto de
R ode C . Supongase que la funcion f: N> E es escalarmente m veces dife -
renciable. Entonces [ tiene derivada continua de orden m-1 .

Demostracion. Para m=1 esto es precisamente (1.1.2). Consideremos primero
el caso m=2. Sea A, e Ay notemos por z,(A,) e E’* la forma lineal sobre E’
que a x’¢ E’ le hace corresponder la derivada de la funcion </, x> A <f(A),x">

en el punto A, es decir

’ = _d. »
<zo()\0),x > Y <f, x VY

o

Para cada x’ ¢ E’ se tiene
<zo(/\o), x'>= )\{fr)’\, <z(A ;)\0), x'>

donde
f(A)-/(AO)

A=A

(7]

z(A;A ) =

Sea p> 0 tal que los Ae¢lR o € con [A-A ] < p pertenecen a A . Segin lo

que se vio en la demostracion de (1.1.2), el conjunto

B={z(A;A) ; 0<[A=A |<p}

es acotado en E y por lo tanto z (A ) es adherente en E'* para la topologia
o (E’* E’) a un conjunto acotado de E. Pero el bidual E’* de E es el conjun-
to de todos los puntos de E’* que son adherentes para la topologia o (E'* E’) a
subconjuntos acotados de E [15, Prop. 3.5.1, p. 2041, luego zo(/\o) ¢eE’ .

En virtud de nuestra hipotesis, para cada x’¢ E* la funcion <z, x'>:
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A o <z()(/\), x'> es diferenciable en cada punto de A . Para /\Oe A escri-

base (N
z -z (A )
wlA; X ) = 2 9.9
° A=A
0
si 0<|A=A_ | <p . Otra vez se sigue de la demostracion de (1.1.2) que el con-
junto

C= {u'()\;/\o) s O<[A=A [ <p
es acotado en E’* para la topologia o (E”, E’). Por lo tanto C esta contenido
en el polar T- de un B(E’, E)-tonel T de E’[15, Prop. 3.5.7, p. 2087 . Por
otra parte la envolvente equilibrada, convexa, o (E’, E)- cerrada de un subconjun-
to equicontinuo A de E" es o(E’, E)-compacta [15, Teor. 3.4.1, p. 2011 y por
lo tanto B(E’, E) -completa ya que los conjuntos o (E’, E) - cerrados Modond(‘ M
recorre los conjuntos acotados de E, forman un sistema fundamental de vecinda-
des de 0 en E’ para la topologia B(E’, E) [4, Cap. llI, 32 ed., § 3, no. 5, Co-
rol. 1 de la Prop. 91. Existe A >0 tal que ACAT [15, Teor. 3.5.2, p- 2081 y
por consiguiente C C TC A AO7 de manera que C es también acotada para la to-
pologia €(E’’, E’) de la convergencia uniforme sobre subconjuntos equicontinuos
de E’ [cf. 5, Cap. 1l , § 3, no. 4, Teor. 11.

De aqui resulta que la aplicacion A z (A) es continua para la topologia
E(E’", E’) sobre E’’. En efecto, sea V una €(E’,E’)-vecindad de 0 en E’’.
Existe €>0 tal que pCCV para |p| < e. Puesto que z,(A)=z (A ) e (A=A )C,
se tiene z (A )-z (A ) eV provisto que [A-A [ < E.

Ahora demostraremos que z, (X)) es el limite de z(A;A,), cuando A tien-
de hacia )\O, para la topologia €(E"’, E’) [26; 27, p. 145] . Dada una vecindad
equilibrada, convexa, o (E”,E’)-cerrada V de 0 en E’ para E(E”, E’) exis-

te 5> 0 tal que [A—)\O] < 0 implica zo(/\)-zo(/\o) e V. También se tiene

A=A

o

(1.2.1.1) 2N A )=z, (\,) = —. J 1z,0)=2,0)1d¢

o
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(1.1.4.1), donde la integral se toma en el sentido de la topologia o (E*’,E*). Aho-
ra bien

D = {ZO(C)-ZO()\O) : |C-)\OI _§5 }
estd contenido en V, luego el segundo miembro de (1.2.1.1), el cual esta conteni-
do en la envolvente equilibrada, convexa, o (E’’, E’)-cerrada de D, estd con mayor

razon contenido en V, es decir z(A A ) - z,(A,) eV, provisto que [A-A [<5.

Finalmente mostraremos que z,(A,) pertenece a E y que z(A;A ) converge
hacia z (A ), cuando X tiende a A, - para la topologia original de E. Puesto
que €(E’’, E’) induce sobre E su topologia original [ 15, Prop. 3.4.7, p. 2011, los
conjuntos

fz(A:n) c 0<[A=A | < 3},
n=1,2, 3, ... forman la base de un filiro de Cauchy acotado § sobre E.Pues-
to que E es casi-completo, § es convergente y converge necesariamente hacia
z,(A,) .

Sea ahora m un nimero entero > 3. Supongamos que el lema sea cierto para to-
dos los nimeros enteros positivos <m. Si f:A > E es escalarmente m veces di-
ferenciable, entonces por la hipétesis de induccion tiene derivadas continuas de
todos los ordenes < m—2 . Poniendo g=irf;EZ , la funcion g es dos veces es-

; - A\m-2
calarmente diferenciable. Por lo que acabamos de ver, g tiene derivada continua.

m-1

Puesto que dg _ d7 [ , queda el lema completamente demostrado. w»
d\ daxm-1

A partir de ahora supondremos que A es un subconjunto abierto de € y que

E es un espacio localmente convexo separado y casi completo sobre € .
(1.2,2) PROPOSICION. Una funcion holomorfa tiene derivadas continuas de

todos los ordenes.

Esto resulta de (1.2.1) y de una propiedad clasica de las funciones holomor-

62



fas con valores escalares.
(1.2.3) Se ve de la demostracion de (1.2.1) que si f: A - E es holomorfa,en-

tonces

_d"y . a” "
(1.2.3.1) <W(AO),x > = 5 <f, x>

A" A=),

para neIN, A e A y x"e¢E"’.
(1.2.4) PROPOSICI(,)N [11, p.37 1. Una funcion f: A> E es bhelomorfa si y so-

lo si es débilmente continua y

(1.2.4.1) J[KA)dA=O

Y

para todo camino simple, cerrado,rectificable y en N cuyo interior estd conteni-

doen A.
Demostracion. Si f es holomorfa, entonces es continua y con mayor razon dé-
bilmente continua. Ademés para todo x’ ¢ E’ se tiene

(1.2.4.2) <ff()\)dz\,x'>=f< fA),x">dA =0,

14 Y

Conversamente, si / es débilmente continua y se cumple (1.2.4.1), entonces re-
sulta de (1.2.4.2) y del teorema de Morera [8, Cap. 11, § 2, No. 7. Teor. 41 que
para todo x’ ¢ E’ la funcion <f, x*> es holomorfa. Por lo tanto f es holomorfa
(1.1.4). =

(1.2.5) COROLARIO [11, p. 39) . Sea M un subconjunto total de E’ y
f: N> E una funcion débilmente continua tal que para todo x'e¢ M la funcion
<f x*> es holomorfa. Entonces [ es holomorfa.

Demostracion. Si x*¢ M y y es un camino simple, cerrado, rectifiable en A
cuyo interior estd en A , entonces se cumple (1.2.4.2). Por otro lado yf f(N)dA

pertenece a E puesto que E es casi-completo [6 Cap. III, 22 ed.,§3, no. 3, Co-
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rol. 2 de la Prop. 7 1. Ahora bien cada elemento de E es una forma lineal sobre
E’ continua para o (E’,E), de manera que (1.2.4.2),es valido para todo x’¢E’

Se sigue entonces que se tiene (1.2.4.1), es decir f es holomorfa. =

(1.2.6) COROLARIO [11, p.391. Sea F un espacio localmente convexo se-
parado (no necesariamente casi-completo) y E un subespacio lineal de F provis-
to de una topologia localmente convexa separada, casi-completa tal que la inyec -
cion canonica j: E Cs F sea continua. Sea f: N - E una funcion débilmente

continua tal que jof sea holomorfa. Entonces [ es holomorfa.

Demostracion. Paratodo y' e F’ la funcion

Aw <GFN), y*> =< f(A), Fily")>
es holomorfa. Puesto que j es inyectiva, 1i(F*) es denso en E’ [15, Corol. 2
de la Prop. 3. 12.2, p.256] vy el enunciado resulta de (1.2.5). m
(1.2.7). PROPOSICION [11, p. 37). Si la funcion f: A E es holomorfay y
es un camino simple, cerrado,rectificable en N cuyo interior estd contenido en A,

entonces

(1.2.7.1) a"f (A )= n-’f f(A) ax

o 2mi n+ 1
AN J (-1

para ne N y todo A, en el interiorde Y -

Demostracion. Para todo x’ ¢ E’ se tiene en virtud de (1.2.3.1)

n n
<fLrg x> =4 <fx>

A\” &
¥ A=A,
e f<f(A)’x'> an=< [ L) gy ks
2mi 1 2mi 1 w4,
7 ()\_)\O)n‘% % (A_Ao)ﬂ+

[1, Cap. III, 2.3, (23) 1. =
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(1.2.8) TEOREMA [11, p. 381 . (a) Sea f: A > E una funcion holomorfa. Su-
pongase que el disco {A; |\ - A, <p 1} esté contenido en A y escijase o
tal que 0< o0 <p . Entonces la familia

n
w2 AL . eag®
AN? neN

es sumable [ 4, Cap. IlI, 3% ed., § 5, no. 1, Def. 1; 15, Def. 2.8.2, p. 127 ] hacia
el valor f(\), uniformemente en { X ;| A= /\O] <ol

(b) Conversamente, si f: N~ E es tal que para cada A e A existe una serie

[4, Cap. III, 32 ed., § 5, no. 6| con término general an(/\-/\o)", a,eE, neN ,

que converge débilmente hacia f(X) en una vecindad de /\O , entonces [ es ho-
lomorfa.
Demostracion. (a) Escéojase o <r<p. Si y esel circulo con centro Ay

radio 7, entonces se tiene

a =L 4%f )= 1 f f(O)  a¢
(é’_/\o)lH-I

(1.2.7). Ahora

2nr n+ 1
m = (é_)\o) +

esta contenido en la envolvente equilibrada, convexa, cerrada K del conjunto

compacto f(y) . El conjunto K es compacto [15,p.235 1y

2nr _1 e
a ¢ =L _— K=-=—2 K.
L rn+1 27 "

Se sigue que para | A -)\OI < o se tiene
1
(1.2.8.1) S oa =X e 3 (L})"KC(E)”" IR Wy
neH " 9 n>p r

T -0
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cada vez que H es un subconjunto finito de IN que no encuentra el intervalo
[0, 1. Puesto que K es compacto y o/r< 1, para cualquier vecindad cerrada

V de 0 existe pe N tal que

(1.2.8.2) S a,(A-2,)" €V
neH
cada vez que HN [0,p] = ¢, es decir la fanilia (a, ()\-/\o)n) satisface a

nelN

la condicion de Cauchy [4, Cap. III, 32 ed., § 5, no. 2, Teor. 1; 15, Ejerc. 2.9.6,

p. 1401, Ahora bien los conjuntos
A=t S am-A)’ ;JoIY,
1 ne] " o I

donde I es un subconjunto finito de N, engendran un filiro ¥ | el cual tiene
una base enumerable formada por los conjuntos A[O Pl Se sigue ue F es

acotado [ 15, p. 135] y puesto que E es casi-completo, la familia (a, (A=A )")
es en efecto sumable .
Por (1.2.3.1) y la teoria de las funciones holomorfas con valores escalares

se tiene
be_ S 1 _a”" . n
<IN, x>= Y L <7Xr{ (Ag) x"> (A=A,)
n=o
- < 1 g7 no .,
= < i -
P WIS W
para x’ € E' y |A=A | < 0. Con otras palabras, la serie con término general
an(/\-/\o)n converge débilmente y tiene suma f(A), por lo tanto la suma de la
serie para la topologia original debe también ser f(A). Finalmente tenemos por
(1.2.8.2) que para p suficientemente grande

n
M) =2 a,(A-A)" =3 a,(\-2)"cV
ne] ncC]
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cada vez que |[A-A | < oy Jolopl.

(b) Paratodo x’e E’ se tiene:
<fON), x*> = Z <a,, x'>(A-A,)"
n=o
si A pertenece a un cierto disco |)\-)\O| < o . Resulta de la teoria clasica [ 8,
Cap. II, § 2, no. 6 | que </, x"> es holomorfa en A y por consiguiente (1.1.4)

f es holomorfa. =

(1.2.9) PROPOSICION [11, p. 401, La funcién f: A > E es holomorfa si y so-
lo si para cada punto Aje N existe una vecindad abierta U de \; y un subcon-

junto acotado, equilibrado, convexoy cerrado B de E tal que [:U > Eg [15,Cap.

3, 85, p. 207 1 sea holomorfa.

Demostracion. La inyeccion Ep s E es continua, luego (1.1.5) muestra que

la condicion es suficiente .

Supéngase ahoraque f: A - E sea holomorfa. Sea A un disco cerrado con cen-
tro A; contenido en A . Mostraremos que tomando para U el interior de A y pa-
ra B la envolvente equilibrada, convexa, cerrada del conjunto compacto f(A), se
cumple la condicion. Sea A € U y escojase 0 <o <r<p tal que {A; |[A-A [<p}
esté contenido en U. Con la notacién de la demostracion de (1.2.8) se tiene KCB.
Si qg nota el calibrador de B, resulta de (1.2.8.1) que

qB( z an()\-/\o)n) < (ﬁ:—} p+1:—_t;
neH
cada vez que |[A-A [ <oy HN [0,p) =¢ . Puesto que E es casi-completo ,
Ep es un espacio de Banach [ 15, Prop. 3.5.6, p. 2071y por lo tanto la familia
(an(A-AO)n) es sumable en Eg. Pero Eg C5 E  es continuay por (1.2.8) en

E la familia (an(/\-)\o)n) es sumable hacia f(A), luego en Ep también la su-
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ma de la familia debe ser f()) . Resulta entonces de la parte (b) de (1.2.8) que
f:U>Eg esholomorfa. m

(1.2.10) COROLARIO. Sean 5'1 y 32 dos topologias localmente convexas,
separadas, casi-completas sobre el espacio vectorial E para las cuales los con-
juntos acotados son los mismos. Entonces las funciones bholomorfas f: A > E son
las mismas para 3'1 y para 3'2 ,

(1.,2.11) COROLARIO [ll,p.401 . Sea F un espacio localmente convexc, se-
parado, toneladoy E=F' su dual. Sila funcion f: A > E es tal que para todo
y € F la funcion con valores escalares <f,y>:Aw <f(A), y> es bholomorfa, en-

tonces [ es holomorfa cuando E se provee con la topologia fuerte [B(E,F) .

Demostracion. Puesto que F es tonelado, E es casi-completo para la topo-
logia débil o(E, F) [15, Teor. 3.6.1, p. 218 | y asi f es holomorfa si E se
provee con esta topologia (1.1.4). Ademas los subconjuntos de E que son aco-
tados para o (E, F) son los mismos que aquellos que son acotados para [ (E,F)

[15, Corol. de la Prop. 3.6.2, p. 212 1 | luego la conclusion resulta de (1.2.10). m

1.3. Prolongacion analitica .

(1.3.1) TEOREMA [12,Cap.], ap. 2, no. 3, p. 171]. Sea F un espacio lo-
calmente convexo, separado, tonelado y E =F’ su dual provisto de la topologia
fuerte B(E,F). Sea A un subconjunto abierto, conexo de €, Ao un subcon -
junto abiertode A; y f:A > E una funcion bolomorfa. Supongamos que para

todo y e F la funcion holomorfa con valores escalares

g(-,'y).')\»g()\,‘y):<f()\),y>

tiene una prolongacion analitica a todo A j.Emtonces existe una funcion bholomor-

fa /I:AI"’E tal que fl(/\)=f(/\) para Ael, vy
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<f1()\),y>=g()\,-y)
para Ae Ay, yeF.

Demostracion. Sea £ la coleccién de todos los subconjuntos abiertos A de
A; para los cuales existe una funcién holomorfa fy: A5 E 1al que < AN, y>=
g(A;y) para ye F y AeA. Observemos que de esta iltima relacion ya se si-
gue que fr(A) = f(A) para AeA n A,. También esta claro que si A y A’
pertenecen a &£ , entonces /A ¥ fA+ coinciden sobre AN A”. Por lo tanto,
se puede definir una funcion holomorfa f sobre el conjunto abierto A= LEJQA
poniendo f~(/\) = fA()\) si Ae A, y esta funcion satisface a < ;(A), y>=g(\,y)
para yeF y /\e/{.

Supongamos que A# A;. Puesto que A, es conexo, existe en A; un pun-
to A; adherente a A que no pertenece a A .Sea p> 0 tal que el disco abier-
to con centro A; y radio 2p pertenecea Aj . Escojamos A e A tal que
|A,-A;l <p ysea A el discoabierto con centro A,y radio p . El punto A,

pertenece a A y ACA;. Para yeF y A e A se tiene [8, Cap. I, § 2, no.6,

Teor. 31
e Zo(A_;y) N
PN J R LIEZR Y
n=o

- _1.d"f o
=) <;',Wnﬁ( Jea-a )y >
=0

(1.2.3.1). Con otras palabras, si la sucesion (sm()\))mtrw de elementos de F’

se define por

m
ARk dB ey 500, X"
s, (A) = g o (A
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entonces <s_(A),y> converge hacia el nimero g(A,;y) para todo ye F. Por
el teorema de Banach-Steinhaus [15, Corol. de la Prop. 3.6.5, p. 216 ] existe una
forma lineal continua fy(A) ¢ F* = E 1al que </AA),y>=g(A;y) para yeF.

Por hipotesis, la funcion
<IN Y> FAB<fA(A), y>

es holomorfa en A | cualquiera que sea y e F, luego en virtud de (1.2.11) la fun-
cion fo: Aw fA(A) es holomorfa en A. Se sigue que A pertenece a £, lo que

contradice a la definicion de A . Esta contradiccion muestra que A= A;. w

(1.3.2) Las condiciones sobre E en (1.3.1) se cumplen en particular si E
es un espacio localmente convexo, separado, reflexivo. En efecto, en este caso E
es el dual de E’=F provisto de la topologia 3 (E,F). Este caso especial de
(1.3.1) se deduce también del resultado un poco mas profundo que sigue .

(1.3.3). TEOREMA. Sea E un espacio localmente convexo, separado, casi-
completo. Sea N; un subconjunto abierto, conexo de C, Ao un subconjunto
abiertode Ay y f: A, E una funcion holomorfa. Supongase que para todo

x" € E’ la funcion bolomorfa con valores escalares
gle s x):Amg(A;x®) =< f(N), x>
tiene una prolongacion analitica a todo A - Entonces existe una funcion holo -
morfa  f,: A+ E tal que /1()\) =f(X) para yeA, y </1(/\), x'>=g\;x")
para AeA; y x'e¢ E’.
Demostracion. Dé manera semejante a la demostracién de (1.3.1), sea Lla
coleccion de todos los subconjuntos abiertos A de A; para los cuales existe

una funcion holomorfa fj : A > E que verifica <fy (A), x’> = g(A;x’) cua-

lesquiera que sean A e A, x* ¢ E’. La funcion / se define sobre A= U A

Aef
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por /n()\) = fA(/\) si A e A y basta demostrar que A= 1\1 :

Supéngase que A# Aj ysea A e A, adherente a A pero Ak A. Sea
p > 0 tal que el disco abierto con centro A; yradio 2p pertenezcaa A, es-
cojamos A € A tal que [A,-A;l <p ysea A eldisco abierto con centro A,
yradio p. Flpunto A; pertenece a A y A estd contenidoen A; . Ademas
escojase p con 0 <p <p tal que el disco con centro A~ yradio p = seaun

subconjunto de A.

En virtud de (1.2.8) se tiene

J8

(1.3.3.1) FA) =

n

anm_)\o)”

0

para [)\~)\Ol<po, donde
_ 1 d"f
G = o d)\'{ (Ay)

Ademas, puesto que para todo x* ¢ E’ la funcion g(+ ; x’) es holomorfa en Ay,

se tiene un desarrollo

ghx= Y B, (AA)"
n=o

valido para [A-A [<p. Ahora bien x* es una forma lineal continua sobre E,

luego de (1.3.3.1) se sigue que

(1.3.3.2) <fN),x'>=g(A;x") = Z <ay, x> (A=)
n=o

para [A-A [ <p. Porla unicidad del desarrollo de Taylor de las funciones ho-
0

lomorfas con valores numéricos se tiene f3, = <a,, x"> para ne¢IN, es decir

la serie (1.3.3.2) converge para |A-A [ <p . En particular, si 0<r<p, la

sucesion (r”.a, JpeN €S débilmente acotada y por lo tanto [15, Teor. 3.5.3,p.

2091 acotada. Existe pues un conjunto acotado, equilibrado, convexo B tal que
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an(/\-/\o)neB para ne N y |A=A | <r. Sea ¢ tal que 0<o <7 entonces

a, A=\ )" € (.;’_)" B

para n e N /\-)\o[§0 y por lo tanto

" q
a (A-A ) e X
" n o =,

.U_)” B C (rﬂ)” LB

r r-o

I MR

n

para ])\-/\O]§o , 0geN, p< q.

Puesto que B es acotado, cualquiera que sea la vecindad V de 0, existe

N ¢ N tal que g
Y a,(A-A)" eV
n=p

cada vez que ’/}n-)\of <oy g2p>N. Como E es casi-completo y como to-

das las sumas X a, (/\—/\O) estan contenidas en el conjunto acotado

n=o
T B ’
r-o
oo
. n )
resulta que la serie Z_ a, (A=A )" converge para [A=A | <o. Pero 0<p
n=o

se puede tomar arbitrariamente cercaa p , luego la serie converge para |A-A |<p
y define en virtud de (1.2.8) una funcion holomorfa IA:A 5 E. Be (1.3.3.2) re-
sulta que <fy\(A), x*>= g(A;x’) para Ae A, x' ¢ E’, esdecir Ae £ ,lo que
contradice a la definicion de A. Esta contradiccion muestra que A= Aj. =

En [31 Bogdanowicz demuestra un teorema general que contiene (1.3.1) y
(1.3.3) como casos particulares. Ligocka y Siciak [20] generalizan (1.3.3) a
funciones holomorfas définidas en subconjuntos abiertos de un espacio vectorial
topologico separado .

(1.3.4) Sea E un espacio localmente convexo, separado, casi completoy F

un subespacio lineal de E provisto con una topologia localmente convexa, se -



parada tal que la inyeccion canénica j: FC, E sea continua. Sea A; un sub-
conjunto abierto, conexo de € , A un subconjunto abierto de Ay f:A>F
una funcion holomorfa. Entonces g=jof: A s E es también holomorfa (1.1.5 ).
Un fenémeno que se presentard a menudo es que g tiene prolongacion analitica
en una funcién holomorfa A; > E pero / no se puede extender en una funcion

analitica Aj; > F. Oueremos dar aqui un ejemplo sencillo de este fenomeno.

Para X ¢ € denotese por x* la funcion xerx definida sobre el intervalo
0<x<1 delarectareal

(1.3.5) PROPOSICION. Sea 1 <p<~. La funcion Aw xA con valores en
L?(0,1) es holomorfa en el semi-plano Re A > -% y en ninguna region mds gran-
de.

Puesto que para 1 < g<p se tiene

LP(O,I) C Lq(O,I) G LI(O,I),
donde las inclusiones son estrictas y las inyecciones canonicas continuas, la pro-
posicion da los ejemplos requeridos. Obsérvese que Ao X , considerado como
. funcion con valores en el espacio mucho mas largo D+(0,1) de las distribuciones

sobre 10,1, es holomorfa en todo el plano complejo con la excepcion de una
sucesion discreta de puntos .

Demostracion. (a) Sea p’ el exponente conjugado a p, es decir +

=~
=~

y sea p= ReA . Para cualquier Qe 84 (0,1) se tiene

1 1 vpy L
’ I/ ’
f;x"co(x)ldxg(fﬂ”dx fﬁ@(x)[p dx) ¥
0 0 0
- [y
pu+1 £
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provisto que ppu+1>0, es decir u>-1/p. Por consiguiente [9, (13.8.6)] la
1
funcion Aw [ x20(x) dx es holomorfa para p>-1/p.
0

(b) Paratodo 7 e R y €>0 la funcion

(O xHx‘I/P.+8'iT

pertenece a LP (0,1) ya que

1 1
’ ¥ ] ’ 1
ﬁ@(x)|p dx:fx'1+€p dx = 1’x€p =—1—'..
) 5 Ep 0 Ep

1

x/\x-l/p'+ =il 4. = 1 '
) )\+1/p+ €41

Por otra parte

es decir la funcion A e < X’\, ©> tiene una singularidad en el punto A =-—;-E+ ir.

(Para p=1 se puede tomar @(x) = 7)) w

1.4. Puntos singulares

(1.4.1) PROPOSICION. Sea F un espacio localmente convexo, separa-
do, toneladoy E =F' su dual provisto con la topologia fuerte B (E, F). Sea A
un subconjunto abiertode € y A un puntode N . Supongase que la funcion
Aws f(A) con valores en E es holomorfa en A-{)\O} y que /\l_l:rr)z\ (A=A )f(A)=0,
Entonces la definicion de [ se puede extender a todo el conjuntoo A de manera

que la funcion extendida sea holomorfa.
Demostracion. Si para ye F ponemos g(A;y) = <f(A),y>, se tiene
ll'r/r\z (/\-)\O)g(/\;y) =0 vy por lo tanto [1, Cap. III, Sec. 3.1, Teor. 7, p. 100]

5
la funcion Awg(A;y) tiene una extension holomorfa a todo A . Puesto que
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g(/\o;y) =)\l-f7/,\l gl(h;y)= )\li")l\ <f(A),y> paracada ye F, por el teorema de
Banach-Steinhaus [ 15, Corol. de la Prop. 3.6 5, p- 216 | existe una forma lineal
f(A,) e F'=E tal que g(A ;y)= <f(A,),y> paratodo ye F. La funcion
As<f(A),y> es ahora holomorfa en A cualquiera que sea ye F, luego de

(1.2.11) resulta que Aw f(A) es holomorfaen A. =

(1.4.2) Sea E el dual fuerte de un espacio localmente convexo, separado,to-
nelado, como en (1.4.1) y sea Aws f(A) una funcién con valores en E que es holo-

morfa en A-{A_}. Supongamos que existe un nimero entero >0 tal que
lim (A=A )"+ 1f(0) = 0. Entonces Aws(A=A,)"/(A) se puede extender en
*%

una funcién holomorfa en todo el conjunto A (1.4.1) vy tiene el desarrollo

-1
A=A )" [N = b+ b (A=X )4 eeet by(A=A )" 4 B (A=A )",

donde 5 es holomorfa en algin disco [A-A | <p. Asi obtenemos

fikyatneiBaot pnoPmd sopongi P g ek
(A=A, )m (A.AO)W A-A,

para A ‘r‘/\o. Si b].# 0 para algin j> 1, sedice que f ‘tiene polo en A
y el nimero entero mas grande j para el cual b]- # 0 se llama el orden del po-

lo. Un polo de orden 1 también se llama polo simple. La expresion
UL b
1
(1.4.2.1 _—
! ‘ZI (A=A )]
i= 0

y la funcién holomorfa 5 estan determinadas de manera inica por f. Llamamos
(1.4.2.1) la parte singilar y b la parte regularde [ en A, . El coeficiente b,
E se llama el residuode f en A . A veces sera comodo de considerar un pun-
to en el cual f es holomorfa como un polo de orden cero; en tal punto f coinci-

de con su parte regular y su parte singular es cero. Se dice que una funcion es
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meromorfa en una region A C € si es holomorfa en A con la excepcion de un

conjunto discreto de puntos en los cuales tiene polos.

2. Funciones holomorfas con valores distribuciones

2.1, Prolongacion analitica de las operaciones fundamentales .

(2.1.1) Sea Q un subconjunto abierto de R”, A una region en € y sea
A»T(A) una funcion holomorfa definida en A y tomando sus valores en el es-
pacio P°(Q) de las distribuciones sobre Q . Si A, es unaregion en € que
contiene A,y sipara todo ©¢ (Q) la funcion holomorfa con valores numéricos
A< T(A), 9> tiene una prolongacion analitica en /\1 , entonces AoT(A) se
pucde extender en una funcion holomorfa con valores en 9'(Q) definida en todo
el conjunto A; (1.3.1). Lo mismo es cierto si se consideran funciones con va-
lores en el espacio 8" de las funciones templadas [15, p. 4111, o en el espacio
@'(Q) de las distribuciones con soporte compacto [ 15, Prop. 4.2.3, p. 320 ], 0 en
el espacio C'C de las distribuciones rapidamente decrecientes [ 15, pp. 419-4201,
va que todos estos espacios son reflexivos (1.3.2). La afirmacion analoga sera
todavia verdadera si consideramos funciones holomorfas AwT(A) con valores en
el espacio T‘”’(Q) de las distribuciones de orden < m [15, Def. 4.4.1, p. 338],0 enel es
pacio @'m(Q) de las distribuciones de orden <m con soporte compacto (15, Prop. 4.4.3,

p- 340 ] , o en el espacio Sk [Prop. 4.11.6,p. 4191, ya que los espacios P"(Q), ™)
y Sk son tonelados.

(2.1.2) PROPOSICION. Sea Aw T(X) una funcion holomorfa definida en A
con valores en D'(Q) y supongase que para todo Ae A el soporte de T (M) es-
td contenido en el subconjunto cerrado A de O .Si Aw T(\) tiene una prolon-

gacion analitica a una region N> A, entonces Supp T(N) C A para NeAj.

Demostracion. Sea ©e D(Q) tal que Supp © N A= ¢ . La funcion holomor-
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fa A <T(A), 9> definida en A; se anula para A e A |, luego también para

AGAI- a

La proposicion muestra que al prolongar analiticamente una funcién con valo -
res distribuciones, el soporte no aumenta. Veremos mas tarde (2.2.7) que en pun-

tos aislados el soporte puede disminuir considerablemente.

(2.1.3) Sea A w» T(A) una funcion holomorfa definida en N con valores en
& . Supongamos que considerado como funcion con valores en D'(Q) (1.1.5)
la funcion tiene una prolongacion analitica a una region Ay D A . Entonces
T(A) e g.(ﬂ) para todo A e Ny y por consiguiente (1.2.6) la funcion Ao T(A)

con valores en & (Q) es holomorfa en A .

Demostracion. Sea A, un subconjunto abierto de A tal que Xo sea com-
pacto y contenido en A . Puesto que la funcion A T(A) es continua, el con-
junto

T(R)={T(A) ; AeA}
es compacto y por lo tanto acotado en g'(Q) . Con mas razoén T(AO)= §T(N) ;
Ae A} es acotado. Existe pues [15, Teor. 4.2.1, p-3211 un subconjunto compac-
to K de Q tal que Supp T(A) CK paratodo AeA . Pero entonces (2.1.2)
muestra que Supp T(A) CK paratodo AeA;. m

(2.1.4) PROPOSICION. Sea 1 un subconjunto abierto'y 0 < m < . Suponga-
se que Aws T(N) es una funcion holomorfa definida en A con valores en D).
Sea pe N" un multi-indice fijo.

(i) La funcion Ao dPT(\) = SO\ con valores en 0l ’”*“’l(m [15, p. 341 ]
es holomorfa.

(ii) Si Aw T()\) tiene prolongacion analiticaa N; D A, entonces Aw $(A)

la tiene tambiény S(X) = apT (A para Ae AI 1
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Demostracion. (i) Para ¢ e D" 12I(Q) y AeA setiene
(2.1.4.1) <SW), 0>=(-DIleT), 920 >.

Para todo /¢ D”(Q) y en particular para =370 la funcion Aw<T(N), >
es holomorfa en A . Luego la funcion A< S(A), > es holomorfa en A para
todo 9 D”* ' |(Q) , es decir la funcion ‘/\HS()\) es holomorfa (1.2,11).

De (1.1.5) se puede deducir otra demostracion si se observa que la aplicacion
Tw d?T de D™Q) en D'm+121(Q) es continua [15, p. 3411,

(ii) Si Aws T(A) tiene prolongacién analiticaa A, entonces para todo
Qe P™(Q) la funcion con valores numéricos A < T(A), 9> se pﬁede extender
en una funcion holomorfa definida en A;. De (2.1.4.1) resulta que para todo
pe P12 |(Q) la funcion Awn< S(A), @> tiene prolongacion analiticaa A; lue-
go por (1.3.1) la funcién A S(A) se puede extender a A; . Otra vez resulta de
(2.1.4.1) que SO\ =?T(\) para AeA; . w

(2.1.5) PROPOSICION [12, Cap. 11, § 2, no. 3, p. 195, nota 1. Sea Aw T(A)
una funcion holomorfa definida en A con valores en S . Paracada e\ sea
S(A) la transformada de Fourier de T () .

(i) La funcion A~ S(\) definida en N con valores en § es holomorfa.

(ii) Si Aw T(A) tiene prolongacion analiticaa N;D A, entonces AsS(A)

también tiene unay S(A) = F(T(N)) para todo AeAj .
Demostracion. (i) Para ©ed y AeA se tiene
(2.1.5.1) <SA),0>=<T), Fo>
[15, Def. 4.11.2, p. 4111 . Esto demuestra que A+ S(A) es holomorfa (1.1.4) .

Se podria también servirse de (1.1.5) ya que la aplicacion Tw F (T) de s

en § es continua [15, Teor. 4.11.1, p. 416 .
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(ii) Si Aw T(A) tiene prolongacion analitica a A; , entonces resulta de (2.
1.5.1) que para todo @ ¢ & la funcion holomorfa con valores numéricos Awr<S()),
® > se puede extendera A; y por lo tanto AS(A) se puede extender en una
funcion holomorfa en A; (1.3.1). Puesto que (2.1.5.1) es valido para Qe S y
Ae A, es también valido para Ae A;, esdecir S(\) = F(T(N) si Ae Aj .=

(2.1.6) PROPOSICION. Sea m un niimero entero positivo o el simbolo oo .
Sea Aws T(N) una funcién holomorfa definida en A con valores en D'™Q) . Ade-
mds sea Aw Q) una funcion holomorfa en A con valores en gm(ﬂ) :

(i) La funcion A S(A) = ay T(N) con valores en fD'm(Q) [15, p. 348 1 es ho-
lomorfa en A .

(ii) Si Aw @) y Aw T(X) tienen ambos prolongacion analitica a A;D A,
entonces Aw S(A) también tiene y para A e AI es cierto que S(A) = oy T(A) .

Demostracion. (i) Cualquiera que sea Qe ") , la aplicacion lineal
0ea.9 de & (Q) en D"(Q) es continua [15, Prop. 4.7.4, p.360 1, luego la
aplicacion Am @y« @ de A en fDm(Q) es holomorfa (1.1.5). Para iodo

Pe .(Dm(Q) la funcion con valores numéricos
(2.1.6.1) A <SA), 9>=<TQ),0). 0>

es holomorfa (1.1.6) y por lo tanto la funcion A+ S(A) es holomorfa (1.2.11) .

(ii) Si Aw @) tiene prolongacion analitica a A, entonces para todo
Qe fDm(Q) la funcion A ). ® con valores en @m(Q) tiene prolongacion ana-
liticaa Aj (1.1.5). Si ademéds Ao T(\) tiene prolongacion analitica a A, en-
tonces A< T(A), %y ®> tiene extension holomorfa en el conjunto AI (1.1.6).
De (2.1.6.1) resulta que en este caso A~ S(A) tiene prolongacion analitica a

A1 (1.3.1) y que S(A) = @) - T(A) para AeAj. ]
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(2.1.7) El resultado en (2.1.6) es valido si reemplazamos fD'm(Q) por S’
y &"@) por Oy . Se debe utilizar el hecho de que, para cualquier ¢ ¢ S, la
aplicacion lineal aw a.@ de ®M en O es continua [15, Ejerc. 4. 11.4, p. 424],

los otros detalles de la demostracion no cambian.

(2.1.8) Sea E un subconjunto abierto de R y H un subconjunto abierto de
R’ . Los puntos de = se denotaran por x ylos puntos de H por y, de manera
que los puntos de Z xH C Rk+l seran denotados por (x,y) . Las letras s y ¢
notaran o bien un nimero entero positivo o bien el simbolo o . éi Se ED’S(E) y
X e @S+ I(E xH ), entonces paratodo ye H lafuncion X(.,y) : x0 X(x,y)

S - - »
pertenece a D°(E) y en vez de <8, X(.,y)> escribiremos también

[S(x) X (x,y) dx ; la funcion

o
—_

(2,1.8.1) y»[S(x) X (x,y) dx

se denota por [ S(x) X(x,+)dx. Sea K un subconjunto compactode E y L

un subconjunto'_compaclo de H . Sabemos [15, Lemma 4.8.2, p. 370] que si

t . t
Xe TS+ (KxL) y Se ) S(E) , entonces (2.1.8.1) pertenece a D).

s+t ,
(2.1.8.2) LEMA . Si Xe D (K x L), entonces la aplicacion lineal

S - S(x) X(x, o) dx

I

S t
de D(E) en D (L) es continua .

Demostracion. Sea

vaiy:|oTym|< e |qlg b

t
una vecindad de 0 en P (L), donde €> 0, be N yenel caso de que ¢ sea
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finito tomemos b=t . E| conjunto B de funciones

q q
(f?y X)(e,y) e x »(9),X) (x,y),

n
donde y recorre H 'y ge N" recorre || < b, es obviamente acotado en

S- ey (o] »
D(E) yporlotanto U =€B es una vecindad de 0 en 9 S(E) . Se tiene

8;[S(x)><(x, )dx = fS(x) (r:)yqx) (x,+) dx

o
—

[15, Cap. 4, 5 8, formula (4), p. 3711, luego SeU implica

f;yqfs(x) X(x,y)dx| < €

para yeH vy Iq{é b, esdecir [ S(x)X(x,.)dxeV. m

el

(2.1.9) PROPOSICION. Sea Aws S(A) una funcion holomorfa definida en A
»S
con valores en & (E) y Aw T(N) una funcion holomorfa definida en A con

valores en @‘ t( H).

(i) La funcion A R(A) = S(A) @ T(A) es holomorfa en N con valores en

i -0 IR

(ii) Si Aw S(A) y AnT(N) tienen prolongacion analitica a AN; > A, enton-
ces también X R(\) se puede extender en una funcion holomorfa definida en

A, ysetiene R(A)=S(A) @ T(A) para AelAj.

s+1_ '
Demostracion. (i) Sea X €D  (E x H ) y escribamos Yy en vez de

[ S(A) (x) X(x,.) dx. Puesto que A S(A) es holomorfa por hipotesis, resulta

- !
de (1.1.5) yde (2.1.8.2) que la aplicacion Aw )y de A en D (H) es holo-

morfa. Pero entonces Aw < T(A), > es holomorfa (1.1.6) y puesto que
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(2.1,9.1) ST, $,>=<SA) @ T, X>

[15, Prop. 4.8.2, p. 3731, la funcién Aw S(A) @ T(A) es holomorfa (1.2.11),

(ii) Si A S(A) tiene prolongacion analitica a A; , entonces para todo
Xe fDS+ t(E x H) la funcién Aw ¢ se puede extender en una funcion holomorfa
Apw th(H ) en virtud de (1.1.5) y (2.1.8.2). Si ademas A~ T(A) tiene prolon-
gacion analitica a A, entonces A< T(A), (/1/\> tiene extension holomorfa a
AI (1,1,6) . De (2.1.9.1) se sigue que A+ R(A) tiene prolongacion analitica a
Ay (1.3.1) y que R(A)=S(A) @ T(A) para AeA;. m

(2.1,10) PROPOSICION. Sean s y t niimeros enteros positivos o el simbolo
. Sea Aw S(A) una funcion holomorfa definida en A con valores en :D‘S y
Aw T(A) wuna funcion holomorfa definida en con valores en .(D't. Supongamos que
para todo A e A se tiene Supp S(N) C A, Supp T(\) CB, donde A y B son dos

. n . N
subconjuntos cerrados de IR~ que satisfacen a la condicion :

o) n .
(X)) Cualquiera que sea el subconjunto compacto K de IR, el conjunto

AN (K-B) es compacto en Rn[15, p. 3831

(i) La funcion Aw» R(A) = S(A)xT(A) es holomorfa en N con valores en
T »S+1

(ii} Si Aw S(A) y A T(A) tienen prolongacion analitica a A1 D A, enton-
ces Aw R(N) también se puede extender en una funcion holomorfa con dominio

de definicion Ay y para todo A€ A; setiene R(A) = S(A)xT(A) .

s+t 2
Demostracion. (i) Sea ©eD K= Supp ¢ y KA ={(xy)eR n,'x+yeK§
[15, p. 383 1. En virtud de la condicion (3) el subconjunto K = (AxB) n KA
2 2
de R™" es compacto. Fscéjase una funcion o e D (R ") 1al que O (x,y)=1

en una vecindad de K . Si CDA nota la funcion (x,y) » @(x+y), entonces se

tiene
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(2.1.10.1) <SW* T, 0>=<sA) @ T, aod>

[15, Prop. 4.9.4, p. 386] para Ae A, luego por (2.1.9) la funcion A » <R(A), O>

es holomorfa. Se sigue que A+ R(\) es holomorfa (1.2.11).

(ii) Si Aw»S(A) y Ao T(A) tienen prolongacion analitica a A; . entonces
Supp S(A) CA 'y Supp T(A) CB para AeA; (2.1.2), y por lo tanto  S(A)* T(A)
existe para A e A;. Envirtud de (2.1.9) y de (2.1.10.1), para todo e @S+t la
funcion Aw <R(A), ©> tiene prolongacion analiticaa A . Se sigue (1.3.1) que
A R(A) tiene prolongacién analiticaa A; y utilizando (2.1.10.1) otra vez se
ve que R(A) = S(A)* T(A) para Ae¢ /\1 . =

(2.1.11) PROPOSICION. Sea Aw> S(\) una funcidn holomorfa definida en A

's
con valores en &y Ao T(N) una funcion holomorfa definida en A con valo -

ol
res en ) .

(i) La funcion Aw R(A) = S(A)* T(X) es holomorfa en A con'valores en

50t$+t

(i1) Si Ao S(A) y Ao T(N) tienen prolongacion analitica a A1 O A, enton-
ces Aw R()A) también tiene prolongacion analiticaa A; y R(A) = S(A)* T(A)
para Ae A .

Demostracion. Se ve como en la demostracion de (2.1.3) que existe un subcon-
junto compacto A de R" tal que Supp S(\) C A para todo A e A . Entonces A

y B = R” satisfacen a la condicion () y la proposicion resulta de (2.1.10).m

S ’
(2.1.12) El resultado (2.1.11) queda cierto si reemplazamos &  por O y

oI+ S

ol »
los espacios D y ) por S . Esto se sigue inmediatamente de (2.1.5) y

(2.1.7) [15, Teor. 4.11.3, p. 424 ] .
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2.2, Partes finitas y seudafunciones.

(2.2.1) Sea Q un subconjunto abierto de Rn , A uraregionen € vy

Ao un subconjunto discreto de A . Sea T :Aw T()) una funcion holomorfa de-
finidaen A N CAO con valores en D(Q) tal que T tiene polo en cada punto
de A (1.4.2). Para cada Ay € A llamamos parte finita de T en A, ydeno-
tamos por /\5\/ T(A) o PfT(A)), el valoren A  de la parte regularde T en
/\O (1.4.2) .

Si T es holomorfa en /\O e A, entonces Pf T()\O) = T()\O) . Si T tiene po-
lode orden % en A, entonces existe p >0 tal que para 0<|A-A | <p se

tiene

Sk Sg-1 oy
(2.2.1.1) T()\) = + 4 + ee o4 +S()\),
A=Ak (A=A k- A=A,

donde S]. D@, 1 <7 £k lafuncion Aw S(A) es holomorfa para [A-A |<p
y luego

S.
PIT(A)=S(\,) = lim (r(,\) s __J__) ,
AsA, =1 (A-Ay)7

(2.2.2) Sean A; unaregion en €, A un subconjunto abiertode A; y T:
Ay~ D(Q) una funcién holomorfa. Supéngase que para todo A e A existe una

funcién localmente integrable f)\ que define T(A), es decir tal que

(2.2.2.1) <T(), 9> = f/)\(x) ¢ (x) dx
Q

para todo 0 ¢ D(Q) . Entonces se dice que T es una seudofuncion [28, Cap. 11,
§ 2, Ejemplo 2, p. 381 y con frecuencia se escribe f)\ en vezde T(A) aun

cuando A no pertenece a A.
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(2.2.3) Claro esta que en las consideraciones anteriores el espacio D'(Q) se
puede reemplazar por cualquiera de los espacios fD‘m(Q) (0 < m< o) 5‘”,, @)'”I(Q)

O<mg =) o Op.

(2.2.4) El concepto que ocurre clasicamente es el de parte finita de una inte -
gral divergente y no de una funcion holomorfa con valores distribuciones. La rela-
cion entre los dos conceptos fue ilustrada con el ejemplo dado en la introduccion
y se puede explicar ahora precisamente. Sea T : A T(A) una seudofuncién me-
romorfa definida en la region A; C € y supongase que para A e ACA; la dis-
tribucion T (A) esté definida por la funcion localmente integrable /), mediante
(2.2.2.1) . Entonces para 9¢ D(Q) y A A; la parte finita de la integral
[ fx(x) @ (x)dx es por definicion el valor <P/ T(X), ©> ; esta definicion
ge encuentra en el libro de Dieudonné [9, Cap. 17, Sec. 9, p. 261 1. En particu-
lar, en cada punto A en el cual T es holomorfa, la parte finita de la integral se
obtiene por prolongacion analitica a partir de la funcion Aw [ f)(x) 9 (x) dx, ho-

Q

lomorfa en A.

Cuando T(\) tiene propiedades de regulridad mas fuertes [p. ej. pertenece
a fD'm(Q) ] entonces Pfff)\(x) ® (x) dx tiene sentido para funciones @ mas ge-

nerales [p. ej. Qe @m(ﬂ)ﬂl-

A 5
(2.2.5) Ejemplo. Para p = ReA>-1 ladistribucion x_ [12, Cap. 1, §3,
no. 2, p. 661, denotada también por Pf. (x}‘)x>o (28, Cap. II, § 2, p. 41 ], se de-

fine mediante la formula
00

(2.2.5.1) <z}, 0> =fx)‘<p(x) dx

0
cualquiera que sea Qe S°(R). La derivada de (2.2.5.1) con respectoa X es

o0

f J“'\log:r O (x) dx
(7]
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2
Ahora bien, para todo k> 0 existe Cp>0 1al que (I+x )k[ Px)]|gCy

cualquiera que sea - o0 < x<o, luego

w
A x"log x|
(2,.2.5.2) —/lx log x © (x) |dx < Cp f g dx

y esta iltima integral converge para =1 <y < k. Puesto que %k es arbitrario, se
. 20
ve que la funcién Aw x_ con valores en S es holomorfa en el semipla-

no ReA>-1.
A

Sea ahora m unnimero entero positivo o el simbolo o . La funcién A X7
om 20 i 9y !
con valores en & O 8  tiene prolongacion analitica al semiplano Re A >-m-1I
con la excepcion de los puntos A ==n (ne N , 1 < n <m+1) que son polos sim-
ples de la funcion. En efecto sea n=m si m es finito y un entero positivo arbi-

m
trario si m=o . Por la férmula de Taylor para cada P¢ & se tiene

’ .1 "1
D(x) =9(0) + P(0) 2 4 .uuy cp(" )(0) x”
1! (n-1)!

+ (x) . 3

para 0< x< 1, donde ¢, es una funcién continua. Luego

fo P(x) dx =

(2.2.5.3) ] s n-l
- (7)
= ]xA+"¢n(x) dx +fo®(x) dx + Z w -

) ) i=o j! A+j+l

Se ve con la ayuda de una desigualdad semejante a (2.2.5.2) que la primera inte-
gral en el segundo miembro es funcién holomorfa de A para Re A > -n-1, la se-
gunda integral es funcion holomorfa de A en todo € ; mientras que la suma es

funcion holomorfa de A en € con la excepcion de polos simples en los puntos
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A==1,-2,...,-n.

Puesto que © (,)(0) = 1) < 0]5 , >, se ve de (2.2.5.3) que el residuo de

Ao xj_\ enel punto A =-2 es

(2.2.5.4) (-p* 1 n-1

(n-1) !

b : A
Podemos dar expresiones explicitas de Pf X, En primer lugar sea

n-1<Re A <-n y A #-n. Podemos escribir (2.2.5.3) en la forma

<Pfx_3,(p>=

o0

n-1 () N di 1 (])o
— lim fo(D(x)dx—Z Q0)  A+j+ (0) 1
€

Zl 7

Ahora la suma correspondiente a x=1 en el paréntesis se anula con la iltima su-

€-0 j=o j! Atj+1 Atj+1

ma, y asi se obtiene

€0 = 1/ A+j+1

A nel o)) A+jal
(2255)  <Pfx.,0>= lim foCD(x)dx+z ghtit
]

Si por otra parte A=-n, de (2.2.5.3) se obtiene

(_1)71-1 8(72-1)

<Pfx",0>= ltm<Pf A BT , 0>
As-n, (n-1)! At n
1
F n-2 () ; (n-1)
. @'77(0) -n+j+ 1 (0] 0)
= tim| [ x"000 dx=) X log
€s0 = i! -n+j+ 1 (n-1)
€ ]-o 3
£ C9(]‘)(0) 1
+ :
]‘:O j" —n+j+1

La suma correspondiente a x=1 en el paréntesis se cancela con la dltima suma
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mientras que el término logaritmico correspondiente a x=1 desaparece debido a

la relacion milagrosa log 1 = 0. Asi queda

-n

<P/x+,

o >

(2.2.5.6) - _ ,
2 oW gnejr1 0@ Do)

= lim "9 (x) dx + Z - +
€-0 = 74 n+j+ 1 (n=1)
€ =0

log €

Schwartz [28, formula (11, 2 ; 26), p. 421 y Lavoine [19, Cap. I, s II, pp. 15-21]
definen Pf x:_\ mediante las formulas (2.2.5.5) y (2.2.5.6). La distribucion
Pf x_i\ coincide también con la ‘‘regularizacion canénica’’ de xi\ de Guelfand

y Shilov [12, Cap. I, § 3, no. 7, p. 9% 1 .

(2.2.6) PROPOSICION. Sea T :A>T()\) una funcion holomorfa definida en
A- ff\of con valores en .(D’(Q) y sea A, un polo de T. Supongamos que exis-
te un subconjunto cerrado A de ) tal que Supp T(A) C A para e A-{ A b

Entonces Supp PfT(A,) CA.

Demostracion. Sea ©e D(Q) tal que Supp PN A = ¢ . Existe p>0 tal

que para 0 <|A=X_ | <p se tiene la representacion (2.2.1.1) y por lo tanto
(A=A )k P> =P = P>+(A=A ) <S8, 7, 0> Ak Ies o> 4
“Ao) KT, 9> =P = <8, P>+(A=A ) <Sp 7, P>+e004 . I
k

+(A=A)) <S(A), 0> .
Dejando A converger hacia A, se ve que <§,,@> = 0. Ahora se tiene

k-1

()\_)\O) <TQ), 9>=0=<S§, 1,9> +(/\-)\O)<sk_2,cp>+
42 -1
+(=r )25 05+ (-r )R s, 0>

Dejando otra vez AsA  se ve que <S, 1, 0> = 0. Siguiendo en tal manera ve -

mos que <S]., ©>=0 para 1<j<k Finalmente <S(A), 9> = <T(), > =0
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para 0 <|A=A_|<p 'y por lo tanto

<Pf T(/\O).CD>=<S(/\O),@>=/\1[7/;\1 <S\),p>=0, .

-
7]

(2.2.7) La situacion siguiente se presenta a menudo en aplicaciones. Sea
T+ Xio TO) €D (Q) una funcion holomorfa en A —{A_{ con polo en A, Su-
pongase que existe un subconjunto cerrado A de Q 1al que cualquiera que sea
la vecindad cerrada B de A se tiene una descomposicion T = 1; + T, endos
funciones holomorfas en A-{ /\O§ , donde Supp 1; (M) CB para AeA- {/\U fy
T, es holomorfa ain en A . Bajo estas condiciones los soportes de las distri-
buciones S]- (1 <j< k) que figuran en (2.2.1.1) estan contenidos en A. En
efecto, sea 9 e D(Q) tal que Supp DN A= ¢ . Puesto que Supp © es compacio,
existe una vecindad cerrada B de A tal que Supp ©N B = ¢ . Ahora bien si

Supp T;(A) C B, entonces <T;(A), P>=0 para Ae A= { )\0§ y la demostracion

N

de (2.2,6) muestra que <S]., ©>=0, esdecir Supp §;C A para 1<j< k.

. . A
Ejemplos. (2.2.7.1) En el caso de la seudofuncion Aws x, (2.2.5) se puede

tomar A = {0} y los residuos (2.2.5.4) tienen A como soporte .

(2.2.7.2) Si T(\) es la seudofuncion euclidea Ky definida para Re A >-n

por "
<K, , (D>=fk(x) x| ©(x)dx

Rn
(16, (3.2), p. 152 ], entonces A = {0} y los soportes de los residuos de K) en

los polos A =-n-j [16,(3.3), p. 152 1 estan contenidos en A .

(2.2,7.3) Para la seudofuncion sﬁ discutida en la introduccion se puede to-
+
mar como A el mantel {x;s(x) =0, X2 0} del cono futuro ¢ . De las con-

sideraciones anteriores resulta que los coeficientes de las partes singulares de
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s;\ en los puntos A ==2j (j > 1) y A=-n-2k (k > 0) tienen soporte en A .
En particular, si # es par, el residuo de s_i\ en A=-n+2 y por lo tanto la so-
lucion elemental del operador de las ondas O tiene su soporte en A, como lo
hemos visto en la intro&ucoi(’)n :

(2.2.8) Conservando las hipéotesis de (2.2.7) sea f una funcion con valores
en €, holomorfa en A- {)\Oi , que liene en Ao un polo del mismo orden que T,

entonces la distribucion

iy = LT
f(A)
es funcion holomorfa de A en A . Si se tiene

fA) = + g(A)

— e
()\-/\O)k A—)\O

para '0<1)\-)\O]<p con a, #0 y g holomorfaen A ,ysi §, tiene el

mismo significado que en (2.2.1.1), entonces
fox y= _1

y esta distribucion tiene su soporte en A .

1 A1
—_—x
ra +
se tiene Y_, = akS (ke N) [28, (I1.2; 31), p. 43; 12, Cap. 1, § 3, no. 5, formula

Ejemplos. (2.2.8.1) Para la distribucion de Riemann-Liouville Y, =

(1), p. 861.

(2.2.8.2) Para la distribucion eliptica de Marcel Riesz
)\ n/2 ‘ i
2 2

se tiene R 5, = (<A)k 8 [16, p. 1551,
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(2.2.8.3) La distribucion hiperbolica de Marcel Riesz  Z, tiene para A =n-2;
(j2 1)y A=-2k (k> 0) su soporte contenido en el mantel de ¢'. En realidad
Z gy = 0% 5 . La distribucion Zj, es solucion elemental de Dk ; cuando 7

es pary 2k<n entonces su soporte es el mantel de ct.
(2.2.9) PROPOSICION [19, (LIL10), p. 21]1.S8i T es holomorfa en A=A}

y tiene polo en A, entonces Pf r')pT()\o) = apr T(\,) paratodo pe N .

Demostracion. De (2.2,1.1) obtenemos la representacion

? P »
a”rm)= 9 Sk s 9 Sk . g 51.+a”s(>\)
(A=A )k (A=r )R] A=)

‘o
en 0 < [/\—/\0[ <p vy A»(?PS (A) es holomorfa en }‘o (2.1.4) . Por lo tanto

praftn) = sy = prTC,) . m

(2.2,10). Ejemplo. La derivada d Pf x_i‘ de la seudofuncion Pf x:_\ (2.2.5)

es Pf )\x;\'l . Enefectopara ReA>0 y 0eD se tiene

o0

< ax_i\,CP>=—<x3,r9CO>=-—fx’\r7(,0(x)dx

(]

o

) P -1
=[—x)\(0(x)] +/\'/’x)\'1q)(x)dx=<)\xi , 0>
0

ydesde luego la afirmacién se sigue de (2.1.4) y de (2.2.9) .

Para A = 0 la seudofuncion x:_) es igual a la funcion de Heaviside Y
(15, Ejemplo 4.3.1, p. 324 1. Por otro lado, la funcion }\»/\x:_\'l es holomorfa en
el punto A=0 y su valores & . En efecto para ®¢ D se tiene

1 00

<)\x_i‘-{ (p):)\[x)\'I{CD(x)—CP(O) }dx+)\f xA-ZCO(x) dx +<0,9>
1

(4]
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y -los dos primeros términos en el segundo miembro son funciones holomorfas de A

para Re A >-1 que se anulan para A =0 . Asi nuestro resultado esta en acuerdo

con la formula conocidisima JY =6 .

Calculemos también P/ /\'\:\-] para n=1,2, 3, ... En virtud de (2.2.5,
Z-n

4) se tiene

n n
x)\'1= ——(—” _r? 4 + S(A)

¥ n! A +n

. -n-1
donde A S(A) es holomorfaen |[A+n| <1 y S(=n)=Pf x+n . Multipli-

cando por A obtenemos

-1
AT e BT 978 ) g
+ n! At on

- n
= (A +;1)(_“” (?”b- (-1) M + A S(A)

n
n! A+n n! A+n

n N n
= ap (—I) () 8 + (—1) 9)15 " /\\S()\)

n! A+n n!
y por lo tanto
) A-1 . 1
(2.2.10.1) Pf A mep pf W1 L LU 575
A== t A==+ n!

Esta es precisamente la formula (11, 2; 28) de Schwartz [28, p- 42 si se interpre-
ta correctamente : la contradiccion aparente entre los resultados presentados aqui

la formula de Schwartz proviene del hecho de él escribe Pf(-f ?_1)
y la formula de Schwartz proviene de chc que scribe s o

r S -1 -

cuando en realidad deberia escribir =f Pf(.\'[ Yo 5o ¢ la formula (2.2.10.1) mues-
tra que las dos expresiones no son iguales. Véase también [12, Cap. I, §3, no.2,
formula (10), p. 71 1.

(2.2.11) PROPOSICION. Supongamos que T es holomorfa en A=t} con



valores en S y que tiene un polo en A . Entonces pi¥ (1) M) = ¥ (pf T(A ).

Demostracion. De (2.2.1.1) obtenemos la representacion

(79 (79 (99
F$, FS41 B Js;

= . Fson
Tery S vy > SN wrurse L

o

en 0<|/\—.\O[<p y AoF S(A) es holomorfa en /\O (2.1.5). Por consiguiente

PfFTO)=FSA,)=FpfT(A). "
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