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DISTRIBUCIONES DEFINIDAS POR PROLONGACION ANALiTICA

por

Juan HORVATH

Dedicodo 01 Profesor Henri Yerly can 10 ofectuoso cdm ir oc icn del outor

O. lntroduccion ,

Sea x= (xl"'" xn) un punto del espacio euclideo n-dimensional IRn• ponga-

222
se I x I = x I + ••• + xn y sea

e1 operador de Laplace. Si n d 2, una soluc ion elemental de ~ es la d is tr ibuc ion

E definida por la Iunc ion local mente integrable

x ... E(x)=-
1

jxl
n-2

(x =I 0)

[15, Ejemplo 4.9.1, p. 394; 16, p. 1551, es decir ~ E = 8, y por 10 tanto una solu-

cion de la ecuacion de Poisson ~ u = f e sta dada por el potencial newton iano

fry) dy.
I I n-2x-y
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Consideremos ahora en vez del Lap lac iano el operador de las ondas 0 de 0' Alem-

bert

0=

2 2 2 2 2 2
,Pongase «<ti,s '), con t=x. x'=(x ..... x) y sex) = t -Ix'i =x1-x2~"-x,

1 2 n n

E +, n 2.1 cono futuro C es el conjunto de los puntos x (IR para los cuales sex) 2. 0

y t » O. Para X( IRn se escr ihira C; =x-C+. Pongase ademas

Por computac ion directa se puede ver que para n =2 y 3 la df strrbuc ion asociada

a la Iunc ion E con valores

{

1
. Y

E(x) = on

1 si

si +xfC •

es suluc ion elemental de 0 y desde luego

(0.1) ui x) = _1_ J I(y) dy
r; ()n.2

C- s x- y
x

es s oluc ion de la e.cuacion de ondas no-homogenea 0 u= I. Para n 2. 4 encontra-

mos dificultades muy serias. En primer lugar, si n es par, Yn no t ien e s ent ido, Si

, If" ( )2.n bl I d d d I I dn es Impar, a unci on x ... s x no es integra e en a vecin a e mante e

C+, E~ efecto, si ponemos P =Ix'i. entonces s (xl = (t-p) (t «p ) Y la fune ion

p ... (t-p) H2·n) es integrable en la vecindad de p = t solo si 2·n > -1. es de-
2

cir n < 4 .

F rente a estas dificu hades, Hadamard introdujo el concepto de parte Iini ta de

una integral divergente [13, pp. 184- 2171. EI demostro [13, pp. 220-2311 que si
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n es irnpar y el segundo miembro de (0.1) se interpreta en el sentido de parte [in i-

ta, entonces u es solucion de la e cuac ion de ondas, Para n par Hadamard se sir-

vio del me todo de descenso y de scubr io el principio de Huygens que hoy en dia se

puede expresar diciendo que el soporte de la solucion elemental es el mantel de c+

[L], pp. 287-325]. En realidad Hadamard e st udio no solo el operador de las ondas

sino cualquier operador diferencial hiperbo l lco de segundo orden con coeficientes

variables. Ademas el no se intereso tanto por la ecuae ion no-homogene a como por

el problema de Cauchy para la ecuacion homogenea 0 u = 0 ,. la t e ori a de las dis-

tribuciones enseiia que fa soluc ion de este problema se reduce a la sol uc ion de

o u = f si para f se torna una distribucion adecuada [28, Cap. V,§ 6, pp. 133-134].

En un esfuerzo de entender y s impl ific ar el me todo bastante complicado de Ha-

damard, Marcel Riesz [24] introdujo el operador II.. definido por

(0.2) fry) dy
st x-s y) n-);

para 9{e A> n-2, donde

Observese que formalmente 12f es fa Iunc ion u de (0.1). Riesz demuestra que

A.... (II..f) t x) es una Iunc ion holomorfa que tiene pro longac ion an al it ie a a todo el

plano complejo C.Ademassetiene 1rJ,(If3f}= 1rJ,+f3j y r2kf=okf (kflN) ,

de manera que 0 (I 2 f) = r2 (I 2 f) = 10 t: f, es decir u = 12 f es efectivamente

soluc ion de 0 u = f. Puesto que y n(A)"l se anula cuando n ~ 4 es par y 1..=2,

se ve inmed iat amente de (0.2) que 12 [Lx) depende solo de los valores que f to-

rna en la vecindad del mantel de C~: esta es otra forma del principio de Huygens.

EI descubrimiento de la teoria de distribuciones por Laurent Schwartz [28,29 ]
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en 1944 ayudo mucho a cntender claramente los me todos de Hadamard Y de Marcel

Riesz y la conexi on entre los dos. En primer lugar las distribuciones pe rm ite n la

definicion sencilla y e le gant isf ma de una solucion elemental del operador diferen-

cial con coeficientes constantes perl) = L aa;} a: es una dis tr ibuc ion E tal
lal~m

que p(;}) E = 8 . Para apree iar esta definicion, basta leer en los libros .antertore s

a la te ori a de las distribuciones las d ificu ltade s que t ie ne n para expl ic ar el concep-

to de so lue ion elemental.

Por otra parte tanto, la parte Iin ita de la integral en (0.1) como la Iuncion JAf

en (0.2) se pueden interpretar como convo luc ione s de f con c iert as distribucio-

nes que introduciremos en 10 que sigue. Para :ReA>-2 se define la di s trj buc ion

A iends pOllIen 0
+

< s~, cP> = JS(X)A cp(x) dx

c+
cP (~[l2, Cap. IV, § 2, no. 2, p. 3411. Si se escribe x'= pecualquiera que sea

y

con edn_2, CPI(t, p, e) = cp(x) ,

o/(u,v)= J CPI(t,p,e) de , u=t2,v=p2,

In.2
1

<I>(u,A) = i J o/(u,wu) (l_w)tAwt(n-3)dw

o
entonces se tiene

00

(0.3) <s:' cP> =1 uHA+n).1 <I> iu, A) du = < u} (A+n).I,<I> (u, A) > ,

o
donde u' es la d i.str ihuc ion sobre I? definida abajo en (2.2.5). Observese

+
que si cP =. I, entonces 4 <I> tu, A) es la integral de Euler
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Se puede ver [a c ilmen te que la lunciou A I-> s: es holomorfa en un sentido que de-

finiremos con toda precision en el texto. Esta Iunc iou con valores en el e spa cio de

las distribuciones templadas S tiene una prolongac ion analitica en todo el plano

complejo ([ con la excepc ion de ciertos puntos singulares que son de dos tipos :

los que eorresponden a las singul aridades de u (, ,es dec ir t (A+ n) - 1 = -1, -2,
+

-3, ... 0 sea

(0.4) 11.= -n, -n-2 , -n-A, ... , -n-2k, ... (k fiN)

y aquellos que corresponden a los polos de r( tA + 1), es decir tA+ 1 = 0, -1,

-2, ... 0 sea

(0.5) A = -2 , -4 , -6, ... , -2j .... «:»,
Siguiendo la diseusion en Guelfand-Shilov y ut il izando conceptos y notaciones

que introduciremos en el texto , distingamos ahora tres clases de puntos singulares:

Prim era clas e : EI punto A =-2j perteneee a (0.5) pero no a (0.4), es decir

n es impar 0 0 < 2j < n, La Iuncton A I-> s~ tiene entonces un polo simple en

A =-2j con residuo dado por

(0.6)
(-1) j - 1

2(j-1) !
<PI (, ~j-11 ( u) Hn-3)l >u+ ,ow t/J u.uiu w w=l

L- !!..:..!.L -1.- 2

s, nota que Res sA tiene su soporte en el mantel de C+.
A=-2j +

Segunda c las e : EI punto A =-n-2k pertenece a (0,4) pero no a (0.5), es de-

cir n es impar, Uno considera primero k =0 cuando un calculo faeil a partir de

(0.3) muestra que A .... sA t iene un polo simple en A = -n con residuo
+

(0.7)
(_1)Hn-1)7Ttn

r(} I
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Observemos que de (O.n y de la formula evidente

(0.8)

ya podemos calcular la solucion elemental E de 0 cuando n es impar, En efec-

to, en este caso A .... s~ es holomorfa en la vecindad de A == - n + 2, luego

2-n 2. n
Pis + == s+ es sencillamente el valor en A == - n + 2 obtenido pro prolonga -

cion analitica (2.2.1). De (0.8) resulta entonces

y por 10 tanto

s ]

E 2(-1) Hn+ 1) 7T tn

Esta cs la forma correcta de la soluc ion elemental definida heuristicamente al pr in-

cipio y la parte [in ita en (0.1) es u == E * I.

Utilizando (0.7) y (0.8) Y la formula de Green se ve luego que A .... s~ tiene

polos simples en los puntos A ==- n -2k y que los residuos en estos puntos son

(0.9)
A

Res s+
A ==-n-2k

(_1)k 7T Hn-2)r (¥)
ikk!

ok 0 .

Tercera c las e : EI punto A ==-n-2k ==-2j pertenece a ambas sucesiones (0.4)

Y (0.5), es decir n es par y j ==!!. + k. En este caso estos puntos ser an polos de
2
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orden dos, es decir para 0 < I A+ n+ 2k I < 1 tendremos desarrollos de la forma

(0.10)

Tomando primero el caso k =0 se obtiene Iac ilmente de (0.3) que

(0.11) s(O)
2

2(-1) Hn· 2)rr i (n-2) 0

r (~)

Con 10 que sabemos ahora, ~ podemos calcular la solue ion elemental E de 0

tamb ien cuando n es par. En la vecindad de A = -n + 2 se t iene el desarrollo

(0.12)
T.1-:----"- + To + T1 (A + n-2) + •••

A + n -2

donde

A
<T I'CfJ> = Res <s ,CfJ>=

• A=-n+2 +

en virtud de (0.6). Reemplazando A por A+2 en (0. 12)oblenemos de (08), (0.10)

y (0.11) que para A cerca de -n se t ien e

o T 1
--'-+ 0 T + oT1(A+n) + •••
A+n 0

[

2(_J)i (n-2)rrHn-2)

= (A + 2)( A+n). r(~)

Muhiplicando por A+n y hacl endo A ... -n se sigue

oT = (2-n)
-1

es decir

E =
(_J)inr(¥)

4rri(n.2)

,\
Res s+

A=-n+ 2
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o sea
oc

<E,CfJ>= 1 r:: t/!(u,wu)wHn-3)1 -1 du ,
Hn-2) w-

RTT 0

Uti hzando otra vez (0.8) y (0.11) se obtiene

(0.13) 2(_l)Hn-2)TTHn-2) Ok
O

22kk!r( n;2k)

Las distribuciones S fk) en (0.10) y las distribuciones en (0.6) son in va -
. 0

riantes hajo el grupo de Lorentz y fueron estudiados por Methee [21,22,231, Gar-

ding-Roos [101 , Tengstrand [30], Carmen Braga [71 y Eliana Rocha Henriques de

Brito [14] .

Las distribuciones h iperbo l icas de Marcel Riesz se definen por

A-n
s+

Los polos de los factores r compensan los polos de
A-n

s+ de manera que ZA

es una lunc ion entera de A. De (0.9) Y (0.13) resultaque Z -2k = 0 ko. Se

verificaque Za*Z{3=Za+{3 yasi Z2 es. solucton elemental de o , La fun-

cion fAf de (0.2) es ZA* f Y por 10 tanto se tiene efectivamente fa(I{3j) =

Za*.(Z{3*j) = Za+{3*f= fa+{3f y r2kf=okf.

Nuestra in t enc ion al pre s ent ar con algunos detalles el eje mp!o de la solue ion

elemental del operador de las ondas fue de convencer al lector del intere s que tie-

ne el estudio de las distribuciones que se definen mediante pro longac ion ana li tlca.

EI segundo capitulo del presente trabajo co~tiene un estudio detallado de las pro-

piedades biisicas de tales distribuciones y de sus partes Ilnttas, El primer capi-

tulo contiene con demostraciones completas todos los resultados de la teoria ge-

neral de las funciones holomorfas con valores en un espacio local mente convexo
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quese necesitan para definir e investigar las funciones holomorfas c!lYos valores

son distribuciones. Este primer capitulo no pretende a ninguna originalidad; pensa-

mos hacer sin embargo un traha]o que puede ser iitil a algunos lectores (como Ie

fue iitil al autor) ya que los resultados no figuran sino en unos trabajos aislados

([ 11,3] y con mas generalidad en [21) ,aveces con demostraciones muy conci-

sas, 0 como ejercicios en l ibros [l8, Sec. 17, Problema D, P: 162; 25, Cap. IV ,

Ejerc. 39, p. 200].

Los resultados expuestos en este trabajo fueron resumidos en una conferencia

dictada en 1971 en Oberwolfach [l6] que cont iene ade mas las seudofunc ioues eu-

clideas y en particular las distribuciones elipticas de Marcel Riesz como cjernp los.

Durante el primer semestre del afio academ ico 1972/73 tuve eI honor de d ic tar un

curso sobre el tema en la Universidad de Pads VI. La particlpac lon muy act iva de

mis oyentes contr ibuyo a mejorar la pre sentac lon en varios lugares, simplificar

unas demostraciones y agregar unos resultados nuevos, La deduce ion de la solu-

cion elemental de 0 hecha en esta introduce ion ya figura con menos detalles en

una conferencia dada en el seminario de Schwartz-Goulaouic en la Escuela Poli-

tecntca de Paris [17] .

1. Funcione s holomorfas con valores vectoriales

1.1. La definicion de funciones bolomorfas,

(1.1.1) Sea A un subeonjunto abierto de la recta real IR 0 del plano com-

plejo t: y sea E un e spacio localmente convexo separado sobre IR 0 t:. Se

dice que la funcicn f: A .... E es diferenciable en e l punto AOE A si el limite

f(A)-I(Ao)
lim

A->Ao A - Ao

existe en E. En tal caso el limite se notara 3.L(Ao) y se ll amara Ia deriuada
dA
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de 1 en A0 •

La Iunc ion I: A .... E sera e s calarmente dif erenc iable en el punro AofI A si

para todo x ' que pertenece al dual topologico E' de E la [unc ion con valores

escalares

< I, x'> = x'a j: A ... <I(A), x' >

es diferenciable en Ao' Es evidentc que si I es d if'erenc iahle en Ao' entonce.s

es escalarmente diferenciable en Ao y la derivada de <I, x'> en Ao es

dl<7A(Ao)' x'>. EI reciprocono es c ierto, pero se t iene :

(1.1.2) LEMA [II, p. 39; 27, p. 1461. Si I: A ....E es escalarmente diferen-

ciab le en cada pun to de A, entonces I es continua en A.

U emos tracidn , Sea AofI A . Existe un niimero p >0 tal que to do A e IR 0 t:

con IA-Ao I ;;;p pertene ce a A. Notemos por B el conjunto de todos ios ele-

mentes

de E donde 0 < I A.- Ao I ;;; p. Mostremos que B es acotado para la topologia

deb i] a(E,E') sobre E. Para x'fIE' sea zo=zo(Ao;x') eIlimite de

< z (A), «' > cuando A t iende hacia Ao' Existe un niimero 0, 0 < [) < P , tal que

I < z (A), x' > - z 0 I ~ 1 r

es decir
I <x O»), x'> I ~ 1 + Izol

para 0 < I A-Aol < O. Por otra parte, para 0 ~ IA- Aol ~ p se tiene

I <z(A),x'>I~ ~ (1<1(,\),x'> 1+!<I(Ao)'x'> I).
Ahora bien, la [unc io n A ... <I(A), x ' > es diferenc iable por hipotesis,por cOllsi-

guiente es continua yen particular es acotada para 0 ~ IA-Aol ~p. Oueda pues
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demostrado que B es debi lmente acot ado,

De aqui resulta [15, Teor. 3.5.3, p. 209] que B es acotado para la topologia

original de E. Para 0 < I A- -; I;;; p se tiene

j(A)-j(A )((A-A )B.o 0

Cualquiera que sea la vecindad V del origen, existe E, 0 < E;£ p, tal que

(A-Ao)BCV cadavezque IA-Aol;£E. Por 10 tanto j(A)-j(Ao)(V si

I A-Ao I ~ E, es decir j es continua en Ao' •

0.1.3) A partir de ahora supondremos que A es un subconjunto abierto de C

y que el cuerpo de escalares es C Se dira que la Iunc ion [: A .... E es bolomor-

ja en A si es diferenclab le en cada punto de A. Se dira que j es e s calarmente

holomorja siparacada x'(E' Ia.funcion A ... <j(A), x'>(C es holomorfa.

Otra vez es evidente que si f es holomorfa cntonces es escalarmente holomorfa

en A. Si E es casi-completo, es decir si cada conjunto acotado y cerrado en E

es complete, entonces se tiene el reciproco siguiente :

(1.1,4) TEOREMA [11, p. 37; 18, p. 162]. Sea E un e spacio loealmente eon-

vexo separado y casi-completo sobre C y A un subeonjunto ab ierto de C. S i la

[un cion j: A ....E es esealarmente bolomor]a, entonees es holomorja.

Demostradon. Sea Ao( A y sea zoe Ao) ( E'* la forma lineal sobre E' que

a X'( E' Ie hace corresponder la derivada de la [unc ion <j. x ">: A ....<j(A), x'>

en Ao' es decir

Puesto que < /, x'> es holomorfa, se tiene en virtud de la formula de Cauchy

_L < /. x ' > I =: _1_ J < / ( A), x' > d A r

d A· A =: A 2 IT i (A _ A ) 2
o 0r
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donde r = I A .. I A -Ao 1= pIc A . Ahora / es continua 0.1.2), luego por la de-

Iin ic ion de la integral de una [uncton continua con valores vectoriales [6, Cap. III,

2a ed., § 3, no. 1, DeL 11 se tiene

/0 ..) d s:
(A-A )2

o

Pero se supone que E 'e s casi-completo, luego zoe Ao) e E [6, Cap. III, 2a ed. ,

§ 3, no. 3, Corol. 2 de la Prop. 71.

Demostraremos que zoe A) es la derivada de / en A [26; 27, p. 1451. Pues-

to que para todo x ' (E' la Iunc ion holomorfa < /. x' > es infinitamente diferencia-

ble, la Iunc ion zo: A.-. zoe A) es escalarmente diferenciable y por 10 tanto conti-

nua 0.1.2). Para A,A.o( A, A =I Ao y x'( E' se tiene

A.J < z0 (( ), x'> d (

A.o

1
A-A o

y c1esde luego

0,1.4.1)
/(A)-/(A)

____ ....;0;... -z (A ) =
A_A 0 0

o

A

_1_ J Iz (0 -zo(AoJl d( .A._A. 0
o

A.o
Sea V una vecindad equilibrada, convexa y cerrada del origen en E, Existe

0> 0 tal que si I A - A.o I ~ 0 y ( e sta situado sobre el segmento [Ao' A 1 que

une los puntos Ao y A, entonces zo(()-zo(Ao) (V. EI segundu miembrode

0.1.4.1) esta con ten ido en la envolvente equilibrada, convexa, cerrada de

[6, Cap. III, 2a ed., § 3, no, 2, Corol. de la Prop. 4) y con mas razon en V. Lue-

go
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Otra demoetracion de este te orema re sul tara de (1.2.1).

(1.1.5) COROLARIO. Sean E y F dos espaeios loealmente conue xo s, s ep a-

rados y supongamos que F sea c asi-compl eto, Sea u : E -. F una ap li cacidn li-

neal continua y [: A -.E una iuneion bolomor]a. Entonc e s It 0 [: A -. F es bolo-

mor]a,

D'emos tracion, Para todo y' (F' la Iu n c ion con valores escalares

1..-.< u([(A)). y'> = < [(A). tu(y'» es holomorfa ••

(1.1.6) PROPOS/CION. Sea E un espacio loealmente convexo separado y E'

su dual provisto con la topologia [uerte (3 (B',E). Sea A un subeonjunto abierto

de (;. Si las [unciones [: A-.E y g': A-.E' son bolomor jas, entonces la [unc ion

e s calar 1..__< [(A). g'(A) > es bolomor]a y se tiene

_4..._ < t. g , > = <31. s' > + < t ._t!..L > .
dA dA dA

D'emos tracidn, Poniendo a (A) = <[(A). g'(A) > se tiene

Se vio en la demostrac ion de (1.1.2) que el conjunto

I [(1..)-[(1..0) O<IA-Aol~pl
A-A o

es acotado en E. Pue sto que s' es continua en A (1.1.2), el primer term ino en
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e l segundo miembro converge hacia cero por h ipo te s is, _

Para un resultado mas general vea se [11, § 2, Remarque 4, P: 401

1.2. Prop ie dade s de las [unc ione s holomorfas.

(1,2,1) LEMA [II, p. :l9; 27, p. 1461 , Sea E un espacio loealmente eon-

ue x o s epar ado, easi-eompleto s obr e 1R 0 ([ y sea A un subeonjunto abierto de

1R 0 de C. Supongase que la [unc idn I: A --> E es esealarmente m veees di]e -

ren ci able . Entonees 1 tiene derivada continua de orden m -1 ,

Ue mos tracion- Para m = 1 esto es precisamente (1,1.2), Consideremos primero

el caso m =2, Sea Ao( A y notemos por zo(Ao) e E'* la forma lineal sobre E'

que a X'( E' Ie hace corresponder la derivada de la [une ion <I, x'> :A ...<I(A),x'>

en el punto 11.
0
' es decir

< z (A ), x ">o 0 -!!...-<I,x'>A A .
dA = 0

Para cad a x ' (E' se t ien e

,
< z (A ), x ' > = lim < z (A ..A ), x ' >

o 0 11.-->11. 0
o

donde

Sea. p > 0 tal que los 11.( 1R 0 C con [A - 11.
0

I ;::;p pertenecen a A. Begun 10

que se via en la dcmostrac lon de (1.1.2), el conjunto

B=lz(A;A) o

es acotado en E y por 10 tan to z o( A0) es adheren te en E'* para la topologia

a (E'*, E') a un conjunto acotado de E, Pero el hidual E" de E es el conjun-

to de todos los puntos de E' * que son adherentes para la topologia a (E'*, E') a

subconjuntos acotados de E [15, Prop. 3.5.1, p. 2041, luego z 0(11.0) e E" ,

En virtud de nue stra hipot e s is , para cada X'( E' la fu nc io n < zo' x ' >
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A .... < zoe A), x' > es diferenciable en cada punto de 1\. Para Aof 1\ escri-

base
z (A)-z (A)

w( A; A ) = 0 0 0
o 1.._ A

o

Otra vez se s igue de la demostrac ion de (1.1.2) que e I con-

junto

es acotado en E" para la topologia a (E", E'). Por 10 tanto C e sta contenido
o

en el polar T de un (3(E',E)-tonel T de E' [15, Prop. 3.5.7, p. 2081.Por

otra parte la en vo lvente equilibrada, conve xa , a (E', E) - cerrada de un subc onjun-

to equicontinuo A de E" es arE', E)-compacta [15, Teor. ;·L4.1, r- 2011 y por

o10 tanto (3(E',E)-completayaquelosconjul1tos a(E',E)-cerrados M donde M

recorre los conjuntos acot ados de E, forman un sistema [undam en tn l de vccinda-

des de 0 en E' para la topologia (3 (E', E) [4, Cap. 1JI, 3a ed., § ::l, no. 5, Co-

rol. 1 de la Prop. 91. Existe A> 0 tal que A CAT [15, Teor. ::l.5.2, p.2081 y
o 0

por consiguiente C eTC A A , de manera que C es t amb ien acot ada para la to-

pologia E(E", E') de la couvcrgcnc ia un iforme sobre subconjuntos equicontinuos

de E' [cf. 5, Cap. III , § 3, no. 4, Teor• 1 1.

De aqui resuha que la apl ic ac ion A.... zo(A) es continua para la topologia

E (E", E') sobre E". En e lecto, sea V una E(E", E') - vecindad de 0 ell E".

z (A )-zo (Ao) e V provi s to queo 0
se t ie ne

Ahora demostraremos que zo(Ao) es e l Ii mite de z(A;Ao)' cuando A t ieu-

de hac ia Ao' para la lopologia E (E", E') [26; 27, p. 145] . Dada una vecind ad

equilibrada, convexa, a(E",E')-cerrada V de 0 en E" para E(E",E'),exis-

te 0> 0 tal que I A-Aol ~ 0 implica -: -zo (Ao) e V. Tambien se tiene

(1.2.1.1) z(A·A )-z (A ) = _1_ f lzo(( )-zo(AoJl de;,
'0 0 0 A-A A

o 0
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0.1.4.1), donde la integral se t orna en e I sentido de la lopologia a (E", E'). Aho-

ra bien

e s ta contenido en V, luego el segundo miembro de 0.2.1.1), el cual esta conteni-

do en la envoi vente e qu il ibrada, convexa, a(E",E')·cerrada de D, e sta con mayor

Finalmenle mostrare mos que zo(/'o) pertenece a E y que z(A;Ao) converge

hacia zo(Ao)' cuando A liende a Ao' para la topologia original de E. Puesto

que E (E", E') induce sobre E su lopologia original [15, Prop. ~.4.7, p. 2011, los

eonjunlos

n :: 1, 2, 3, . .. forman la base de un filtro de Cauchy acotado J sobre E. Pues-

10 que E es cas i-comple to, J es convergent e y 'converge necesariamenle hacia

Sea ahora m un numero entero ;;; 3. Supongamos que el lema sea c ierto para 10-

dos los niimeros enleros posilivos < m, Si [: A ....E es escalarmenle m veces di-

ferenciable, entonce s por la h ipote s is de induce ion t iene derivadas continua s de
. dm.2f

todos los ordene s ;;; m-2 . Poniendo g:: , la Iuncion g es dos veces e s-
dAm·2

ca larmen te diferenciable. Por 10 que acabamos de ver, g tiene derivada cont inua .

d dm.1 fPueslo que ~!l = , queda el lema completamenle demostrado. ..
cIA o»:!

A part ir de ahora supondremos que A es un subconjunto abierto de C y que

E es 1111 espacio localmenle convexo separado y casi comp le to sobre t;.

(1.2.2) PROPOS1C10N. Una [unc ion holomorfa tiene derivadas cont inuas de

todo s los ordene s,

ESIO re sul ta de (1.2.1) y de una propiedad chisica de las [unc ione s holomor-
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fas con valore s esca lares.

(1.2.3) Se ve de la demostracion de (1.2.1) que si I: A -> E es holomorfa,en-

tonces

(1.2.3.1)

para n ( IN , A0 (A Y x ' e E' .

(1.2.4) PROPOSlClON [11, p.37 ]. Una [uncidn I: A __E es bo lomor]a si y so-

10 si es debilmente continua y

J I(A) dA = 0

y

para todo camino simple, cerrado.rectijicable r en A cuyo interior estti conteni-

(1.2.4.1)

do en A.

Demostracion. Si I es holomorfa, entonces es continua y con mayor razon de-

bilmente continua. Ademas para todo x'.f E' se tiene

(1.2.4.2) < fl(A) dA, x ' >:: J< I(A), x " > dA = o.
y y

Conversamente, si I es debi lmente continua y se cumple (1.2.4.1), entonces re-

sulta de (1.2.4.2) y del teorema de Morera [8, Cap. II, § 2, No.7. Teor• 4] que

para todo x ' (E' la Iunc ion < f, x "> es holomorfa. Por 10 tan to I es holomorfa

(1.1.4). •

(1.2.5) COROLARIO [11, p.39] . Sea M un subconjunto total de E' y

I: A __E una [uncidn debilmente continua tal que para todo x ' (M la [uncion

< I, x'> es bolomor]a. Entonce s f es bolomor]a.

Demostracion. Si x" (M Y Y es un camino simple, cerrado, rectifiable en A

cuyo interior esui en A, entonces se cumple (1.2.4.2). Por otro lado f f (A) d A
y

pertenece a E puesto que E es casi-completo [6, Cap. III, 2a ed.,§ 3, no. 3, Co-
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rill. 2 de la Prop. 71. Ahora bien cada elemento de E es una forma' lineal sobre

E' continua para a (E', E) , de mane ra que (1.2.4.2). es val ido para ftodox'('£'

Se sigue en tonce s que se tiene (1.2.4.1), es decir I es holomorfa. •

(1.2.6) COROLARIO [11, .p. :J91 . Sea F un e spacio localmente convexo s e >

parado (no ne c e s ar iam ente ca s i-comp leto) y E un subespacio lineal de F prouis-

to de una topologia localmente convexa separada, cas i-comple ta tal que lainyec -1

cion canonic a j: E C~ F sea continua. Sea I: A ....E una [uncidn debilmente

continua tal que j 01 sea bolomor]a, Entonce s I es bolomor]a,

Demostracion. Para todo y' (po la funcion

At-> <j(I(A», y'> = < I(A), tj(y') >

es holomorfa. Puesto que j es inyectiva, tj (PO) es denso en E' [15, Corol. 2

de la Prop. 3. 12.2, P: 256] Y el enune iado resulta de (1.2.5) .•

(1.2.7). PROPOS/CION [11, p. 37]. s, la [uncioi: I: A ....E es bolomor]a y y

es un camino simple, c errado.r ectificable en A cuyo interior e std contenido en A,

entonces

dnl (A ) = -!!..!..-J I(A) d);
dAn 0 2TTi P-A )n+1

y 0

para n (N Y todo Ao en el interior de Y •

(1.2.7.1)

Demostracion. Para todo x' (E' se tiene en virtud de (1.2.3.1)

< !!:!!:.L (A ), x· > = dnn < I, x'> I
dAn 0 dA A=A

o

= ....EJ.... J < I(A), x'>
2TTi (A_A )n+1

y 0

o: = < .!!..!...J2TTi
Y

I( A) o: x ' >
(A_A r:' 'o

[1, Cap. III, 2.3, (23) 1. •
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(1.2.8) TEOREMA [11, p. 38] . (a) Sea f: A ....E una [unc ion holomorfa. Suo

p6ngase que el disco lA,oIA.A I<plo . e s te contenido en A y e s cdjas e a

tal que 0 < a < p . Entonce s la familia

(
~ dnf (A ).(A-A )n)

n. dAn 0 0 ndN

es sum able [4, Cap. III, 3a ed., § 5, no. 1, DeL 1; 15, DeL 2.8.2, p. 127] hacia

el valor f(A), uniformemente en ! A; I A- Aol ~ a I.

(h) Conuer s amente, si f: A ....E es tal que para cada Aof A existe una serie

[4, Cap. III, 3a ed., § 5, no. 61 con term ino general an(A-Ao)n. an fE, n fIN,

que converge debilmente hacia f(A) en una vecindad de Ao' entonces f es bo-

lomorfa.

Demostracion. (a) Escojase a < r < p. Si y es el circu lo con centro Ao y

radio r, entonces se t iene

an
1 J

y
n!

(1,2.7J. Ahora
rn+ 1

2TTr J f(() d(
((_A)n+1

y 0

e sta contenido en la envoI vente equilibrada, con vexa, cerrada K del conjunto

compacto f(y). EI conjunto K es compacto [15, p. 2351 y

2TTran e ---
rn+ 1

s, sigue .que para I A- Ao 1 ~ a se tiene

(1.2.8.1) ~ a (A-Aol e ~ (2.) n K C (2) P+ 1 __ r_ K •
n e H n n>p r r r-a
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cada vez que H es un subconjunto finito de IN que no encuentra el intervalo

[0. p] . Puesto que K es compacto y a / T < 1. para cualquier vecindad cerrada

V de 0 existe p E IN tal que

(1,2,8,2)

cadavezque Hn[O.p]=¢J, esdecirlafamilia (a (A-At) satisfacea
nOnE IN

la condic ion de Cauchy [4, Cap. III, 3a ed., § 5, no. 2, Teor• 1; 15, Ejerc. 2.9.6.,

p. 1401 . t\hora bien los conjuntos

n
Al = I L a (A-A )

n e ] n 0
] ) I I ,

donde I es un subconjunto finito de IN, engendran un filtro j=, el cual t iene

una base enumerable form ada por los conjuntos A[O,p]' Se sigue <fle j= es

acotado [15, p. 135] Y pucsto que E es casi-completo, la familia (an (A-Ao)n)

es en efecto sumable •

Por (1,2,3,1) yla teori a de las funciones holomorfas con valores escalares

se tiene

<I(A), x'>=
oo

" 1 <.!f:.J (A ), x'> (A_A )n'-- 1iT o» 0 0
n=o

< [ _1_..£:J. (A )( A-A l, x I >
nv o n! dAn 0 0

para x I E E' Y I A-Ao I ~ a. Con otras pa labras, la serie con termino general

au( A - Ao)n converge deb ilmente y tiene suma I(A), por 10 tanto la sum a de la

serie para la topoJogia original debe tamb ien ser I(A). Finalmente tenemos por

(1.2,8,2) que para p suficientemente grande

j(A)-L
nE]
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cad a vez que IA-Aol;$ a y J J [O,p1

(b) Para todo x ' (E' se t iene

00

<1(A),x'>= ~ <a ,x'>(A_A)n~ n 0
n=o

si A pertenece a un cierto disco I A - -; I ;$ a. Resu Ita de la teoria cl astca [ 8,

Cap. II, § 2, no. 6 ) que <I, x') es holomorfa ell A y por consiguiente 0,1.4)

I e s holomorfa. •

(1.2,9) PROPOSICION [11, p. 401. La [unc idn I: A ... E es bolomor]a si y 50-

losi para cada pun to A1 c b: existe una vecindad abierta U de A1 y un subcon-

junto acotado, e quilibrado, convexo y c errado B de E tal que I: U ... EB [15,Cap.

3, § 5, p. 2071 sea bolomorja.

D'emo stracidn. La inyecc ion EB C... E es continua, luego (1,1.5) muestra que

la cond ic ion ~s suficiente .

Sup6ngase ahora que I: A ... E sea holomorfa. Sea ~ un disco cerrado con cen-

tro A 1 conten ido en A. Mostraremos que tornando para U el interior de ~ y pa-

ra B la envolvente equilibrada, convexa, cerrada del conjunto compacto I( ~), se

cum ple la cond ic ion, Sea Ao f U Y e scojasc ° < a < r < p tal que IA .. I A-Ao!<p I

este cont.en ido en U. Con la notae ion de la demo stracion de 0.2.8) se tiene KCB.

Si q nota eI calibrador de B, resulta de (1.2.8.1) que
B

('[ n) (a\p+1 rq a (A-A) ::;; -J -B n 0 - r r-a
nfH

calla vez que I A- Ao I ;$ a y H n [O,p] = ¢ . Puesto que E es casi-completo ,

EB e s un espacio de Banach [15, Prop. 3.5.6,p. 2071 y por 10 tanto la familia

E la familia

es sumable en EB. Pero EB C... E es continua y por 0.2.8) ell

(a (A _ A )n) es sum able haci a I(A) , 1uego en EB tam bien la su-
n 0
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rna de fa familia debe ser 1(1..) . Resulta entonces de la parte (b) de (1.2.8) que

I: U -> E B es holomorfa. _

0.2.10) COROLARIO. Seanj"l y j"2 dos topologias localmente conue x a s,

s eparadas , casi-completas sobre el espacio vectorial E para las cuales los con-

juntos acotados son los mis mo s, liruonce s las [uncione s bolomor jas I: A ....E son

las mismas para j"1 y para j"2 .

0.2.11) COROLARIO [1l,p.401 . Sea F un espacio localmente conue xo, se-

para do, tonelado y E == F I su dual. S i la [un cion I: A ....E es tal que para todo

Y f F la [un cidn con valores e s cal ares <I. y>: A .... <1(1..). y> es bolomor]a, en-

tonces I es bolom or]a cuando E se provee con la topologia [uert e (3 (E. F) .

Demostraci6n. Puesto que F es tonelado, E es casi-completo para la topo-

logia debit a( E. F) [15, Teor. 3.6.1, p. 2181 yasi I es holomorfa si E se

provee con e sta topologia 0.1.4). Ademas los subconjuntos de E que son aco-

tad os para a (E, F) son los mismos que aquellos que son acotados para (3 (E.F)

[I5, CoroI. de la Prop. ::J.6.2, p. 2121 , luego la conclusion resulta de (1.2.10) .•

1.3. Pro long acion analitica .

(1.3.1) TEOREMA-[l2,Cap.I,ap.2, no. 3, p.I71]. Sea F un espacio 10-

cal"!ente co nue xo, separado, tonelado y 'E == F' su dual provisto de la topologia

[u erte (3(E.F). Sea A1 un subconjunto ab ierto, cone::o de c , Ao un subcon-

junto abierto de A 1 Y I: A ....E una lunci6n bolomor]a. Supongamos que parao .

todo y e F la [unc idn bolomor]a con valores escalares

g ( ... y) : 1..>-+ g (A .. y) == < I( A) , y>

tiene una prolong acion analiti c a a todo A 1.E.ntonces existe una [unc idn bolomor-
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< 11 (A), y > : go.. ; y )

para A e AI' Y e F .

D'emos trac idn, Sea ~ la co lecc ion de todos los subconjuntos ab iertos A de

Al para los cuales existe una [unc ion holomorfa IA: A 4 E ta] que < IA (A),y>=

g(A;y) para y (F Y A (A. Observemos que de esta iihima re lae ion ya se si-

gue que IA(A) = I(A) para A (A n Ao' Tambien e s ta claro que si A y A'

pertenecen a ~, entonces IA y IA' coinciden sobre A n A'. Por 10 tanto,
-

sepuede definir una funcion holomorfa I sobr e el conjunto abierto A = UpA_ _ A(~
pon ie ndo I(A) = IA.(A) si A ( A, y esta Iuncion satisface a < i(A) , y> = g( A, y)

para y (F Y A e A..

Supongamos que A i AI' Puesto que Al es conexo, existe en Al un pun-

to Al adherente a A que no pertenece a A. Sea p > 0 tal que e 1 disco abler-

to con centro Al Y rad io 2p pertenece a AI' Escojamos tal que

lAo - AIl < p Y sea ~ el disco abierto con centro Ao y radio p • EI punto Al

pertenece a ~ y ~ c AI" Para y (F Y A (~ se tiene [8, Cap. II, § 2, no.6,

Teor.31
00[+

n=o

d ng ( AQ ; y) (A _ Aol
dAn

Loo 1 dn i n<_, (A).(A-A),y>
n. dAn 0 0

n=o

0.2.5.1). Con otras palahras, si la suce aion (s (A)) IN de elementos de P'm m(

se define por
m

s(A)~" 1
m ~ n!

n~o ,
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entonces <sm('\)'y> convergehaciaelnumero g('\,oy) para jodo YfF.Pot

el te ore ma de Banach-Steinhaus [15, Corel. de la Prop. 3.6.5, p. 216] existe una

forma lineal continua /!J.(,\) e F' == E tal que </!J.(,\) ,y> == g Oc : y) para y e F.

Por h ipotes is, la funcion

es holomorfa en !J., cua l.quiera que sea y e F. luego en virtud de (1.2.11) Ia fun-

c jon /!J.: ,\ .. / !J. (,\) es holomorfa en !J.. Se sigue que !J. pertenece a 52, 10 que

contradice a la definicion de A. Esra contradlcc ion muestra que A= A i- •

(1.3.2) Las condicione~ sobre E en (1.3.1) se cumplen en particular si E

es un espacio localmente convexo , separado, reflexivo. En efecto, en este caso E

es el dual de E'= F provisto de la topologia {3 (E,F). Este caso especial de

(1.3.1) se deduce tambien del resultado un poco mas profundo que sigue .

(1.3.3). TEOREMA. Sea E un espacio localmente c onue xo, se parado, ca si-

c ompleto, Sea A 1 un subconjunto ab ierto, cone x o de C, Ao un subconjunto

abierto de A 1 Y /: Ao -+ E una [un cidn bolomor]a. Supongase que para todo

x ' e E' la [un c idn bolomor]a con val ores escalares

g (. ; x ) : ,\ .... g ( ,\ ; x ') = < 1('\), x'>

tiene 'una prolong ac ian an al it ic a a todo' A l' Entonc es exis te una [uncidn bola-

moria 11:Ar.E talque 1/,\)=1(,\) para YfAo Y <11('\),x'>==g('\,ox')

para ,\ f A 1 Y x ' e E' .

Demostracion. De manera s emejan te a la demostrae ion de (1.3.1), sea 52 la

coleccion de todo s los subconjuntos abiertos A de A 1 para los cuales existe

una func ion holomorfa IA : A -+ E que verifica < IA (,\) , x' > = g (,\ ; x') cua-

lesquiera que sean ,\ lA, x' l E'. La funcion i se define sobre A= U A
Al52
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por 1(>\) = IA(It) si It fAy basta demostrar que A = A1

Supongase que A of A 1 Y sea It1 e A 1 adherente a f... pero It1 fA. Sea

P > 0 tal que el disco ab lerto con cen tro 11.1 y rad io 2 P pertene zca a A l : e s -

cojamos 11.0e A tal que 111.0- All < P y sea 6. el disco ahiert o con centro 11.0

y radio p. Fl punto 11.1 pertene ce a 6. y 6. e sta conten id o en A1.·Ademas

e scojase Po con 0 < Po < P

subconjunto de A.
tal que el disco con centro A y radio p sea uno . 0

En virtud de (1.2.8) se t ien e

(1.3.3.l}
00

i(A) = L an(A-Ao)n
nr o

para i 11.- 11.0I < Po' donde

a=ldni(lt)
n ;;/ o» 0

Adcmas , puesto que para todo x' f E' la fun clon g ( ... x') es holomorfa en A 1 '

se liene un desarrollo

g (A .. x .) = [ (3n (A - Aot
n=o

va l ido para I 11.-11.
0
i < P . Ahora bien x ' es una forma lineal c ont.in ua sobre E,

luego de (1.3.3.1) se sigue que

(1.3.3.2)
00

< i(A) , x ' > = e! A .. x ') = L
n=o

<a ,x'> (A-A )nn 0

para I A-A I < p. Por la unicidad del desarrollo de Taylor de las funciones ho-
o 0

lomorfas con valores numer icos se t iene (3n = < an' x ' > para n fIN, es decir

la serie (1.3.3.2) converge para 111.-11.01 < p. En part icular, si 0 < r < p, la

suce s ion tr », an )nf IN es debi lme nt e acotada y por 10 tanto [15, Teor• s.s.s.s.
209] acotada, Exisle pues un conjunto acotado, equilibrado, convexo B tal que
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a (A-A )n e (2_)n B
nor

para n (IN , I A- Ao [ :;;a y por 10 tanto

1 a (A-A l e i (!L)n B C (!f-)p _r_ B
n=p n 0 n=p r r-a

Puesto que B es acot ado, cualquiera que sea la ve cindad V de 0, existe

N (IN tal que q

L:
n=p

a (A-A l e Vn 0

cada vez que IA-Aol::;a ym -
n~ an(A-Ao)

n=o

q ;; p;;; N. Como E es casi-completo y como to-

das las sumas e stan conten idas en el conjunto acotado

_r_B,
r - a

n
resultaquelaserie ~ an(A-Ao) converge para IA-Aol~a. Pero a<p

n=o
se puede tomar arbitrariamen te cerca a p, luego la serie converge para IA-Aol<p

y define en virtud de 0.2.8) una Iunc ion holomorfa /,1'\.:,1'\. --> E. De (1.3.3.2) re-

sultaque </,I'\.(A), x'>= g(A;x') para A (,I'\. , x t r E'; esdecir ,I'\.(~,loque

cont rad ice a la definicion de A. Rsta contrad icc ion muestra que A= A] .•

En [31 Bogdanowicz dcmue stra un teoreina general que contiene (1.3.1) y

(1.3.3) como casos part iculare s. Ligocka y Stciak [20] generalizan 0.3.3) a

funciones holomorfas de Itn idas en subconjuntos abiertos de un espacio vectorial

topo log ico scpar ado .

0.3.4) Sea E un espacio localmente convexo, separado, casi completo y F

un subespacio lineal de E provisto con una topologia localmente convexa, se-
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parada tal que la lnyc cc ion canon ica i ! F C.. E sea continua. Sea Al un sub-

conjunto abierto, conexo de C, A UII subconjunto abierto de Al Y j: A .... F

una funcion holomorfa. Entonces g:= j 0 j : A ....E es ta mbie n holomorfa (J .1.5 ).

Un [e nome nu que se pre sen tara a menudo es que g tie ne prolongacion a nal it ic a

en una Iunc ion holomorfa Al ....E pero j no se puede extender en una [unc ion

anal it.lea AI ....F. Oueremos dar aqui un ejemplo sencillo de este Ie no mcno,

Para I, e (; deno te se por x,\ la Iunc lon x ... x,\ definida sobre el intervalo

° < x ;:; 1 de la recta real.

(1.3.5) PROPOSICION. Sea l~p<oo. La funcion x .....x,\convalores en

LP (0,1) es holomorja en el semi-plano :Re,\ > - ~ y en ninguna region mas gran-

de.

Puesto que para 1 < q < P se t iene

doude las inclusiones son e str ict as y. las inyecciones canon icas continuas, la pro-

posicion da los ejemplos requeridos. Observese que ,\ ....x,\ ,considerado como

funcion COli valores en e [ e spacio mucho mas largo ~. (0,1) de las d istri hue iones

sobre 1 0,1 [ , es holomorfa en iodo el plano complejo con la excepcio n de una

suce slon d iscre ta de puntos .

Demostracion. (a) Sea p' el exponente conjugado a p, es decir

y sea 11= :R e,\. Para cualqu ier qJf d' (0,1) se tiene

(
1 ) 1/P----- IlqJII,

Pll+l p
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provisto que P f1+ 1> 0, es decir f1 > -lip. Por consiguiente [9, (13.8.6)] la
1

Iun cion A.-. J xAcp(x) dx es holomorfa para f1 > -l/p.
o

(b) Para todo T (lR Y E> 0 la [unc ion

CPo -llp'+E-iT. x .....x

pertenece aLP' (0,1) ya que

1 1

Ji cp ix) I p' dx = J x - 1+Ep' dx = _1_ x Ep'I1 = _1_
E p' 0 E p'o 0

Por otra parte

1

J A -llp'+ E-iT d -x x x -

o
es dec ir la [un c ion A .....< X A, cp> t iene una singularidad en el pun to A =_.!. -t:+ i r .

P
(Para p = 1 se puede tomar cp ix} = x-iT.) •

1.4. Puntos singulares

(1.4.1) PROPOSICION. Sea F un e spacio loealmente conue x o, s e para ..

do, tonelado y E = F' su dual provisto eon la topologia [uerte f3 (E, F). Sea A

un ~ubeonjunto abierto de C y Ao un punta de A. Supdng ase que la [uncidn

A ....I(A) eon valores en E es bolomor]a en A-IA I y que lim (A-Ao)j(A)=O.
o A~A o

Entonc e s la de jinic idn de I se pue de extender a todo el eonjunto A de man era

que la June ion extendida sea bolomor]a,

Demos tracidn. Si para y (F ponemos s (A .. y) = < J (A), y >, se tiene

lim (A - A ) g ( A .. y) = 0
A~A 0o
la fune ion A....g (A ..y) tiene una extension holomorfa a todo A. Puesto que

y por 10 tanto [1, Cap. III, Sec. 3.1, Teor. 7, p. 100]
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go"o;y) = lim g(A;y)'= lim <1(11.), y> para cada y (F, pOl' el teorema de
11. ... 11. A ... Ao 0

Banach-Steinhaus [15, CoroI. de la Prop. 3.6. 5, p. 216] existe una forma lineal

I( 11.0) e F' = E tal que g (Ao;y) = < I( Ao)' y> para todo y e F. La Iunc ion

A... <I( A), y> es ahora holomorfa en A cualquiera que sea y e F, luego de

0.2.11)resultaque A ... I(A) esholomorfaen A ••

0.4.2) Sea E el dual fuerte de un espacio localmente con ve xo, separadn.to-

nelado,como en 0.4.1) y sea 11..... 1(11.) una [unc ion con valores en E que es holo-

morfa en A -! 11.0 I • Supoogamos que existe un niimero entero m ~ 0 tal que

lim (A-A )m+11(A) = O. Enronces A ....(A-Ao)ml(A) se puede extender en
11. ... 11. 0o
una func ion holomorfa en todo e I conjunto A 0.4.1) Y tiene e I desarrollo

m m-1 m
(A-A) I(A)=b +b 1 (A-X )+ ••• +b1(A-A) +MA)(A-A),o m m- 0 0 0

don de h es holomorfa en algiin disco 111.-11.0 I < p. Asi obt enemos

bm_1
-(-11.-- A-)-m-tr1 + ... +

o
+ Mil.)

para A :I 11.
0
' Si b j:l 0 para algiin j ~ 1, se dice que I 't ien e polo en Ao

y el numero entero mas grande j para er cual b. :I 0
1

se llama el orden del po-

10. Un polo de orden t amb ien se llama polo simple. La expre s ion

0.4.2.1) [
j = 1 (A . A )1

o

y la Iuncion holomorfa h e stan determinadas de manera iinica pori. L1amamos

(1.4.2.1) la parte singular y h la parte regular de I en 11.0, El coeficiente b1

'E se llama el re siduo de I en 11.
0
' A ve ce s sera comedo de considerar un pun-

to en el cual / es holomorfa como un polo de orden cero; en tal punto I coinci-

de con su parte regular y su parte singular es cero. Se dice que una [unc ion es
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meromor]a en una region A C (; si es holomorfa en A con la e xce pc ion de un

conjunto discreto de puntos en los cuales tiene pol os.

2. Func ione s holomorfas con valores distribuciones

2.1. Prolon g acion analitica de las operaciones [undam entale s .

n
(2.1.1) Sea D un subconjunto abierto de IR , A una region en C y sea

A ....T(A) una Iunc ion holomorfa definida en A y tomandosus valores en el e s-

pac io :D'(D) de las distribuciones sobre D. Si A1 es una region en ( que

contiene A, y si para todo cp f :D(D) la Iunc ion holomorfa con valores numer ic os

A .... < T(A), cp> tiene una prolongacion anaIitica en A1, entonces A ....T(A) se

puede extender en una Iunc ion holomorfa con val ore s en :D'(D) del'inida en todo

el conjunto A1 0.3.1). Lo mismo es cierto si se cons ideran functone scon va-

lores en el espacio S' de las funciones templadas [I5, P: 411] , 0 en el espacio

&;' (D) de las di stribuc iones con so porte compacto [15, Prop. 4.2.3, p. 320 ], 0 en

el espacio O~ de las distribuciones ra pi dament e decrecientes [15, pp. 419-420]'

ya que todos estos e sp ae io s son reflexivos 0.3.2). La alirmac ion ana loga sera

todavia verdadera si consideramos funciones holomorfas A .....T(A) con valores en

el espacio :D'm(D) de las distribuciones de orden;;; m [I5, Der. 4.4.1, p. 338],0 en eI es-

pacio &; 'm(D) de las distribuciones de orden ~ m con soporte compacto [15, Prop. 4.4.3,

, (i\m r;:m
p. 340] , 0 en el espacio S k [Prop. 4. 1l.6, p. 419] , ya que los espacios JJ (Q), 19 (D)

Y Sk son tonelados.

(2.1.2) PROPOS/CION. Sec{ AI-> T(A) una [unc idn holomorfa definida en A

con valores en :D'Ul) y supdngase que para todo A e A el soporte de T (A) es-

ta contenido en el subconjunto cerrado A de n. S i ,\ ... T{A) tiene una prolon-

gac ion ana litic a a una region A1) A, entonces Supp T(A) C A para A f Ai .

Demostracion. Sea cp f :D(D) tal que Supp cp n A = ¢. La funcion hololllor-
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fa A .... < T (A), cp> de Ii n id a en Al se anula para A (A , luego tamb ien para

La propns ic io n muestra que al prolongar an al it icame nte una Iunc ion convalo-

res distribuciones, el soporte no aumenta. Veremos mas tarde (2.2.7) que en pun-

tos aislados el so porte puede disminuir considerablemente.

(2.1.3) Sea A ... T(A) una [uncidn holomorfa definida en A can valores en

&;'cn) . Supongamo s que considerado como [unc ion can valores en :i)'(n) 0,1.5)

la [un cidn tiene una prolongac idn ana lit ic a a una region AI) A. En ton c e s

T(A) (~'cm para todo A (AI Y par consiguiente 0.2.6) la [uncion A .... T(A)

can valores en &;' (n) es holomorfa en AI'

Demostracion. Sea Ao un subconjunto ahierto de A tal que Ao sea com-

pacto y contenido en A. Puesto que la Iunc ion At-> T(A) es continua, el con-

junto

e s compacto y por 10 tanto acotado en &;'(m . Con mas razon T (Ao) = IT( A) ;

A e Ao I es acotado. Existe pues [15, Teor. 4;2.1, p.321] un subconjunto compac-

to K de n tal que Supp T(A) C K para todo 11.( Ao' Pero entonces (2.1.2)

muestra que Supp T (A) C K para todo A e AI' II

(2.1.4) PROPOSlCleJN. Sea n un subconjunto abierto y 0 ~ m';: 00. Suponga-

m'm
se que A .... T(A) es una [unc idn. bolomorla definida en A con valores e n D (n).

Sea p e N n un multi-indice [ijo,

(j) La func idn A .... aPT(A)=S(A) can valores en :i)'m+!pl(m [15,p.341]

es holomorfa.

iii) S i A .... T (A) tiene prolong acion analitica a AI) A, entonces A ... S (A)

la tiene tambien y SeA) = aPT(A) para A (AI'
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D'emo stracion, (i) Para ep ( :Dm+ I PI(n) y A (A se tiene

(2.1.4.1) < S(A), ep> = (-1) IP I<T(A) , aPep >.

Para todo ljJ( :Dm(n) yen particular para 0/= a Pep la Iuncion A ....<T(A), 0/ >

es holomorfa en A. Luego la [unc ion A....< S(A), ep> es holomorfa en A para

todo ep( :Dm+IP1(n), es decir la Iune ion 'A~S(A) es holomorfa (1.2.11).

De (1.1.5) se puede deducir otra demoatrac ion s i se observa que la apl icac ion

T ~ aP T de :D'm(n) en :D 'm+ IP I(n) es continua [IS, p. 3411 .

(ii) Si A ~ T(A) tiene prolongacion anal~tica a Al ' entonces para todo

ep e :Dm(O) la Iune ion con valores numerrcos A ....< T (A) , ep> se puede extender

en una func ion holomorfa definida en AI' De (2.1.4.1) re su lta que para todo

ep ~ ffif, m+ IP I(r» Ia fu nc I' o'n \ < S( \) ep' I .. I' . A Ic ~ H 1\.... 1\, > t ien e pro ongacron ana i t te a a i\ 1 ue-

go por (1.3.1) la Iuncion A ~ SeA) se puede extender a AI' Otra vez resulta de

(2.1.4.1) que S(A) = (jPT(A) para A e AI' •

(2.1.5) PROPOSICl6N [12, Cap. II, § 2, no; 3, p. 195, nota 1. Sea A .... T(A)

una [uncion bolomor ja de/in ida en A can valores en S' . Para cada A e A sea

S(A) la trans/armada de Fourier de T(A).

(i) La [uncion A .... S(A) de finida elJ A can valores en S' es bolomor]a.

i ii) Si A ~ T(A) tiene prolongacidn analitica a AI) A, entonces A ....S(A)

tambien tiene una y SeA) == :f (T(A)) para todo A (AI'

Demostracion. (j) Para ep (S Y A f A se t ie ne

(2.1.5.1) <S(A) , ep>==<T(A), :fep>

[IS, Del'. 4.11.2, p. 4111 . Esto demue stra que A ... S(A) es holomorfa (1.1.4) .

Se podria tambien servirse de (1.1.5) ya que la aplicacion T ... :f (T) de S'

en S' es continua [IS, Teor• 4.11.1, p. 4161.
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(ii) 5i ,\ ... T (,\) tiene pro longaoio n an ali tica a AI' en tonces resulta de (2.

1.5.1) que para todo cp e S la Cuncion holomorfa con valores numer ico s ,\ ... <S('\).

cp> se puede extender a Al Y pOl' 10 tanto ,\....S(,\) se pue de extender en una

Iunc ion holomorfa en Al 0.3.1). Puesto que (2.1.5.1) es va lido para qJ (S Y

,\ ( A , es tambien va lido para ,\ e AI' es decir SeA) = ~ (T (A)) si A e AI' ~

(2.1.6) PROPOSlClON. Sea m un ntimero entero positivo 0 el simbolo 00 •

Sea A .... T('\) una [uncidn holomorfa de fin ida en A con valores en g)'m(m. Ade-
• m

mas sea A .....a A una [uncion holomorfa en A con valores en 5; (n).

'm
(i) La [unc ion ,\ ....S('\) = aA T('\) con ualore s en g) «n [15, p. 3481 es ho-

lomorfa en A .

tii) S i A .... aA y A .. T( A) tienen ambos prolongacidn analiti ca a Al J A •

entonce s ,\ .....S('\) tambien tiene y para A e Ales cierto que S (,\) = a,\ T(A)

I ffim
Demostradon. (i) Cualquiera que sea cp (J) (m, la apl icac ion lineal

m ma .....a. cp de 5; (m en g) (m es continua [15, Prop. 4.7.4, p.360 1, luego la

ap licac ion A .... a,\. cp de A en g)m(n) es holomorfa (I. 1, 5). Para t o d o

cp (g)m(n) la iune ion con val ores numericos

(2.1.6.1) A .... < S (A), cp > = < T (,\) , a:\ • cp >

es holomorfa 0.1.6) Y pOl' 10 tanto la [unc ion ,\ ....SeA) es holomorfa (1.2.11) .

(ij) 5i A ....a A tiene prolongacion ana Iitica a AI' entonces para todo

cp (g)m(m la funcion ,\ .... a A • cp con valores en g)m(m tiene prolongacion ana-

Iitiea a Al 0.1.5). Si ademas ,\ ....T(,\) tiene prolongacion analitica a A1.en-

tonces A ....< T(A) , aA.cp> tiene extension holomorfa en el conjunto Al (1.1.6).

De (2.1.6.1) resulta que en este caso A ..... SeA) tiene prolongacion analitica a

Al 0.3.1) Y que SeA) = aA• T(A) para A (AI' •
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(2.1.7) Elresultadoen (2.1.6) esvalidosireemplazamos :D,m(n) por S·

y lbm(n) por OM' Se debe utilizar el hecho de que, para cualquier cP e S, la

apl icacion lineal a ... a. cP de OM en S es continua [15, Ejerc. 4. 11.4, p. 4241,

los otros detalles de la de mostracion no camb ian.

(2.1.8) Sea := un subconjunto abierto de IRk y H un subconjunto abierto de

IRI . Los puntos de := se denotaran por x y los puntos de H .por y, de manera

que los puntos de 2 x H C IRk+ I aeran denotados por (x,y). Las letras s y t
, «s

notar an 0 bien un niimero entero positivo 0 bien el simbolo co. Si S (:D (2·) y
s+t

X e :D (2 xH), entonces para todo y (H la [unc ion X(" y) : x .....X(x, y)

pertenece a :D
s
(2) y en vez de < S,X(., y) > escribiremos tambien

f Sex) X (x, y) dx ; la [unc ion
........

(2.1.8.1)

se de nota por f Sex) X (x,.) dx. Sea K un subconjunto compacto de 2 y L
';:::

un subconjunto"" c ompacto de H . Sabemos [15, Lemma 4.8.2, P: 370] que si

s s- t 's_ (fit
Xf:D (Kx L) y S (:D ('::'), entonces (2.1.8.1) pertenece a .v (L).

s+t
(2.1.8.2) LEMA. s, Xf:D (K «i.: entonces la aplicacidn lineal

S ... !S(X) X(X, .) dx

,::,

(fI's t
de .v (8) en :D (L) es continua.

Demostracion. Sea

v = I t/J ,. I d q t/J( y) I;s E, I q I ~ b I

t
una vecindad de 0 en :D (L), don de E ~ 0, b (1'1 Y en el caso de que t sea
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finito tomemos b = t , EI conjunt o B de funciones

don de y recorre H y q (INn recorre I q I ;;; b, e s obviamente acotado en

",s-( __.... ) y por 10 tanto 0 ",' s
J) U = E B e s una vecindad de 0 en J) (2). Se tiene

[I5, Cap. 4, § 8, formula (4), p. 371 J, luego Sf U implica

< E

para y (H y I ql;:; b, es decir f Sex) X (x, .) dx e V .•

(2.1.9) PROPOSICI6N. Sea A .... s(A) una [unc ion holomorfa definida en A
, s

con valores en :D (2) y A ... T(A) una [uncidn holomorfa definida en A con

",' tvalores en J) (H).

(i) La [unc idn A>-> R (A) = S (A ) e T (A) es holomorfa en A con valores en
,s+t:D (2 x H ).

(ii) Si A .... S( A) y A ....T( A) tienen prolongacidn a nalitica a AI) A , enton-

ces tambien A ... R( A) se puede extender en una [unc idn holomorfa de fin ida en

Al ys e tiene R(A) = SeA) @ T(A) para A (AI'

s+t_
Demostradon. (i) Sea X (:D (:::. x H ) yescribamos r/JA en vez de

f s(A) (x) X(x,.) dx. Puesto que At-> s(A) e s holomorfa por h ipo te s is , resulta-:::. t
de 0.1.5) y de (2.1.8.2) que la apl icac ion A ... r/JA de A en :D (H) e s hnlo-

morfa. Peroentonces A ... < T(A), r/JA> e s holomorfa (1.1.6) y puesto que
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(2.1.9.1) < T(A) , t/JA> = < S(A) 0 T(A) , X>

[15, Prop. 4.8.2, p. ~731, la Iunc ion A .... S(A) 0 T(A) es holomorfa (1.2.11).

(ii) 5i A ....5(A) t ie ne prolongac ion an al it ica a A1, entonces para todo
s+t

X ( :D (2 x H) la Iunc ion A .... t/JA se puede extender en una [unc ion holomorfa
t

A1 .... :D (H ) en virtud de (1.1.5) y (2.1.8.2). 5i ademas A ....T(A) tiene prolon-

gacion analitica a A1 ' entonces A ....< T(A), t/JA> tiene extension holomorfa a

A1 0,1.6). De (2.1.9.1) se sigue que A ....R(A) t ie ne prolongac io n ana lit ic a a

A1 0.3.1) Y que R(A) = s(A) 0 T(A) para A (AI' •

(2.1.10) PROPOSICION. Sean s y t ruimero s enteros positivos 0 el simbolo
.s

00 • Sea A .... S(A) una [uncion bolomor]a deJinida en A con valores en:D y
,f

A .... T(A) una [unc idn bolom or]a de jinida en con valores en 1) . Supongamos que

para todo A (A se tiene Supp SeA) C A , Supp T(A) C B, don de A y B son dos

s ubc onjuntos c err ado s de IRn que s atis fac en a la c ondic idn :

n
(l) Cu.alquiera que sea el subconjunto c ompac to K de IR , el conjunto

n
A n (K- B) es compa cto en IR [15, p. 383]

i i) La [unc ion A.... R(A) = S(Ah T(A) es holomorJa en A con valores en
en «s-s t
] .

(ii) S i A .... S (A) Y At-> T(A) tienen prolong a cion analitica a A 1 J A, enton-

ces A .... R (A) tambien se puede extender en una [unc ion bolomor]a con dominio

de definicion A1 y para todo A (A1 se tiene R(A) = S(A)* T(A) .

s+ t ~ 2n
Demostracion. (I) Sea cp e 1) ,K = Supp rp Y K = I (x,y) e IR ..X+Yf K I

[15, p. ~8~]. En virtud de la condic ion (l) el subconjunto Ko = (Ax B) n K~

2n en 2n
de IR es compacro. Escojase una fune ion a e J) (IR ) tal que a [x, y) = 1

en una vecindad de Ko' 5i cP~ nota la funcion (x,y) .... cP (x+ y), entonces se

tiene
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(2.1.10.1) < S(Ah T(A) , CjJ> = < SeA) G T(A). a CjJtl >

[I5, Prop. 4.9.4, p. 386] para A (A, luego por (2.1.9) la Iunc ion A ....<R(A), CjJ>

es holomorfa. Se sigue que A ... R(A) es holomorfa (1.2.11).

(ii) Si A ... SeA) y A ... T(A) t ie nen prol ongac ion ana li t ica a AI' enLonces

SuppS(A)CA y SuppT(A)CB para A(A1 (2.1.2), y por Io tanto S(A)*T(A)
s+t

exletc para A(A1. En virtud de (2.1.9)yde (2.1.JO.J),paraLodo CjJ(:D la

Iunc ion ,,\ ... < R (A), CjJ> Liene prol ongacion ana llt ica a AI' Se sigue (1.3.1) que

A ....R(A) tiene prolongacion anali t ica a Al y ut il izando (2.1.10.1) otra vez se

ve que R(A) = S (A) * T (A) para A e AI' •

(2.1.11) PROPOSICI0N. Sea A ... S(A) una june ion holomorja dejinida en A
's

con valores en {f; y A .... T(A) una [unc ion bolomor ja dejinida en A con ualo-

:D,t.res en

(i) La [unc idn A ... R(A) = S(A)* T(A) es holomorja en A convalores en

:D's + t.

iii) S i A .... S (A) y A .... T (A) tienen prolongac idn analitica a AI:> A , enton-

ces A ..... R(A) tamb ien tiene prolongac ion analitica a Al y R(A) = S(A)* T(A)

para A e AI'

D'emos tracion, Se ve como en fa demos trac ion de (2.1.3) que exj ste uosubcon-

junto compacto A de /Rn tal que Supp SeA) C A para todo A e A . EnLonces A

y B = u" satisfacen a la condic ion (l) y la propos ic ion resulta de (2.1. JO) .•

's ,
(2.1.12) EI resulrado (2.1.11) queda cierto si reemplazamos {f; por ()C y

.t .t s s c'
Los espacios :D. y :D por cJ • EsLose sigue inmed iatarnente de (2.1.5) y

(2.1.7) [15, Teor. 4.11.3, p. 424].
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2.2, Partes [initas y s e udofunc ione s .

n
(2,2.1) Sea [2 un subconjunto abi erto de JR ,A una region en (; y

Ao un subconjunto discreto de A. Sea T: A ~ T(A) una Iunc ion holomorfa de-

finida en A n CAo con valores en :D'([2) tal que T t iene polo en cada punto

de Ao (1.4.2). Para cada Aof A lIamamos parte [inita de T en Ao' y deno-

tamos por PI T(A) 0 PIT (Ao) , el valor en Ao de la parte regular de T en
A=X o

Ao (1.4.2) .

S( T es holomorfa en Ao fA, entonees PI nAo) = T(Ao)' Si r t ie ne po-

10 de orden k en Ao' entonces existe p> 0 tal que para 0 < I A-Ao I < P se

t ien e

(2.2.1.1) r (A)
5k--.:.::... .......+

(A - A ) k
o

(A-A )k.1
o

51
+ ••• + -- + 5 (A) r

A-A o

d onde 5jf:D'(m, 1 ;;;;j;; k, l a funcio n A ....5(A) esholomorfapara IA-Aol<p

y luego
k

PIT(Ao) = 5(Ao) = lim (T(A) - 2:
A ... Ao j=1

(2.2.2) Sean A 1 una region en C, A un subconjunto abierto de A 1 Y 1':

A 1 ... :D' (m una [unc ion holomorfa. Supongase que para todo A f A existe una

lun c ion loealmente integrable IA que define T(A) , es decir tal que

(2,2.2.1) < T(A), cp> = JIA [x) cP (x) dx

[2

para todo cP e :D(m • Entonees se dice que T es una se udofuncion [28, Cap. II,

§ 2, Ejemplo 2, p. 38] y con Irecuenc ia se escribe IA en vez de T(A) aun

cuan do A no pertenece a A.
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(2.2.3) Claro esta que en las con s iderac ione s anteriores el e spac io ~'(n) se
,m ,m ,m

puedereemplazar por cualquiera de los espacios ~ (0) (0 ~ m < 00) S ,&; (0)

(0 ~ tn;£ 00) 0 t)~ .

(2.2.4) EI concepto que ocurre c las ie amen te es el de parte [inita de una int e >

gral divergente y no de una Iunc ion holomorfa con valores d istr ibuc ione s. La rela-

cion entre los dos conceptos fue ilustrada con el ejernplo dado en [a introduce ion

y se puede explicar ahora precisamente. Sea T: A>-+T(A) una scudofuncion me-

romorfa definida en la region Al C q; Y supongase que para A (A C Al I~ dis-

tr ibuc ion T (A) e ste definida por la [une ion localmente integrable IA mediante

(2.2.2.1) . Entonces para cp (~(O) Y A e Al la parte f in ita de lainlegral

f !>.. [x) cp [x) dx e s por definicion el valor <PIT(A) , cp> ,. esta definicion
n
se e ncu entra en ellibro de Dieudonne [9, Cap. 17, Sec. 9, p. 2611. En part icu-

lar, en cada punto A en el cual T es holomorfa, la parte [inita de la integral se

obtlene por prolongae ion anali tica a partir de la [unc ion A ... f fA ix) cp (x) dx, ho -
n

lomorfa en A.

Cuando T (A) tiene propiedades de regubridad mas Iuerte s [p. ej, pertenece

a ~.m (0) ] entonce s PI f fA (x) cp ix) dx tiene sen lido para funciones cp mas ge-

nerales [p, e]. cp e ~m(O)~.

A
(2.2.5) Ejemplo. Para /l = :Re A > -1 la dtstrtbue ion -, [12, Cap. I, § 3 ,

no. 2, p. 66] , denotada tambien por PI. (xA\>O [28, Cap. II, § 2, p. 411, se de-

fine mediante la formula

< x;, cp> = Joox~ cp (x) dx

°
cualquiera que sea cp (SoUR). La derivada de (2.2:5.1) con respecto a A es

(2.2.5.1)

001xAlogxCP(x)dx
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Ahora bien, para todo k';;; 0 existe C k > 0
2 k

tal que (l + x ) I cp (x ) I ~ C k

cua lqu ieru que sea - 00 < x < 00, luego

(2.2.5.2) xllilog x I
(l + x2 )k

dx

y esta ultima integral converge para -1 < /l < k. Puesto que k es arbitrarlo, se
A .0

ve que la fuucion AI-> x+ con valore s en S es holomorfa en el semipla-

no ~e A > -1 .

Sea ahora m un numero entero positivo 0 elsimbolo 00. La Iunclon AI-> xA
+,m .0 .

co~ valores en S ) S tiene prol ongac ion analitica al semiplano ~e A > - m-1

con la exccpc ion de los puntos A =-n (n (IN , 1 ;S n <m+ 1) que son polos sim-

pies de la Iune ion. En efecto sea n <m si m es finito y un entero positivo arbi-
m

trariosi m = 00. Por la formula de Taylor para cada cp e S se tiene

para 0;; x < 1, donde l/;n es una [une ion continua. Luego

(2:2.5.3)
1

A + i+1

Se ve con la ayuda de una desigualdad semejante a (2.2.5.2) que la primera inte-

gral en el segundo miembro es [une ion holomorfa de A para ~e A> -n-1 ..la se-

gunda integral es [unc ion holomorfa de A en todo (J;; mientras que la suma es

Iuncion holomorfa de A en (J; con la excepclon de polos simples en los puntos
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A = - 1 ,- 2 ••••• -no

Pueslo que Cj) (;)(0) = (-1/ <;/0 , Cj) > , se ve de (2.2.5.3) que el residuo de

A .. x'; en el punto A =-n es

(2.2.5.4)
(_1)n-1 n-1

rl 0
(n-1) !

A ,Podemos dar expresiones explic itas de PI x+ • En prImer lugar sea

-n-1 <:Re A ~ -n y A I-n. Podemos escribir (2.2.5.3) en la forma

A
< Plx+ ' Cj) > =

= lim
E ....o

Cj)(j)(O) xA+ j+ 1

j! A+j+1 )

n r l Cj)(j)(O)+"-(...J "
E 7=0 7,

Ahora la suma corre spondiente a x = 1 en el parentesis se anula con la ultima su-

ma , y as i se obt iene

(2.2.5.5)
A (] n-1 Cj){j)(0) A+j+1)

<Pix, Cj»= lim xACj)(x) dx+ L _,_._ E' , •
+ E ....0 E [" 0 7! ,A + 7 + 1

Si por otra parte A =-n, de (2.2.5.3) se obt iene

(J"" n -2 Cj) (j)(0)
= lim x-nCj)t x) dx- L --,.-,-

E .... 0 '- 7 '7-0E ,

o [n-L]
Cj»

A+n

Cj)(n-1)(O)
1

)i n -1)
log x

E

1

[>o -n+ j+ 1

La suma correspond iente a x = 1 en el parentesis se cancela con Ja ultima suma
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mie ntra s que el terrn ino logarilmico corre spond ient.e a x = 1 desaparece debido a

la re lac ion milagrosa log 1 = 0, Asi queda

-n
<Plx+, qJ>

(2.2.5.6)

(J"" n-2 rp (j)(0)
= lim x -nqJ(x) dx + L ---

E ->0 '_ l !
E '-0

E-n+j+ 1 qJ(ri-1)(O) )
--- + log E •
-n+j+1 (n-l)

Schwartz [28, formula (II, 2 ; 26), p. 421 y Lavoine [19, Cap. I, § II, pp. 15-21 ]

definen PI x'; mediante las formulas (2.2.5.5) y (2.2.5.6). La d istribuc lon

P f x'; coincide tamhien con la .. regular izacion canon ic a" de x'; de Guelfand

y Sh ilov [12, Cap. I, § 3, no. 7, p. 961 .

(2.2.6) PROPOSICION. Sea T :A ....T(A) una [unc ion bolomor]a de jinida en

A - IAo I con valores en ~'(n) y sea Ao un polo de T. Supongamo s que e xi s-

te un subconjunto cerrado A de n tal que Supp T(A) C A para A (A-I Ao I .

Entonce s 5upp PI T(Ao) CA.

D'emos trac ion, Sea qJ (~(m tal que 5upp qJ n A = ¢. Existe p> 0 tal,
que para 0 < I A- Ao I < P se tiene la re pre sentac ion (2.2.1.1) y por 10 tanto

(A- A)k < T(A), qJ> =P = < 5 k' qJ>+(A-Ao) < 5 k-1' qJ>+ ••• + (A_\)k-1<5 i- qJ> +

k
+ ( A-,\) <5 (A) , qJ >

De [and o A converger hacia Ao se ve que <Sk' qJ> = O. Ahora se tiene

k-1
(A-Ao) < T(A), qJ> = 0 = <Sk_l' qJ> +(A-Ao) <5k_2, qJ> + •••

k-2 k-l
+ (A-A) <S1' qJ> + (A-A) <5 (A), qJ>o 0

Oejando otra vez A ....Ao se ve que <5 k-1' qJ> = O. Siguiendo en tal manera ve-

mos que <5" qJ> = 0 para 1;;; i : k. Fmalme nte <S(A) , qJ> = <T(A), qJ> = 0,
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para 0 < [A-Aol < p y por 10 tanto

<PI T(Ao}' CP>=<S(Ao)' cP>= tim <S(A) , CP>= O. •A ....A o

(2.2.7) La s itua c ion siguienLe se presenLa a menudo en apl icacioue s. Sea

T : A>-+T(A) C :D'(n) una Iunc ion holomorfa en A -lAo I con polo en Ao' Su-

pongase que existe un subconjunto cerrado A de n Lal que cual quiera que sea

la vecindad cerrada B de A se Liene una de scompns ic lon T = I] + T2 en dos

funciones holomorfas en A-I Ao I, donde Supp T1 (A) C B para A e A- 1.,\ I y

T 2 es holomorfa aun en Ao' Bajo e stas condiciones los soportes de las d istr i-

buciones Sj (l ~ j ~ k) que l'iguran en (2.2.1.1) e stan contenidos en A. En

el'ecto, sea cP (:D(n) tal que Supp cP n A = ¢ . Puesto que Supp cP es compacto,

existe una vecindad cerrada B de A ta] que Supp cP n B = ¢. Ahora bien si

Supp T1 (A) C B. enLonces <T1(A), cP> = 0 para A (A-lAo I y la de mostrac ion

de (2.2.6) mue stra qu e <Sj"CP>=O, esdecir SuppSjCA para ' s i : k.

Ejemplos. (2.2.7.1) En el casu de la seudofunc ion A,....x; (2.2.5) se puede

tomar A = 101 y los residuos (2.2.5.4) t ie nen A como soporte .

por

<KA,CP>= jk(X)!X(CP(X)dX

/Rn

(2.2.7.2) Si T(A) es la seudofun cion euclidea KA del'inida para :Re A >-n

[16, (3.2), p. 152 J, entonces A = 101 y los soportes de los residuos de KA en

los pol os A =-n- j [16, (3.3), p. 1521 e stan contenidos en A.

(2.2.7.3) Para la s eudofunc iou sA di scut ida en la introduccion se puede to-
+

+
mar como A el mantel Ix .. sex) = 0 • x 1 ~ 0 I del cono futuro C . De las con-

s ideracione s anteriores re sul ta que los coel'icientes de las partes singulares de
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s~ en los puntos A =-2j u : 1) y A = -n-2k (k;; 0) tienen soporte en A.

En particular, si n es par, el re s iduo de 5; en A = -n+2 y por 10 tanto la so-

luc ion elemental del operador de las ondas 0 t iene su soporte en A, como 10

hemos visto en la introduce ion .

(2.2.8) Conservando las h ipote sf s de (2.2.7) sea I una [un cion con valores

en c . holomorfa en A-! Ao I, que t ie ne en Ao un polo del mismo orden que T,

entonces la dtstr ibucion

T I( A) _1_ T(A)
I(A)

es Iune ion hol ornorfa de A en A. Si se t iene

I(A) = _a_1_ to g(A)
A-A o

para 0 < I A- Ao I < peon ak =I 0 y g holomorfa en Ao' y si Sk t iene el

mismo significado que en (2.2.1.1), entonces

y esta d is tribuc ion tiene su soporte en A.

1 A-1
. Ejemplos, (2.2.8.1) Para la distribucion de Riemann-Liouville YA= r(A) x+

se tiene Y-k = () ko (k e IN) [28, (11.2; 31), p. 43; 12, Cap. I, § 3, no. 5, formula

0), p. 861 .

(2.2.8.2) Para la d istr ibuc ion eliptica de Marcel Riesz

r(¥) A'n
RA = A nl2 (\) I x I

2fT rli
se tiene R.2k = (_~)k 0 [16, p. 1551 .



(2.2.8.3) La d istrtbuc ion h iperbo l ica de Marcel Riesz ZA tiene para A =n-2j

+(j f: 1) y A", -2k (k;;; 0) su soporte contenido en el mantel de C. En realidad

Z_2k = oko. La d istribuoton Z2k es so lue ion elemental de Ok,. cuando n

e s par y 2k < n entonces su soporte es el mantel de C+.

(2.2.9) PROPOSlClON [19, u.n. 10), p. 211 . s, T es bolomorfa en A-I Ao!

y tiene polo en Ao• ent onc e s PI riPT(Ao) = riPPI T(Ao) para todo P (INn.

D'emos trac idn, De (2.2.1.1) obtenemos la repre sentac ion

Pen O<IA-Aol<p y A ....a S(A) esholomorfaen Ao (2.1.4). Porlotanto

PI riPT(A ) = riPS(A ) = lPIT(. ). •
000

(2.2.10). Ejemplo. La derivada a PI x
A
+

A-I E mes PIA x . n efecto para J\e A > 0 Y
+

de la seudol'unc ion
A

PI -, (2.2.5)

cp (j) se tien~

00

A A J A< a x • cp> = - < x ,ri cp> = - x ri cp ix) dx+ +
o

00

A 00 J A-I A-I=[-x CP(x)lo +A x CP(x)dx=<Ax+. cP>

o

y de sde luego la af'irmacion se sigue de (2.1.4) y de (2.2.9) .

Para A = 0 la seudofuncion x 0 es igual a la [unc ion de Heaviside Y
+

[15, Ejernplo 4.3.1, p. 324 ]. Por otro lado, la [unc ion A....A-:' e s holomorfa en

el punto A;::O y su valor es o. En efecto para cP (j) se tiene

I 00

< AX:-~ cP> = AfxA-II cp(x)-CP(O) ldx +1xA-I cp(x) dx + < 0 • cP >

o I
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yl o s dos primeros te rm in oa en cl segundo miembro son funciones holomorfas de A

para :Re A >-1 que se an n lan para A =0, Asi nuestro re sultado est a en acuerdo

con la formula conocidisima () Y = 0 .

C I I I-PI \ xA-1a c u emos tam rie n 1\

A=-n -t-
para n =1, 2, 3, .... En v irtud de (2.2.5.

4) se tie ne

donde II H S(A) es holomorfa en [II-+- n [ < 1
-n-1

y S(-n) = PI x-+- Multipli-

cando por A obtenemos

A-1
Ax

-+-
A (_1)n ~ -t- A S(A)

11' A + 11

=(A+n)(-1)n ()no_n Hl ()no +As(A)
111 A+n n ! A+11

n
_ (-1) ()110 (_1)11 n
--n----+--() 0 + A "5 (A)

11 I A-+- n n!

y por 10 tanto

(2.2.10.1)
A-1

P I Ax =-11 PI
A =-11 -t- II =-11

A-1
x -t-

(_1)11
-t- --

nl

ESL<~ c s pre c is am en te la forllluia (II, 2; 28) de Schwartz [28, p. 421 si se interpre-

t.a corre ctame n te : la contrad icc ion aparellte entre los resultados pre.sentados a qu i

y l a formula de Schwartz provicne del hecho de que e l escribe PI(-£x£-l)x>O

cu and o en realidad deberia c scr ihir -£ PI(x£-l)x>o,. fa formula (2.2.10.1) mues-

tra que las dos e x pr es ione s 110 SOil iguafes. Vease tamb icn [12, Cap. I, §:l, 110.2 ,

lormu la (l0), p. 71 J.

(2.2.11) PROPOSICION. Su pongamos que T es b olomor]a en A-! Ao I con

92



valores en S' y que tiene un polo en Ao' Entonces Pj'J (T) (Ao) = 'J (Pj T(Ao))'

D'emos tracion. De (2.2.1.1) obtenemos la re pre se ntac ion

'JS'J T (A) = k +
(I\-A )ko

'J Sk.1 'J S1
+ .•• + -- + 'J S( A)

(A-A )k·1 A-Ao 0

en 0 < I A-Ao 1< p y A .. 'J S(A) es holomorfa en Ao (2.1.5). Por consiguiente

P j 'J T(A ) = 'J S (A ) = 'JPj T (A ) . II
000
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