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RESUMEN

Se introducen ciertos espacios de funciones holomorfas
en polidiscos, cuyo comportamiento es parecido al de los es-
pacios de Sobolev sobre conjuntos abiertos de IR". Las pro-
piedades de estos espacios se utilizan luego para estudiar
el espacio de soluciones holomorfas de P(z,0/dz) f = 0 ,
donde P(z, J/0z) pertenece a una cierta clase de operado-

res diferenciales.

Introduccion. Introduciremos en este articulo ciertos espacios de funciones anali-

ticas complejas definidas en polidiscos D(a), r>0,ac ¢”, donde

n
D,(a)={zeC";

zi-ai[<r, i=1,2,...,n}.

En muchos aspectos estos espacios se comportan de manera similar a los espacios
: : n S
de Sobolev sobre conjuntos abiertos de IR™ y es nuestro propésito ilustrar algunas

de estas semejanzas. Estos espacios fueron introducidos por el autor con el propé-

* Muchas de las ideas contenidas en este articulo fueron concebidas por el autor cuando era
estudiante en la Universidad de Chicago. El autor desea agradecer a la Fundacién Ford y a
la Universidad Nacional de Colombia por el apoyo prestado por estas instituciones durante

su permanencia en la Universidad de Chicago..
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sito de determinar si el espacio de soluciones holomorfas, en un abierto conexo

n .. 5
QC ¢, de la ecuacion homogénea
P(z,90/0z) f = 0,
es de dimension finita, para un tipo especial de operadores diferenciales P(z,9/dz),
n
entre los cuales se cuentan los operadores sobre €~ dados por

n 2m a
P(z,0/3z) = 3 22" 97 a(2) 9 a ¢HC"),
k 2 a’"a
k=1 B g la|<2m @ dz

k

para los cuales el resultado puede verificarse de diversas maneras. Este probiema
lo consideraremos en el Capitulo IlIl. Otros problemas semejantes se estudiaran en
articulos posteriores.
Notaciones : Las siguientes notaciones se usaran consistentemente en lo que
sigue ; otras seran introducidas a lo largo del articulo.
0) ¢, R, N, Z, ¢ seran respectivamente los conjuntos de los nimeros (*nmple-
jos, reales, naturales, enteros y racionales.
1) Si z es un namero complejo, | z| denotara su valor absoluto.
% n « o T S
2) Si ze@, z denotara su 7-ésima componente, para =1, 2,...,n e
tiene z = (zl, e, zn) .
. e n . n
3) D (a) denotara el polidisco de ¢ de radio r>0 y centroen ae € :
D(a)=1{z ;|z;-a;|<r,i=12 ...,n}.
Dr((” denotara el puli(l isco cerrado de €
p,(a) =tz ;|lz;-a;| < 1 i= 1,2 ..., § .
4) Dr denotara ei polidisco D, (0) ;
5 N/ i 3 . 3 y
5) Si Q es un abierto de €, H(Q) sera el €-espacio de las funciones € -

analiticas u holomorfas en Q.



6) T sera el intervalo cerrado [0, 27]; =10, 271"

7) Si 6el0, 271", 6=1(6

1,.--.9n) con 9i5[0,277]. Entonces
; i0 0
O L. ™, d0=d0,40,, ..., 46

n"

n
8) Si aeIN , o= (ocl,...,ocn), OtisN y

|a]=a1+a2+...+an 3
n
9) Si x,th ,x=(xl....,xn),y=(}’1,---,y‘n),

Y.+ oo+ x

<' >= .
s i b LU T n 7

10) Si z = (zl,...,zn) = (xl,yl,...,xn, V! donde x, esla parte real de

k

Zp Y, la parte imaginaria de z,, escribimos

a/azk =(1/2)(3/dx - i G/Gyk)

donde 7 es la unidad imaginaria .

11) Si denN", @= (0. )
s onilghab 510l
dz%  9z0 Mos iz o
21 22-- zn

12) Si X es un subconjunto localmente cerrado de R", LZ(X) denotara el
C- espacio de las funciones definidas en X, con valores complejos, medibles en

el sentido de Lebesgue, y tales que

2
f{f{x” dx <+ oo,

2 1
[fl =t/ 4x}
g X

En tal caso,
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es la 2-norma de f.

13) Si fe H(Q), escribiremos
(o) a
o2

>4

‘ n
para Xe N .

CAPITULO |

LOS ESPACIOS H, (D _(a))

1. Los Espacios H2(D) . Al estudiar los espacios HZ(Dr (a) ) nos restringire-
mos al caso r =1, a = 0. Los afgumentos son idénticamente iguales en el caso ge-
neral, pero éste introduce complicaciones en la notacion. En lugar de D ;(0) escri-
biremos simplemente D , y diremos que D es el polidisco unidad de ¢”. Por

2 :
H (D) entenderemos el espacio de Hardy de las funciones holomorfas en D tales

que
2

* n i 2
Al = sup (1/277)[ lfre'’)| d0<+ o .
0<r<1 "
La aplicacion f- || /|| de H2(D) en R define una norma sobre HZ(D) para la

cual este espacio es un espacio de Banach sobre € . Los limites radiales
/10 = tim fre'?)
r-> 1
3 ; n 2wl .
existen para casitodo § en T ,y f eL"(T"). Ademas ,
2 , AL
= U/Zn)j/. | £*(ei0) | a0
™

Se tiene también la formula de representacion de Cauchy

f(z) = (1/277)i[ ctoe 0.4 e?0) a0 s medis
Tn
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donde

i n
c(z,e )= ——& >

Aqui hemos supuesto 0=(6,,...,0 ) , z=(z,...,z_ ). Puesto que la medi-
2

da de Lebesgue sobre T” es finita, hacemos notar que L (T") C LI(Tn) . De la

formula de Cauchy siguese que para todo compacto K C D es posible encontrar

una constante ¢, >0 tal que

- sup L@ < e |If ] (1)
ze K

2
Por lo tanto, toda sucesion de Cauchy de H (D) para la norma || || es una suce -
sion de Cauchy de H(D) cuando se da a este iltimo espacio la estructura uniforme

de la convergencia compacta .

Todos los resultados contenidos en esta seccion pueden encontrarse detallados

en [4] .

2. Los espacios Hm(D) .

DEFINICION 1. Sea m¢ N . Denotaremos por H, (D) el C-espacio de las
funciones holomorfas en D 1tales que f(a)e HZ(D) para todo ¢ N, ja| <m.
Claramente H_ (D) C H, (D) si n < m. En particular, H (D) C HZ(D) para to-

do m. Ademas H, (D) = HZ(D) . Sobre H (D) consideraremos la topologia de-

VAT I T @

jarsgm

finida por la norma

Se tiene entonces

WA < WAL, 3)

si m" < m, lo cual significa que las aplicaciones de inclusion H,_ (D) > H_ .(D),

.m’ < m, son uniformemente continuas. En particular, las aplicaciones de inclusion
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H, D) > H, (D) son uniformemente continuas para todo m> 0.
TEOREMA 1. Paratodo m> 0, H (D) es un espacio de Banach.

Demostracion. Sea {fki una sucesion de Cauchy en H, (D). { fk} es tam-
bién una sucesion de Cauchy en H2(D) y, por lo tanto, también una sucesion de
Cauchy en H(D). Puesto que H(D) es un espacio completo, existe fe H(D) tal
que /k » / uniformemente en compactos de D . Por medio de la férmula de Cauchy
en varias variables (véase [2])es posible demostrar que entonces f]:a) > f((x), uni-
formemente en compactos, para todo Qe N" . Por otra parte, puesto que HZ(D) es
un espacio de Banach (véase [4] ) y /,ﬁo“e HZ(D) para todo || < m, ke N, exis-
ten funciones g, en HZ(D) tales que flga)-» gy ©n HZ(D) . Pero convergencia
en HZ(D) implica convergencia en H(D) . Por lo tanto, £ = /'(a? feH (D), y

fk »f en H (D). Esto demuestra el teorema.
Nota. El espacio H2(D) (véase [4]) es un espacio de Hilbert (sobre €) pa-

ra el producto escalar

<f g = (1/277)”] 1'% gre9 ag.
Tﬂ

Como se comprueba inmediatamente,

(@) (o
<f,g>m= Z < f ,g( )>

también hace de Hm(D) un espacio de Hilbert sobre € .

El siguiente teorema es una version, para el caso de los espacios H (D) ,del
famoso lema de Rellich en los espacios de Sobolev. Para su demostracion necesita-

remos antes del siguiente lema :

LEMA 1. Existe c¢>0 tal que paratodo O, | @ |<m, todos 0<r<r <1,
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y toda fe H, (D),
a, i : 2 3
([ |f( )(7" ete)_f((x)(rele)l d@) _<. c(r'—r) Hf” .
™" ™

Demostracion. Si lal<m,

,
fdtf \f(a)(teiﬂ)ldeg )" (r'=r) AL .
r " "’
Por lo tanto, f(a)(teie) € LI ([7,71). De esto, para [a|<m,
. r' /
1) M ') =f a§—1 A6 ar,
i

donde 06] =(a

JEEEY OC],+ 1, oiw; ocn) . Dedicese que

] ) o 12 2
fl/(“’(we’@)—/”re’@)l dg< ten" el )
m

1
donde ¢ >0, y esto demuestra el lema .
TEOREMA 2. Para todo m>1 las aplicaciones de inclusion

i:H (D) - H, (D)

m-
son completamente continuas (es decir, compactas ).
Demostracion. Sea {fk§ una sucesion de funciones continuas en Hm(l)) tal

que ','fk Hm < 1 paratodo k=0,1,2, ... .Demostiraremos que existe feH, D)

y una subsucesion “‘k]% de {/k} tal que fk]. >f en H, (D). Para este propo-

sito, sea K un subconjunto compacto de D . Para algun o > 0,

sup [ fpi < cp LIfpll S cp
K

Esta es la desigualdad (1). Se sigue que {fk} es acotada uniformemente en subcon-
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juntos compactos de D. El teorema de Montel [2] asegura entonces la existencia
de fe H(D) y de uns subsucesion {fk} de {fk} la cual converge a [ uniforme -
]

mente en compactos de D, En virtud de este hecho

; 2 o) 4 2
f;fﬁ)(te’e)x 0 -»)/]/ we'9 " a0
] 7

T n

para todo o ytodo 0<t<1. Dedicese que, para || < m,

: 2
(1/2n)nfif(a)(tele){ a9 < 1.

Tn
Pasando al limite cuando #- 1, obtenemos

1<, jajgm.

Por esto, feH_(D) C H__;(D). Sélo falta demostrar que f, -»f en H__;(D).
m = “m-1 k]- m-1

Pero, para |¢|<m y 0<r<1,

() 2 W 6. (1) g 2 0 (1) 02
s _/(“’112 < (1/zﬂ)”(f|f( bt d0+f[/(“)(re’6)-fk, (v 0
7 . o 7 7]
( 0 (¥ 49 2
+ [ |fy, (e )=fy (re )| 460].
7]

; W) . )
(Aqui hemos escrito f(d)(ezB) en lugar de (/( )) (elo) para simplificar la notacion).
Por el lema 1,

2 2 o : () : 2
167 = 11 < camn® i + can? + /20" f 1P Opy e
] m ]

Tn

do .

(@) . — | i
en subconjuntos compactos de D, y 7 <1, lailtima integral tien-

Como f]g)-, f
]
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de a 0 cuando j-oe, de tal manera que

(@, 2
ﬁh[UgL/aH =0 , |a|<m.

]-)0‘

Esto demuestra ¢! teorema.

Nota 1. ¥1 argumento v ado arriba puede extenderse facilmente a la siguiente
situacion : Sea 0< k<m, y P(2,d/9z):H, (D)>H, . (D) un operador di-

ferencial

P(z,0/0z) = Z ay(z) a“/aza, a,e HD) ,
i<k

tal que @ (*%) e (T para todo |%| <k. Entonces P es un operador compac-
tode H (D) en H, _, (D). En particular, si k=m-1, P es un operador compacto
de H, (D) en H D). En un articulo subsecuente daremos aplicaciones de este he-

cho. Para nuestros propositos actuales el enunciade deli Teorema 2 es suficiente .

CAPITULO 1l

ESTIMATIVAS A PRIORI EN LOS ESPACIOS H, (D).

En este capitulo estudiaremos algunas estimativas @ priori, del tipo H?, las
cuales son semejantes a las estimativas del tipo L2 en los espacios de Sobolev.
Recordamos aqui que si ) es un abierto de R”, el espacio general de Sobolcv
%m(ﬂ) , m>0 un entero, es el espacio de las funciones f medibles, localmente in-
tegrables en () , tales que las derivadas 9%/3dx® (en el seatido de las distribu-
ciones) existen para todo @, | @ | <m, y que son ademas tales que a%f/ ax"e 12Q),

donde L2(Q) es el espacio de Lebesgue de las funciones de cuadrado integrable so-

bre ) con la norma
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2 &
|f|o={ [ f(x)| dx}?.

Claramente C: (Q)C 3,,(Q), donde C:(Q) es el espacio de las funciones
indefinidamente diferenciables, con soporte compacto contenido en . Claramente
%O(Q)aLZ(Q) y la clausura de C:(Q) para la norma | lo es todo LZ(Q) . El

espacio 3 _({)) esta provisto de una estructura de espacio Banach para la norma
s P P

mm{ 3 2}
T m

La clausura en 3, () parala norma | | se denota por L (Q) y se denomina
m m m

9%

axa

el espacio especial de Sobolev de orden m sobre Q. En general L, (Q)# 3, (),
aunque la igualdad es valida en ciertos casos espéciales (por ejemplo, () = R" ).
Por esta razon necesitaremos de la siguiente observacién :

Nota 2. Sea Q = (0,1)" (o mas generalmente, Q = (a,6)", a, b, e R, a<b)y
sea [e C™ (). Supongase que f, junto con sus derivadas a"‘f/a xa, para | a|<m,

estan uniformemente acotadas en () por una constante C > 0. Sea

K, = [1/n, n/n+ l]'z

y sea f definida en () por
0 si x4K,

f, (%)
f(x) si xeK,

Claramente f es medible y sus derivadas estan dadas por

0 si x*’ Kn
o
9/,
—--a——(x) = 3
. dx i 2 (x) en casi todas partes si xeK, .
Ax®
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Ademas, f, eL, (Q), ya que

a a%f, 9%
a——(fn*q‘k)=— "—*(pk > ——f"— cuando % - e,
Ax dx dxg,

en L(Q), para |®| < m. Aqui las ¢, son las funciones definidas de la siguien-
te manera :

exp'f-[l/(l-lxlz)” si xeR", |x| <1,

Y(x) =
0 si xcRn,[xlzl,

b(x)

P(x) = Bduia .y Py (x) = (1/K") 9 (kx) , keZ, E>0.
(Y(e)dx

Ahora bien, para cualquier 0 , | 0| < m,
2 2
ﬁa“/n_a“” dx = ﬁao‘f\ dx iczf dx
K K,

donde K’ =()-K , y entonces

2
limfla“/nma“/{ dx < lim szdx =0,
7 %00 7 300

K;
n

lo cual demuestra que también fe L ().

1. Estimativas en el espacio Hy(D) , D C €. Demostraremos ahora un resul-
tado, el cual es bien conocido en la teoria de funciones de varias variables reales.
Como el argumento en la demostraci®n es més facil en el caso de una variable, y

eso es todo lo que necesitaremos, incluiremos la demostracion para el caso de una

121



variable.

LEMA 1. Sea Q={ab), a<b, un intervalo abierto de IR . Entonces, para

todo >0 existe una constante C > 0 (dependiente sdlo de € ).tal que
d2

af a’f
dx dxz o

2 ¥,
< C|f| +€
(o] (7]

para todo [e I,(Q) .

Demostracion. Podemos suponer desde un principio que €< 1. Sea L=(b-a)

y supongase primero que L < €/2. Sean ¢, deQ, c<d, tales que
c-a=d-c=b-d=L/3

Tomese ahora x ¢ (a,c)., ye(d, b), feJyQ). Podemos suponer, sin limitacio-

nes sustanciales de la generalidad, que f toma solamente valores reales. De re-

sultados elementales del anélisis matematico siguese que f y f* = df/dx son

continuas. Sea z = z(x,y) ¢ Q 1al que

SO o

y-x

Ahora, para t¢()

!
d’f
=72+ [ fwdu, f'=-—-
dxz
z
Por lo tanto,
[£2(2) | S_I_f_(fl__{ﬂ +f|f"(u) | du ,
|-y <

de lo cual

20| <3/L (1 f0) |+ ] fx) | )+ LE|f"]
o
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como se deduce del hecho de que |y-x|> L/3 y de la desigualdad de Schwarz.
Si ahora integramos ambos lados de la anterior desigualdad, primero con respecto

a x en (a,c) yluego con respectoa y en (d,b), se obtiene

2 L5/2
(L/3)" [0 | < B/L){(L/3) | |f(y) |dy+ (L/3) | | f(x)|dx}+ —5— | |
o

Esto se reduce a b

[ (D) | 5(3/L)2j|f(s)[ ds + L? Vadl

o

Finalmente, elevando ambos miembros al cuadrado e integrando con respecto a ¢

se obtiene

: 2 2
L < oL 2] w29 11117 <2 01 s 2

lo cual es

l/[ 4 =5 |/| +2L) |f"] < =f] +elf”l . @)
L o L2 0 o

y la afirmacion resulta, finalmente, bajo la hipétesis L < €/2 . Supongase ahora

L>¢€/2 ysea
a=a0<a1<a2<.--<an_1<an=b

una sucesion finita de puntos de (a,b) tal que lak-bk[ =€/2 para k=1,...,n-1,

y €/2>|a,-a, ;| > €/4. Sea f, definida por

/(x) ’ xf(ak_l,ak)

fk(x)= k=1,2,...,7l
0 5 x+ (ak_l,ak)

Si L, = (ak'ak-l) , se sigue de (2) que
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2 18 2 n2
<--—-[/k| + el f7
o L2k o 0

| £
para k =1,2, ..., n, o, en otras palabras,
g R . 5/ i 2 2
£ < € + € ”»
L < Welr L
Como claramente para casi todo x € (2,b) se tiene

b . b )
(7) 2 (7) .
kél I (x)l —k=21“k (x) | i=0,1,2,

se deduce inmediatamente que
2 2 2

[l < Clf] +elr] 3)
o o 0

con C = (72/6)2 . Esto demuestra la afirmacion .

Nota. La desigualdad (3) es claramente equivalente a la desigualdad
171 <c{f] +el/”] “)
0o o o

con C’>0 dependiente sélo de € (en tanto que fe %2(9) ).
FI siguiente lema es la version, para el caso de HZ(D) , del anterior .

Lema 2. Para todo €>0 existe una constante C >0, dependiente solo de

Pf
dz

para toda feHZ(D), D={ze€ ;|z|<I}.

€ ,tal que
1 2
(5)

EAA
8;2 )

2
+ €
(]

sc i

o

Demostracion. Sea ft: (0,27) » € la funcion definida por

0

/,06) = f’(ei b W Vi

Se tiene
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d
-‘1.5—(0)— zte f(e ’ (6)

___fi(o)— ;242 zlef'(e’6)+t te’6/ (e’e) ;

dt2
donde /t(k)(eie) = f(k)(teie) para k=0, 1, 2. Se sigue que
2 -~
d
2 1200,2m))
d0?
Ahora, sea €' >0, €’ < 1/2, Existe C(.>0 , dependiente solo de €’ tal que

" 2=
df, L b Id 1,12
L < Co, | € |——-
ld62 s £ l/tlo+

Esta es la desigualdad (1). Ahora de (6),

2 2n 2 27
zzjﬂ[ e a0 < ce[ !/t(eig)[2d0+2€'t4f[/;'(eie)[2d0+2&' :Zﬁf;(e"")]zde
o o o o
Luego 2 27
V& (te'o)l 40 < ___fmte"’)g 40+ T——I-/;/"(teie)iz 4.
2 2€ -2€"t
o o

Pasando al limite cuando 751,

2 Ces ., ,. 2
& 1 ! "!
llflto... 1.2€° H/|lo+ 1- 26, Hf \l

Sea ahora €> 0 arbitrario. Si escogemos £'> 0 1al que

0< —2€8"_ce
1.2¢

la afirmacion resultacon C = CE' (1-2¢') -1 %

Nota 3. La estimativa (5) es equivalente a la siguiente
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1l < et +ellrell (7)
o o 0

donde C depende solo de €. Notese también que ella implica autométicamente las

siguientes estimativas en Hz(D)

J/H C"‘l/l' +E] If]l .
(8)

171, < el A+ elifl,

con C", C'*" >0 dependientes solo de €.

2. La Estimativa Fundamental en H (D) . Estamos listos ahora para el resul -
tado fundamental de este capitulo.

TEOREMA 1. Sea D el polidisco unidad de €" y sea m> 1 un entero. Sea

£> 0. Entonces existe una constante C’> 0, dependiente solo de €, m,n, tal que

A lper s € HAN +Ell /], o

lm-
para toda fe Hm(D) .

Demostracion., Consideraremos primero el caso »n = 1. La demostracion se hara
por induccion sobre m. Si m =1, la afirmacion es trivial. La desigualdad (8) mues-
tra también que la afirmacion es cierta para m=2. Sea m > 0 y supéngase que la
afirmacion es ei.erta para todo &k, 0 <k<m. Si € >0 esta dado, existe Ck,e’

tal que

Hfl[k-lsCk's‘”f[]o"‘e'HfHk' (10)

para todo fe H (D) C Hy(D). Por otra parte,

/(k+ 1)6 Hz(D) ’

de tal manera que para £> 0 dado existe C, >0 tal que si k<m,
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pon (k-1) S Y 9
(VA NS VIR G0N P (B (1

paratoda feH (D). En particular

(m-1) . (m-2), oy (m)
e N S Cellf N+l
) 0 0
n-1,
i m-2) o C LA 4 et
i ur) = "l”’_l')-<- !/I'-’/,Q'i{fho.". H/Hm-l

Por lo tanto,
(m-1)

[/

W B (m)
S CZ’ECm-I,E" ”/HO“ 2 'Z‘c’_.lfixm_1+(8/4)Hf ”O .

I,

Ahora, si escogemos £’ > 0 de tal manera que

e Cz€<e/4 i
hienemes 17" < ey gl s ezt
S M2etperertiil) N
puesto que
1™ s 2

Finalmente, de (10), con € =€/2, k=m-1, C*> mdx (CZECm-I, oy Cm-l,f-:") , se

obtiene

(VI V')

IA

c LAl +efl/]!
o m

Dado que

(m-1)
< s

m-1" 2

la afirmacion resulta con C = C’ . Esto completa la demostracion en el caso n=1.

Consideraremos ahora el caso con » > 1. El argumento se hara esencialmente por
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induccion sobre 7. Nétese primero que si fe H?(D) , donde D es el polidisco uni-
dad de €”, también

5 o (zl,...,zn) =/(21"“'zn’ 10”). 0n5[0,21ﬂ_,r>0
’n

esta en HZ(D'), donde D’ es el polidisco unidad de C”'I. En efecto, se deduce

facilmente de la formula de Cauchy que

2 1
I < (11)
1.6, 6.0 S Tmiamz 11l
donde || || es la norma HZ en el polidisco unidad de c* . Esto implica que

OI (k)

la red creciente de funciones de 6,

i60 i0 i6 2
[[f(te bidivegg MeX gy ") o, ...d9, 1, 0<t<1,

esta acotada por una funcion integrable en (0,271, y, por lo tanto, segin el teorema

de convergencia dominada de Lebesgue y teniendo en cueiita que

i6, if, 2
ltm [f(te ,...,te re )| dO;...do [“0”0( 1y

se liene

!’ "2 do, -Itm [f(te ,...,teien-lreien)lzdel...dﬁ 1/46
i llo (n 1) n- r
. i0 1 i0 2
ltmlf(j[f(te 1,0..,te e n)] d@n)del..uden-l
>

T
"0, (n)

IA

Ahora, por la hipotesis de induccion, existe, para €>0, una constante (& m,n-1)>0

tal que para cualquier @ = (0 ;,...,®% ) con @ =0, |0] < m-1, 6, ¢l0,27),
que p q 1 n n ! Y Yn
, ' i0,.1 i6
(a)(teiel ’6n Iy o f lGl,...,te His' gy
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B)

fr,en 0,(n-1)

(OC)
" < (e’ ,mn-D||f +€
0,(n- 1) 7, 971 0,(n-1) | BTem

De esto se sigue inmediatamente que

o i6... i 2
j“f( )(re 1,...,re n)[ df)l..,df)n_l

i0p i0 i 2
< Cle’',mn-1) | lim fe? ,.sse P, ré ?)] d01,..d9 ]
- t—’l I ) n-

(B) i0 6, 2
+s'( S lim ﬁfﬁ(te Y se ) 401”.40’2_1).
[Bl<m !>

B,=0

Integrando con respecto a 971 , obtenemos

; (q) 161 ign l2 ) ¥2 ’ | |
1 (re ,....re )] d01...d0n5C(t,m.n-l)Hfl\O'(nfE . l‘/ 10“
| Bl <m
ﬁ”=0 (12)
y, por lo tanto,
(o) 2 . 3 12 | 2 (13)
1 < 5' ,n- 1 () ' .
Il f [lol(n)_ e’,mn ‘m-o,(n)” Hfl.m'(n)

Por otra parte, un argumento por induccion, basado en la desigualdad (11), muestra

que
2 I . ;
1 f T e B T ‘If' (14)
1,010 00..0,.1 0,07 2 n)n-l(l_r)Z(n-I) 0,(n)’
donde i0, i@ﬂ_l
fr6 0 (z,) = flre ,...,7e » 2y D
000,

De la desigualdad (14) se sigue también que

i0 i0 101 9
1 -1
A= I{m[’lf(re s e TE %7, te n” do

t >

129



existe y define una funcion integrable de 6,...,0, ;. De hecho,

A =]
“fr,()l,.. 0, Il‘o (1)

Ademas, segin el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue,

2
| f 1 d6,...d0 l : (15)
,/,]lffleb...ﬁnu ! i Hf[‘O,(n)

Ahora bien, si « = (OLI,.. o Otn) , |¢] <m-1, entonces

a 10 i i0, 1 i0
()(re I,re 2,...,re " , te n) =
=f (x )re 1,..«,re n'l,te n)‘—’[/ T F (te ")

7,61,...,6n_1

donde @’ =(a ,...,0Q '1,0). En virtud de la desigualdad (5), dado £°">0 existe
n-

una constante C’’(€’’,m,1) >0 1al que

((x:) (O/«n) 2 (ao) 2
eyl H <c(e”mD]||f I
n0p...0,.1 0(1) n0p....0,1 0,1
(@) 2
$e” ]| [l :
n6p,...,0, m-|o’, (1)

De eslo, conjuntamente con (13), Sigut‘se que

a) 0p i6, 2 (@*) 2
f,/ ‘e Locire. DI d8iiivid0< e miD It I
s(n

o’ ) 101 16 2 ((l') 2
llm( [ @R ote 0]7dO .. a0 | <c(etmD)lf 15,
B 5o : &

2
sl o

Sean entonces ¢’, ¢’ > 0. De (17), con €’’> 0, se tiene
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2 <t mm /N e
< C” ),n’ , ’» ,
llg, (S €& emnllf Ay L E/DAN

y de (13), con €°>0,

) ? ’ » 2 » | 2
170 )< € mmllflly el

0,(n) (n)

Por lo tanto, con €’,&’>0,

1/

2 2
lo < C(E,mn) C' (" ,m,n)||f]] +e' C”E"",mn)|| f|] +
,(n) 0, m

(n) ,(n)

/2 Z
e’ ;
+ Hfllm'(n)

Escojase ahora, para €'°>0, otro £ >0 tal que
Cn(sn’m,n) g’ S 8“/2

Entonces, para una constante C"’(€’",m,n) >0,

(o) 2 . 2
10, < e e mm il

”»” 2
0.(n) + € H/Hm’

,(n) (n)

Finalmente, si dado €> 0 se escoge £’>0 1al que

g” < e2/N(m) ,

(n)

donde N(n) es el nimero de e N'™ tales que |0|< m-1, se tiene, con Cle,m,n)>0,

e independientemente de f, la estimativa a priori

2 s AR 2 2 2
Hf”m-l (n)S e llfHO,(n)*-c Hf“m.

’

(n)
Esto completa la demostracion del teorema .

Lasiguiente proposicion se utilizard en el proximo capitulo .
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PROPOSICION 1. Sea feH, (D). Entonces feL, (0,27)"), donde

f(e) = f(e”9 ’

y existen constantes C1, C2>0 , dependientes solo de m y n, que cumplen la re-
lacion
C A1 <N < Cylfl r
m m

m
. oo i0 |
Demostracion . Si ft(e) =f(te ), 0<t< 1, entonces, para [0[< m,

o
ad ft aaf 2
- en L
ag% - a@¢

si t o1

.0
Aqui ——6—— tiene, por el momento, un significado simbélico. Por otra parte ,

9% al jalf 9% 0 eig 2B, i
_Of.(e)= i| lt[ [(—_f.)(te ) + Z Q(é'ﬁ)(—él(te )

EY) P 1B1<|a| 9z

s . . n . y
donde las funciones Q son continuas en [0,271" e independientes de f. Por

a, B

lo tanto, en el sentido de las distribuciones,

" 25 T
9/ (0)-,‘ i QaB ( P) iy | (19)
z IB (<] i
Ahora, /th L. ((0,27)") . Por lo tanto, también fe¢ L, ((0,2 )" ). Ademas, existen
constantes C, C’'>0 independientes de @, tales que

%, i ; B,
( f)( ")| d6+C|BI<ldlf( )( 9)[ 46 , (20)

9%712
76 %lo

y, por lo tanto, una constante C’’ >0, dependiente sélo de m,n , que cumple
" n
/1< ¢ i/l
m m

Si tomamos C, = 1/¢*”, setiene C; LAl <L Hm , lo cual demuestra la prime-
m
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ra desigualdad. En cuanto a la segunda, se sigue de (19) que

3% 1o o] ~i<a,05[3% § Prie i
) =i U [t () ~ i P
{m) (e i e (39“ (6) lB[<la|Qa’B(6)m— (e
donde. ~ -0 4< o, 6>
Q, o= ¢ i Qq,p(6)

Un raciocinio idéntico al de la primera parte muestra entonces que para ciertas cons-

tantes C3, C, > 0, dependientes solo de m,n, se cumple la relacion
(a) 2 |aoc 712 2
<cC __L| &€ (21)
1, < & | e

Por otra parte, ||f|| = !fl . Ademas, fe H (D) paratodo 1<s<m, cuando
o o

feH (D). Porinduccién podemos suponer entonces que

/]l <C(s,n)|f]| , Cls,n)>0.
S S

Se tiene entonces, de (21), y para | 0| = s,
@), 2 9972 A
C __L C, C(s, ;
[/ HOS 3 YT o+ 4 Cls,m) lf[s-l

y cuando s=m,

2
+ Cy Clm-1,n) | /]
o

(a) 2 9%7 12
< o |2k

Para una cierta constante C’ > 0 se tiene entonces

m-1

(o) 2 -2
170 s e il

m

Como 2 2 ) 2 2
Al < Cmlm |f| < ClmLn) |f]
m-1 m-1" m

para otra constante C, >0, independiente de |,
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Esto demuestra la proposicion .

CAPIiTULO 1

UNA APLICACION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES COMPLEJAS

En este capitulo nos limitaremos a dar una unica aplicacién de los espacios H, (D)
a cierto tipo de operadores diferenciales,

P(z,0/9z) = Z aa(z)aa/aza.‘ H(Q) > H(Q), (1)
LA < m

a e H(Q ), donde Q es un abierto conexo de ¢”. Otras aplicaciones seran dadas
en un articulo posterior.
TEOREMA 1. Sea P(z,0/0z) como en (1) y supongase que existen ael, r>0,

tales que D (a) C Q, y que el operador diferencial

(8, 3/36) = Z aglre'os @ 389> al50%
o l=m

definido en U = (0,27)" sea uniformemente eliptico. Entonces
KerP ={feH(Q); P(2,0/0z) f=0]}
es de dimension finita sobre € .

Demostracion . Por una translacion seguida de una contraccion podemos suponer

que a=0, r=1, Ahora, si chm(D), y si

P, (z,0/3z) = Z a (@ 302",
lo|=m
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escribiendo f(@) 5 f‘(eie) , lenemos

; b1 "
[Q(6,8/30)f1(0) = Z aa(elo)e <% 93190 %)
|0 {=m
=imz ayle™ (@%1/a=9 ™) Z b, (' 6" 02" (")
‘(X“=m 1061<m

donde by ¢ H(Q) . De esto se deduce inmediatamente que existe una constante

C > 0, dependiente sélo de P, tal que
1071, < Coll Py /1l

Por otra parte, como @ es uniformemente eliptico en U, existe C" >0, dependien-

te s6lo de Q, tal que (desigualdad de Gardin : véase [1], Cap. X) .

m 0

de lo cual, usando las desigualdades ( 18 ) del capitulo II, No. 2, para alguna

C’”* >0, dependiente sdlo de P, obtenemos

LI s e 8P lig e H A1l b s

De otro lado, es claro que, para una constante C'**> 0, dependiente sélo de P,

WPl < e e

dond
- P'(z,9/dz) = Z a,(z) d %a 2%

lal<m

Dado £> 0, existe entonces C.>0 que cumple

Vi gt ) 1ot o
I»Pfuosc {Cgllfuo*-f:xlfhm} i



Escojase £>0 tal que C* C'""€<1/2, Se tiene entonces, de ) = phipi

1111, < CHIP Al + 1P A+ AT LS CLLPA] o+ (e €L V1720 £l

m : bo
y, por lo taanto,
o X YAL T
) Hm.<.2C {3lpfllo+(1+C€)Hfi|0} H
de lo cual, para una cierta constante C > 0, independiente de [, se tiene
p P
1AL s IRl + 0, ) -

La afirmacion resultara entonces de los tres lemas siguientes :

LEMA 1. Sean H;,H, dos espacios de Hilbert, T, T, aplicaciones lineales
continuas de Hy en Hy. Supongase que T es inyectivay que T;(H;) es cerrada
en H,. Supdngase ademds que T, es completamente continua. Entonces Ker (T +

T,) es de dimension finitay (T;+ Ty) (H;) es cerrado en Hj .

Para una demostracion del anterior lema véase por ejemplo [31, pag. 230, proposi-

cion 3.9.7.

LEMA 2. Sea P(z,0/0z): Hm(D) > HO(D) como en el teorema, i:Hm(D)»Hm_I(D)
la inclusion. Sea H; = Hm(D) ,Hy=HyD)o H, 1(D).Sea T;:H-Hy definida
por Ty =Pei, Ty=0e(-i). Entonces T; es una inyecciony Ti(Hj) es ce-
rrado. Ademds, T, es compacto.

Demostracion. La topologia de H, esta definida por la norma
17+ ellg, = /1, + el
Sea fe Hj . Entonces, T;(f) = Pf+ [ Porlo tanto,

WTr D, = NP+ HAL 2P AL+

m-1"
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Por la desigualdad ( 2 ), existe C >0 (independiente de /) que cumple
T,(f) C ;
TP lly 2 €A

De esto se concluye inmediatamente que T;(H;) es cerrado. Como las demas afirma-

ciones son triviales (usando el Teorema 2 del capitulo II), el lema 2 queda demostra-

do.

LEMA 3. Sean Q y P(z,3/0z) como en el Teorema 1. Si P: Hm(D)"HO(D) ,

entonces P tiene un niicleo de dimension finita'y P(H (D) es cerrado en Hy(D) .

Demostracion . Claramente P = T;+ T, . Por lo tanto, Ker P = Ker(T;+T;,)es,
en virtud del lema 1, de dimension finita. Ademas, también por el lema 1, P(H;) =

P(Hm(D) )C Hy(D) es un cerrado de Hy(D) . Esto demuestra el lema 3 .

Para terminar la demostracion del Teorema 1, sea Ker P = {fe H(Q); Pf=0 } ,
Sea M =1{fe Hm(D); Pf= 0}, y supongase que k = dz'mCM . Sean fy, cenfy
fk+1€ Ker P. Si f; = f; | D, es claro que f'le M . Por lo tanto, para algin j,

I<j<kel, yAe€, i=12 ... ksl, i#j,

k+1

o /\. : ,

f]' iél lft
i#j

de lo cual
kgl
= A s

fj i=1 ifi

i#j

concluyéndose que dz'mc Ker P < k. La demostracion del teorema 1 queda asi com-

pleta.
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