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SOBRE CIERTOS ESPACIOS DE FUNCIONES HOLOMORFAS Y SUS

*APLICACIONES, I

par
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Dedicado a H. Yerly Con motivo de suseptuagesimo segundo aniversario

RESUMEN

Se introducen ciertos espacios de funciones holomorfas

en pol idi scos, cuyo comportamiento es parecido 01 de los es-

pacios de Sobolev sobre conjuntos abiertos de IRn. Las pro-

piedades de estos espacios se utilizan luego para estudiar

el espacio de soluciones holomorfas de P(z,iJ/iJz) f = 0 ,

donde P(z, a/az) pertenece a una derta close de operado-

re s d iferen cia Ie s.

IntroducciOn.lnlroouciremos en e ste articulo ciertos espacios de funciones anaji-

t icas complejas definidas en polidiscos D,(a), r> 0, a r en, donde

Dr(a) = I Z (cn: I zi' ai 1< r, i = 1,2, ... , n I.

En muchos aspectos es tos espacios se c omportan de mane ra similar a los espacios

de Sobolev sobre conjunlos abiertos de lRn yes nues tro propos ito ilus trar algunas

de e stas semejanza s. Eslos es pac ios fueron introducidos por el autor con el propo-

• Muchas de las ideas contenidas en e st e articulo fueron concebidas 'po r el autor cuando era

estudiante en la Universidad de Chicago. El autor desea agradecer a la Fund ac ion Ford y a

la Universidad Nacional de Colombia por el apoyo prestado por e sra s instituciones durante

su permanenc·ia en la Universidad de Chic ago ..
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sito de determinar si el e spa e io de soluciones holomorfas, en un abierto conexo

n c cen r de la ecua c ion homogcuea

p(z,a/az)/ 0,

es de dimension Iin ita , para un tipo especial de operadores diferenciales Pi z , ()/az),

entre los cuales se c uen tan los opcradore s sobre en dados por

P(z, a/az) n 2m a2m ~ aa n~ zk ---- + a (z) --- ,a f H(C ),
k=l az2m la <2m a ()za a

k

para los cuales el resul tado pu ede ver ifica r-se de diversas man er aa, Este problema

10 consideraremos en el Capitulo III. Otros problemas semejantes se estu diaran en

articulos posteriores.

Notaciones : Las siguientes notaciones se usaran con s is ten te mente en 10 que

sigue; otras s eran in tro du c ida s a 10 largo del articulo.

0) C, JR, lN, 2, ~ se ran respectivamente los conjuntos de los niimeros com ple-

jos, reales, naturales, enteros y racionales.

1) Si z es un niimero compl ejo, I z I d enotara su valor ahsolu to,

2) Si z f (In, zi den otara su i -e s irn a componente, para i = 1, 2, ... , n, Se

tiene z = (zl" .• ,zn)·

3) O/a) de no tara el pol id isco de c" de radio r > 0 y centro en a fen:

Dr (a) = 1z ; I Zi - ai I < T, i = 1, 2, ... , n I.

O/a) de no tara e l polidisco cerrado de c":

4) Dr denotara ei polidisco Dr (0) ;

5) Si n es un ahierto de Iln, H(n) sera el Il- espacio de las funciones Il-

analiticas u holomorJas en n.

112



6) T sera el intervalo cerrado [0, 21T]j T'b[O, 21T)n.

7) St edO,21T)n, e=(e1 .... , en) con eid.o,21T). Entonces

ie ie1 ie
e = ( e .... , e n), de = de 1 de2, ... , den'

n
8) Si a (IN ,(1 = (aI' ... , an)' a i (IN Y

I a I = a1+ a2 + ... + an

< x, Y > = x y + x Y + ... + x Y •
1 1 2 2 n n

10) Si Z = (zl"",zn) = (x1'Yl' .•• ,xn'Yn) do nde xk esla parte real de

zk' Yk la parte imaginaria de zk' escribimos

donde i es la unidad imagin arta •

a I al----
al a2 an

dZl a "z: . ,(Jzn

12) Si X es un subconjunto localmente cerrado de e", L 2(X) denotara el

c·espacio de las funciones defin idas en X. con valores complejos, medibles en

el s ent ldo de Lebesgue, y tales que

En tal caso,

I II
o

I 2.L
I fJ!(x) I dxl

2

X
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es la 2 - norma de /.

13) Si / ( nttn , escribiremos

. (ex) _ d ex // --~---
r1 zex

n
para ex (N .

CAPiTULO

LOS ESPACIOS HmW/a))

1. Los Espacios H
2

(D). AI e stud iar los espacios H
2

(Dr(a)) nos restringire-

rnos al caso r = 1, a = 0. Los a~gulllentos son ident icame nte iguales en el caso ge-

neral, pero e s te introduce complicaciones en la notacion.En lugar de D/0) escri-

biremos simplemente D, Y d irernos que D es e I po lidi sco un idad de q;n. Por

2
H (D) entenderemos el e spac io de Hardy de las Iun cione s holomorfas en D tales

que

2 nl ie 2II/II sup (1/2,,) '1/(re)1 se-:« «,

O<r< 1 t"

La apl icacion / -> II/II de H2(D) en IR define una norma s obre H
2

(D) para la

cual este espacio es un espacio de Banach sobre q;. Los lim ite s radiales

* ie ' ie/ (e ) = lim / (r e )
r -> 1

n * 2 n
ex is ten para casi todo e en T ,y / (L (T ). Ademas ,

2 iII/II =(1/2,,)'
, Tn

Se t ie ne tamb ien la formula der epre sentacion de Cauchy

i ie * iefez) = (1/2,,) c iz , e ) / (e ) de , z c D ,
Tn
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donde
iO n e iOk

c [z; e ) = II --1.,-0-------
k=1 e k-zk

Aquihemossupuesto ()=(Ol""'()n)' z=(zl',,,,zn)' Puestoquelamedi-

da de Lebesgue sobre t" es Iin ita, hacemo s notar que L
2
(Tn) ~ L1(Tn). De la

formula de Cauchy siguese que para todo compacto K ~ D es posible encontrar

una con stante ck> 0 tal que

sup II(z)! ~ ck III II
zeK

(1)

, '2
Por 10 tanto, toda suceaion de Cauchy de H (0) para la norma II II es una suce -

ston de Cauchy de H(D) cuando se da a este ultimo espac io la estructura uniforme

de la convergencia compacta.

Todos los resultados contenidos en esta se cc ion pueden encon trarse de tal lados

en [4] .

2. Los e spacios Hm(D).

DEFINICION I. Sea m f N. Denotaremos por Hm(O) el q;-espacio de las

(a) 2 n
funciones holomorfas en D tales que I e H (D) para todo a fIN, I a I :S m .

2
En particular, . Hm(O) ~ H (D) para to-Claramente H(D) C H (0) si n < m,m - Tl -

do m, Ademas Ho (D) = H 2(D). Sobre H m(O) consideraremos la topologia de-

fin ida por la norma

(2)

Se tiene entonce s

s i m' < m, 10 cualsignifica que las aplicae ione s de inclusion Hm(D) -e Hm,(D),

om' < m , son unifo~memente continuas. En particular, las aplicaciones de inclusion
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Hm(D) ... Ho (D) son uniformemente cont lnuas para todo m;::: O.

TEOREMA 1. Para todo m;::: 0, Hm(D) es un e sp acio de Banach.

D'emo stracion. Sea Ilk! una suce aion de Cauchy en Hm(D). I Ik I es tam-

bien una suce s ion de Cauchy en H2(D) y. por 10 tanto, tambien una suce ston de

Cauchy en H(D). Puesto que H(D) es un espacio completo, existe I (H(D) tal

que I
k

... I uniformemente en compactos de D. Por medio de la formula de Cauchy

..... ra) (a) .
en varras variah les (ve ase [2])es pos ible demostrar que entonces Ik ... I ,UIll-

Iorme men te en compactos, para todo a e INn • Por otra parte, puesto que H2(D) es

. . (a) 2 .
un espaclO de Banach (vease [4] ) Y I k (H (D) para todo \a I "S.. m, k c IN , ex is-

2 (a) 2
ten funciones ga en H (D) tales que Ik ... s en H (D). Pero convergenciaa.

2 (~
en H (D) implica convergencia en H(D). Por 10 tanto, ga == ( ,I (Hm(D), y

I
k

... I en Bm(D). Esto demuestra el teorema,

Nota. EI espacio H2(D) (ve ase [4]) es un espacio de Hilbert (sobre (;) pa-

ra el produc to e aoajar / nJ. iO iO<I,g>=(l2Tl) I (e )g·(e t d I):

Tn

Como se comprueba inmediatamente,

, ,,(a) (a)
<I.s > == t: <I .g >

m lal~ m

tamb ien hace de Hm(D) un espacio de Hilbert sobre C.

EI siguiente teorema es una version, para el caso de los espacios. Hm(D) ,del

famoso lema de Rellich en los espacios de Sobolev. Para su dcmoatracion necesita-

remos antes del siguiente lema:

LEMA 1" Existe c> 0 tal que para todo a, I a I ~m, todos 0 < r < r' ::;1 ,



y to da I e BmW),

(11

(a) ie (a) ie 12 )t
T

m
I (r'e )-1 (re ) de .::;c(r'-rJll/llm·

D'em ostrac ion. Si I a I .::; m r

r'

J f I (a) i t) I
dt I (t e ) de.::; (27T)n(r'-rJll/rlm

r Tn

(a) .e 1
Por 10 tan to, I (tel) (L ([r, r'l). De e st o, para I «[ s m ,

r'

/a)(r'eie)_/a)(reie) =j ~ /aj)(teie) dt,
a=l

i

donde aj = (a1, ..• , a.+ 1, ... , a ). Dediicese que
J n

1
donde C > 0, Y es to de mues tra el lema.

TEOREMA 2. Para todo m> 1 las ap lic ac iones de inclusion

son co mp le tam en te continu as (e s de cir, compactas ).

D'em os tr acion, Sea Uk I una suc e s ion de funciones cont inuas en HlIl(O) tal

que III II .::;1 para todo k = 0, 1, 2, .,. . Demoslraremos que exi ste I( Hm_lO)
k m

y una s uhsuce s ion Uk 1 de Uk I tal que Ik ... 1 en H _1(0). Para este propo-
j 'j m

silo, sea K un suhconjuntocompacto de O. Para algiin -»> 0 ,

sup;lki.::;ckl:Jkllm.::; -»
K

ESla es ladesigualdad (1). Sc sigue que 11k I es a c otad a uniformemente en subcon-
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juntos compactos de D. EI te ocema de Montel [21 asegura entonces la existencia

de If fI(D) Y de un s su hsuce sf on 1h.l de 11k I la cual converge a I uniforme-
J

mente en compactos de D. En virtud de este hecho

JI/~~)(teie) 1
2

de --> jl/ex)(te
ie

) 1
2

de

Tn Tn

para todo ex y todo 0 < t < 1. Ile ducese que, para 1 exI ~ m ,

(1/27T)n jl/a)(teie) 1
2

de ~ 1.

Tn

Pasando al limite cuand o t --> 1 0 obten em os

Por esto, If flm(D) S;; flm_1(D). SOlo faha demo strar que Ik. --> I ell flm_1(D)·
J

Pero, para I a I < m y 0 < r < 1 ,

(a) (a) 2 n (J (ex) i8 (a) ie 2 f (ex) i8 (ex) ie 2Illkj -I 11
2
::; (1/27T) Ii (e )-1 ir e JI d8+ II (r e J-Ikj(reJ!de

'Tn Tn

J (a) i8 (aJ ie
+ Ilk. (e )-Ik. lr e )
. J J

Tn

(a) i e (a). ie .. -, I ., )
(Aqui hemos escrito I (e ) en lugar de (I ) (e ) para s imp l ificar a no tacron .

Por e I lerna I,

,(ex) (ex) 2 2 2 2 nJ (a) ie (a) i8 2
Illk. -I II ~ c t l s-r) 11/11 + c l l-r } + (1/27T) 11 ir e )-Ik. ir e ) I de.

J m J
Tn

(ex) (a)
Como Ik. --> I en subconjuntos compaclos de Do y r < 1 0 la ultima integral ti en-

J
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de a 0 cuando ; -. .,., de tal manera que

Esto demuestra cl tcorema,

Nota 1. Ei arF"umc"to uv.ado arriba puede extenderse faeilmente a la siguiente

• iO oe n Etal que aa (e ) (L (T ) para todo [et I s. k. n tonces P es un operador com pac-

to de HmW) en Hm_k_1(D). En particular, si k =m-l, P es un operador compacto

de H mW) en H JD). En un articulo subsecuente darem os aplicaciones de e ste he-

cho, Para nue stros propoaitos actuales el en unc iado e l Teorema 2 cs suficiente .

CAPITULO II

ESTIMATIVAS A PRIORI EN LOS ESPACIOS HmW).

En e ste capitulo es tudiare.mos algunas est im at ivas a priori, del tipo H2, las

cuale s son semejantes a las estimativas del tipo L2 en los e spacios de Sobolev.

Recordamos aqui que si 0 es un abierto de /Rn, el espacio general de Sobo leu

Z5 (0), m> 0 un entero, es el espacio de las funciones I medibles, localmen te in-
m -

tegrables en 0 , tales que las derivadas a al/ a x a (en el se n t ido de las distribu-

c ion es) existen para todo a, I a I s. m , y que son adema s tales que (PI/ axa
(L2

(O),

donde L2(0) es el espacio de Lebesgue de las funciones de cuadrado integrable so-

bre 0 con la norma
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I I I = I r I I t«) 1
2

dx It.o .

Clar mente C~ (0) ~ ~m(O), do n de C;;(D) es el espacio de las funciones

in def in idamen te diferenciables, con soporte compacto contenido en O. Claramente

~o(0)"'L2(Q) y la clausura de C:(O) para la norma 11
0

es todo L
2

(Q). EI

espacio ~m(O) es ta provisto de una estructura de espac io Banach para la norma

La c1ausura en ~m(O) para la norma I 1m se den ota por Lm(O) y se denomina

el e s p ac io especial de Soboleu de orden m sobre O. En general Lm(O) " ~m(O),

aun que la igualdad es val ida en ciertos casos e spec lale.s (por ejemp lo, 0 = JRn ).

Por esta razon necesitaremos de la siguiente observac ion :

Nota 2. Sea 0 = (0, l)n (0 mas generalmente, 0 = (a,b)n, a, b, e R , a < b) Y

sea I e CDe (0). Supongase que f, junto con sus derivada..s a al/ a x a, para I a I :Sm,

estan uniformemente acotadas en 0 por una constante C > O. Sea

n
Kn = [ 1/n , n/ n + 1]

y sea In definida en 0 por

CIaramente f es medible y sus derivadas e stan dadas por

en casi todas partes si x ( Kn•
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Ademas , In e Lm (n). ya que

a x ex
cuande

m. Aqui las CPk son las funciones definidas <& Ila ~iitm-

te manera :

expj-[1/(l-lx\2)11 -s i x(~n,'lx'I·-<ll"

o si x e u", I x I > 1

cp(x) , y
(ljJ( etdx

Ahora bien, para cual quier ex, I ex I < m r

donde K'n = n - Kn, y entonces

K'n

10 cuaf demuestraque tamb ien I( Lm (n) .

1. Es tim atiuas en el espacio HiD) r D S; 1:. Demostraremos ahora un resul-

tado , el coal es bien conoc ido en la t.eori ade funciones de var ias variables reales.

Como el argumento en la demostraciOn es mas facil en eJ caso de una variable, y

eso es todo 10 que neoesjaaremos, ind;uJiremos la dem'0str;aciOn para el caso de una
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variable.

LEMA 1. Sea 0= (a, b) !'a,,< b , un interualo abierto de IR, .Entonces, para
I . c \\ I" "

t. I 4>- (. ft!.!Jl _ 1<> ~\'
todo 10> 0 existe una considnte C > 0 (dependient e solo de e )~tal que

JJl11.L12 ,", 2. f"I!!~12
dx :s C" I I I + t: d 2

a a x a

Demostracion. Podemos suponer desde un principio que 10< I. Sea L = (b-a)
,\ " I 5\\. I

Y sup6ngase primero que L':s '10/2 .' Sean' c, d e 0, c < d, tales que

\1 -; '\ c - a = d - c ,= b - d = LI 3

T6mese ahora x e t a.c l ; y e (d, b), I (~iO). Podemos suponer, sin l imitac io-

•nes sustanciales de la generalidad, que I toma solamente valores reales. De re-

sultados elementales del anal is is mate mat ico siguese que I y I' = d] I dx soli

cont inuas. Sea' z = z(x,y) (0 tal que

L(YL--.L(x)_ = I' (z)
y-x

Ahora, para t e a t

r(t) = r(z) + J j"(u) du , I"
z

Por 10 tanto,

11'(1) I :s li(x) - .1,cy)_ +f I I" i u} I du ,

I I x- y I a

de Ih cual ". {lin" ',Ii HI''' "01,

/'nll h 0',. I. '" ",.,'1
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como se deduce del hecho de que I y - x I > LI3 Y de la desigualdad de Schwarz.

Si ahora integramos ambos lados de la anterior designaldad, primero con re specto

a x en ia.c ) y luego con respecto a y en (d. b). se obtiene

b c. J J 512(LI3? I r(t) I ~ OIL) I(LI3) If(y) r dy + (LI3) I [Ix) 11x ~-+ -~-i)-I f" 1

0

a a

Esto se reduce a

2Jb "
11(t) I ~ OIL) 11(5) I ds +,CZ [I" 1

0

a

Finahpente, elevando ambos miembros al cuadrado e integrando con respecto at.

se obtiene

10 cual es
2 '2 2 2 2 2 2

I r[ ~ 1§_1 II 'I- (2 L) 11"1 ~ J.§_I/I + e 11"1 . (2)
o L2 0 0 L2 0 0

y la afirm ae ion resu Ita. Fina lmente, bajo la hipotes is L ~ E/2 • Supongase ahora

L> E/2 Y sea

unasucesionfinitadepuntosde (a.b} tal que lak-bkl =E!2 para k=l •...• n-L,

y E/2~lan·an.ll~ E14. Sea Ik definidapor

k=1.2 .... ,n
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para k = 1, 2, ... , n , 0, en otras palabras,

Como cIaramen t e para casi todo x e (a, b) se ti ene

i = 0, 1, 2 ,

se deduce inmediatamente que

2 2 2
I/'I :s el/l +Elrlo 0 0

con e = (72/E)2. Esto demuestra la afirm aclon •

(3)

Nota. La desigualdad (3) es c1aramente equivalente a la desigualdad

I/'I :sC'j/l+EII"I
o 0 0

(4 )

con C' > 0 dependiente solo de E (en tanto que I ( ~2 (n) ).

FI siguiente lema es la version, para el caso de H2(D) , del an t erior .

Lema 2. Para todo E> 0 exi ste una cons tant e e > ,0, dependient e solo de

E .tal que

(5)

para toda I e H2(D) , D = I z « c .. I z I < 1 I.

Ir emo str acidn, Sea I: (0,2rr) -> C la [une ion definida por
t

- ie iel(e)=I(e )=ICte i .
t t

s, ti ene
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d It ,ie, ie
--- (e) = t t e I (e l ,
de t (6)

2 -
d It 2

------ (L ((0,211».
de2

Ahora, sea E' > 0, E' < 1/2, Extste C(,>O, dependienle solo de e, tal que

-, \ 2-

Idlt I - 2 Id Itl2---- s Ct:' I It I + E' ---1:
de2 0 0 de 0

o

211 211
C, f 'e 2 2,,",4J 'e 2

__ .;...E _ \I(te') I 1e+ 2 C ,t 2 If"(te') I de.
t2.2 E' t2 t -2E t

o 0

Pasando al limite cuando

2
II II! .$

o
:\/11

2
+ __ 2~~11f"112

o I-2E' 0

Sea ahora E> 0 arhi trar io. S: cscogemos c' > 0 tal que

2 E'0< ---- --< E
I-2f:

la alirmucron re su lta con C = Ce, (I_2E')-I,

Nota 3. La cst imat iva (5) es equivalente a la siguiente
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111'\1 :s C' 11/11 +cllf"ll '
000

donde C depende solo de c. Note se tambien que ella implica automa t icam ente la s "

sigu ien tes es tirna tiva s en H2(D)

2 2 2
11/111:s C"II/il

o
+E 111112

11/111 < C'''JUlio +cll/li2

(8)

con C", C''' > 0 dependient es solo de e .

2. La Estimativa Fundame ntal en Hm(D). Estamos l istos ahora para el resul-

tado fundamental de este capitulo.

TEOREMA 1. Sea D el polidisco unidad de q;n y sea m > 1 un ent er o, Sea

£ > O. Entonces existe una c ons tant e C'> 0, dependiente solo de e, m,n, tal que

(9)

para toda I (H (0).m

D'emostracidn. Consideraremos primero el c aso n = 1. La demostracl on se hara

por induce ion sobre m, Si m =1, la al'irm ac ion es trivial. La desigualdad (8) mues-

tra tam b ien que la al'irmac ion es cierta para m =2. Sea m > 0 y supongase que la

af irm ac ion es cierta para todo k, 0 < k < m , Si E' > 0 e sta dado, existe C k,c'

tal que

(10)

para todo I e Hm(D) ~ Hk(O)' Por otra parte,

de tal mane ra que para c> 0 dado exi s te C2,c> 0 tal que si k < m ,
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(k) (k-1 ) (k + 1)
III II ~C2elll [I + (E/4) III [I

o 0 0
(11)

para toda I (H (D). En,particularm

(m-l) (m-2) . im)
1\1 11 ~ C2elll 11 + (ef

4) III II·
000

-, . " C L r::: In-l I

Por 10 tanto,

Ahora, si e scogem os 1';' > 0 de tal manera que

obtenemos

puesto que

Finalmente, de (0), con f" = el2, k = m-1, C'> max (C2eCm_1, e" Cm_1, e")' se

ohtiene I

(m-l)
!I/II +111 11 ~ c' IIII! +ellfllm-2 0 0 m

Dado que

la afirmacion resulta con C = C' . Esto compl era la de mostrac ion en el casu n =1.

Consideraremos ahora el casu con n> 1. EI argumento,se hara esencialmente por
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induccion sobre n, Notcse primero que si f ( H2(V) r do nde V es el polidisco uni-

dad de en, tam bien

es ta en H2(D'), do nd e V' esel polidisco unidad de cr:', En efecto, se deduce

facilmellte de la formula de Cauchy que

2 I
IIfr,onIIO,(n_I)S 2 (1 )277 -r

(11)

donde II II es la norma H 2 en cl pol id isco un idad de (;k. Esto irnplica que
O,W

la red creciente de funciones de On

J iOI iO I iOn 2I f (t e r ••• , ten' , r e ) I d (J I ••• dO n-I' 0 < t < I r

est a acotada por una Iunc ion integrable en [0,2771, y, por 10 tanto, segiin el teor e ma

de convergenc ia dom inada de Lebesgue y teniendo en cuent a que

se tiene

Jill 11
2
. dtJ, = limJ (JIi(I:

O
'. , u

iO
n- ,:OniI

2
dtJ, .•• dOn.') dO,

"On O,(n·1) < 14;:,J(} lit :O~ leiOn"I/OniI2 dOn )dO, ... dtJ
n
.

J

2
IlfIIO,(nJ'

Ahora, por la hipot e si s de ind u cc ion, existe, para s'> 0, una co ns tante ((e',m,n-I»O
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y

1\ (a)112 1\ II II (f3J\1I < C(E',m,n-1) I +'2' I
r,en O,(n-1f r, en 0,(n-1) I k5m r,en O,(n-1)

f3 =0n

De esto se sigue inmediatamente que

r (a) ieT ien 2
JII ire · •.•.• re )[ de1,··den_1

( J ie1 ie ie 2 )
< C((',m.n-1) lim [I(te ..... te n,re 12)[ de1·,·de 1
- I ... 1 12-

( ;;
(f3) ie1 ie 2 )

+(' ~ lim II t te .... ,Ie n)1 del'" de 1

1 f3 I < 1 ... 1 n-. 1_ m
f3n=O

Integrando con respecto a e12, obt enern os

y, por 10 tanto,

(a) 2 2 2
til [[ :SC(E',m,n-1)!I/I! +E'II/II .

0,(12) O,(n) > m.Iri}
(13)

Por otra parte, un argumento por indu cc ion , basado en la desigualdad (ll), muestra

que 212
II I 11:s ,---------- II Iii

r.e1, ... ,en_1 0,(1) (2 IT)n-1(1_r)2(n-1) O.(n)
(14)

donde

De fa desigualdad (14) se sigue tamb ien que

J ie1 ie 1 ie 2
A= lim \I(re , .... re n-,Ie 12)1 de

I ... 1 n
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ex iste y define una Iuuc ion integrable de el, ... , enol' De hecho,

2
A = II I II

r,el•··· .en_l 0,(1)

Ademas, segiin el teore ma de la conve rgenc ia dominada de Lebesgue,

(15)

Ahora bien, si a = (al •...• an) , I a t ~ m-l• entonces

(a) ie 1 ie2 ien_l ie n
I (re • r e •... , r e , te )

(a') iel ie 1 ien (a') (a ) ie
= I (a)( r e r •••• r e n- ,I e ) = [I ] n (I e n

n r.el ..... en_l

donde a' = (al, ... , a -1,0). En v irtud de la desigualdad (5), dado E">O ex iste
n-

una constante C"(E". TIl. 1) > a tal que

(a') (an) 2 . (a') 2
11[/] Ii < C"(E",m.1) II I II +

r, el, ... enol o.nr: r, el•···• enol 0,(1)

De es to, conjunt amente con (13), sigu·ese que

}
(a) iel' ien 2 (a') 2

II ir e ..... re )1 del ... ·,de <C"(E".m.I)111 IIn- O,(n)

(

\"' } (a' (3) iel ien 2 ) (a') 2
+E" lim L II' Lte , ... , t e ) I de ... den ~ C"(E'.m,1)111 II .

1-> 1 (3 S m-I a '1 1. 0,( n)

2
+E"II/II . (17)

TIl, (n)

Sean en tonce s E', E" > o. De (17), con E"> 0, se t ie ne

1:10



(a) 2 (a') 2 2
1[/11 :;:C"(c",m,n)111 II +(c"/2)11/11 '

o.t») O,(n) m.Ln)

yde(l3),con €'>O,
(a') 2 2 2

II I II :;: C' (E',m,n) II III + E' II III
O,(n) O,(n) m.Ln)

Por 10 tanto, con f',f">O,

~ 2 2 2
1[1 II :;:C'(e',m,n)C"(E",m,n)[1/11 +E'C"(c",m,n)11/11 +

O,(n) O,(n) m.Ln)

2
+f"/211/11 .

m.tn)

Escojase ahora, para E" > 0, otro E' > 0 tal que

C" (.E",m,n) E' S f"/2

Entonces, para una constante C"(f",m,n) > 0 r

~) 2 2 2
III II :;: C"'(e",m,n) 11I11 +E"1I/11

O,(n) O,(n) m.in)

Finalmente, si dado E> 0 seescoge f"> 0 tal que

donde N(n) es el numero de a ( N(n) tales que I a I S m·l, se tiene, con C(E, m in]'> 0.

e independ ientemente de I, la estimativa a priori

2 2 2 2
11/11 <C(E,m,n)11/11 +E'I/II

m·l,(nr O,(n) I m.tn) •

Esto completa la demostrac ion del teorema •

La siguienle proposf cion se ut ih zura en eI proximo capitulo.
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PROPOS/CION 1, Sea If Hm(D) , Entonces !fLm(O,2rr)n), donde

y existen constantes Cl' C2>O, dependientes solo de m ytn, que cumplen la re-

lacidn - -
C11/f S 1[llt s C2 [If

m m m
(18)

- ie
D'emos tracion , Si I (e) := I(te ) , 0 < t < 1, entonces, para I a ISm,

t

a a It a a I
-;;e a- -> 7iea en L 2 si t -> 1

t ie ne , por el momento, un significado simbolico. Por otra parte,

donde las funciones Q f3 son continuas en [O,2rr}n e inde pend ien te s de I. Por
a,

10 tanto, en el sentido de las distribuciones,

Ahora, if L ((O,27T)n). Por 10 tanto, tambien If L ((O,27T)n). Ade mas, existent m m

con stantes C, C' > 0 independ iente s de a, tales que

y, por 10 tan to, una eo ns tan te C" > 0, depen diente solo de m.n , que cumple

Ii I S en II I I r
m m

-
Si tomamos e2 := 1/C", se tiene ell II S \I I II ,10 cual demuestra la prime-

m m
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ra desigualdad. En cuanto a la segunda, se sigue de (19) que

donde.

Un raciocinio identico al de la primera parte mues tra enlonces que para ciertas cons-

tantes C3' C4 > 0, dependi en res solo de m,n, se cum pIe la re lacion

(a) 2 laa-12 2III II ~c3_1 +C411/11
o d ea a • m-L

(21)

Por otra parte , II III = Ii I . Ademas, I (H (D) para todo I:S 5 < m, cu an do
00

5

I e Hm(D). Por induce ion podemos suponer enlonees que

[1/11 ~ C(5,n) III ' C(5,n»O.
5 5

Se lie.ne enlonces, de (21), y para I a I = 5 ,

(a) 2 laai\2 2 2III II ~C3 +C4C(5,n) II!
o de a 0 5-1

y cuando 5 == m ,

(a) 2 ~a 12 . 2 - 2III II ~C3 + C4 Ctm-Lin) III
o de a 0 m-L

Para una e ierta constant e C' > 0 se t iene entonces

(a) 2 • 2
II I II ~ C I I I

o m

Como 2 2 .2 2 2
II fll

m
•
I

~ C (m·I,n)I II ~ C (m·I,n) I II
m-]: m

para otra constante C2> 0, Indepen di ente de I ,
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2
II III

m

2 - 2
< C2 I II

m

Estod muestra la propo s ic ion .

CAP i T U LOlli

UNA.APLICACION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES COMPLEJAS

En este capitulo nos limitaremos a dar una iinica ap l ic acion de los espacios Hm(D)

a c ierto t ipo de operadores d iferencia les ,

P(z, d/d z ) = 2..:
1001:5m

a 0:( H(n), donde n es un abierto conexo de (;n. Otras aplicaciones seran dadas

(1)

en un articulo posterior.

TEOREMA 1, Sea Pt z, a/dz) como en (1) y s updng as e que existen' a (n , r> 0,

tales que Dr(a) S; n, y que el op erador dl [erencial

,
Q(e, d/ de) = Lao: (rei e+ a) e- i < 0:, e > d 0:/ d e 0:

10: I=m

de jinido en U = (0,277)n sea unilormemente eliptico. Entonces

Ker P = I I e H m); P(z, aid z ) 1= ° I

es de dimension [inita sabre C.

D'emostracion , Por una tranalac ion seguida de una contraccion podemos suponer

que a » 0, r::: 1. Ahora, si f e Hm(D), y st

1~4



lenemos

[Q(e,a/ae)il (e) == L aa(eie)e-i<a,e)/'/Iae ace)
la:=m

donde b a e H(n). De eslo se deduce inme di atam ent e que exis te una co nstante

C> 0, dependiente solo de P, tal que

Por otra parte, como Q es uniformemente e l iptico en U, exisle C' > 0, dependien-

le solo de Q, tal que (desigualdad de Gardin: vease [11 , Cap. X ) .

de 10 cual, usando la!'j desigua!dades ( 13 ) del cap itulo II, No.2, para alguna

C" > 0, depend iente solo de P, oht en em os

'I! / II < e" I 1'[P / I ! + II / I! I., m - ,m' 10 ,I 10

De otro lado, e s claro qile, para una cons tan te C'''> 0 , dependienlc solo de P,

II p' / ! 10 :s C''' III / II im.1

donde
p'(z,a/dz) = L aa(z) d a/dza

! al<m

Dado E> 0, existe en lonces CE> 0 que cum ple

!Ip'/!l <C'''\rll/I' f!1/11 I" " 0 - c: i 110 t- ,I I m
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Escojase E> 0 tal que C" C''' E < 1/2. Se ti ene enlonces, de Pm = p : P' •

li/l[ < C'''ll'lp/I[ IIp'l'l 1'/'11 !<C'''ll'pt! (l C )11/!' I 1/2::/': ', "«: I 0 + I 0 + " . 10 - ,J I, 0 + + E " I 10 + I I I'm

y, por 10 tanto,

de 10 cua!, para una ci erta co nst ante. C > O. independiente de I. se tiene

La afirm acion resultar a entonces de los tres lemas siguientes :

LEMA 1. Sean H1.H2 dosespaciosdeHilbert, T1,T2 ap lic aci one s line al es

continua s de HI en H2• Su pongas e que T1 es inyectiva y que .T1CH1) es cerrada

en H2' Supdng as e ademd s que T 2 e s co mple tament e continua. E nt onc e s Ker (T 1+

T2) es de dimension [inita y (T 1+ T2) (HI) es cerrado en H2 .

Para una de mos trac ion del anterior lema "ease por ejemplo [31, pag. 230, proposi-

cion 3.9.7. ,
LEMA 2. Sea P(z,J/Jz): Hm(D) .... Ho(D) como en el t eorem a, i:Hm(D) ....Hm_1(D)

la inclusion. Sea HI = Hm(D) r H2 = HO(D) Ell Hm_1(D). Sea T1:HrH2 de jinida

por T1 = P EIli. "T2 = 0 Ell (-i) . Entonces T1 es una inv e cc ion y T1(H1) es ce-

rrado. Ad em d s, T 2 es comp ac to,

D'em ostracion, La topologia de H 2 esta definida por la norma

Sea I€ HI' Entonces, T1{J) = PI+ I. Por 10 tanto,
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Por la desigualdad ( 2 ), existe C> 0 (independiente de [) que cumple

De e sto se concluye inmediatamente que T l(H 1) es c errado. Como las de mas afirma-

cionesson triviales (u s ando el Teorema 2 del capitulo In, el lema 2 que da de mostra-

do.

LEMA 3. Sean n y p(z, a/a z ) como en el Teor ema 1. -s, p.: Hm(D) -+ HO(D) ,

entonces P tiene un nticleo de dimension [inita y P(Hm(D) es cerrado en HO(D)

D'emostr acidn , Claramente P = T1 + T2. Por 10 tanto, Ker P = Ker(T1+T2)es,

en virtud del lema 1, de dimension Ii ni ta, Ademas, tamb ien por el lerna 1, P(H 1) =

P(HI1/D) ) S; HO(D) es un cerrado de HO(D). Esto dem ue stra el lema 3 .

Para term inar la de mostracton del Teorema 1, sea Ker P = l!f H(n); PI = 0 I .

Sea M = !If Hm(D); PI= 01, Y supongase que k = dim(;M. Sean 11,· .. ,lk r

Ik+1 e Ker P. Si Ii = Ii I D, es claro que Ii e M. Por 10 tanto, para algiin i .

1 SiS k + 1, Y A.i e (;, i = 1, 2, ... , k+ 1, iii,

de 10 cual

k+1
I. = L A.I.
1 i=l t t

iii

concluyendoae que dim c Ker P S k. La de mostrac ion del teorema 1 queda asi com-

pleta.
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