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In trodu c cion. AI trat ar de extender el concepto de diferenctabi lida d a los espa-

cios vectoriales tupolog ico s no normado s, se ha comprobado que no existen en gene-

ral topologias convenientes sobre los espacios de funciones involucr ado s. A. Bastia-

ni [1] y H. H. Keller [~1 han logrado obv iar este problema, demo strando la existen-

cia de seudotopologias que posecn las propiedades deseadas. Es de import anc ia en

e sta teoria un te.orem a que caracterice las seudotopologias compatibles con la estruc-

tura de e spaci o vectorial preexistente; en este trabajo se da una demostrac ion ele-

mental de un teorema propuesto por Frolicher [21 en este sentido •

Antes de enun c iar y demostrar el teorema, se dan algunas definiciones y resulta-

dos que facilitan su lectura y compren sion.

Un conjunto E se dota de una s eudotopologia, c uando se asigna a cada punto x

de E un conjunto de fi ltros sobre E, llamados filtros convergenies a x, de tal ma-

nera que:

1. Si un filtro converge a x, todo filtro mas fino que el t ambien converge a x ,

2: Si dos [iltro s convergen a x, su maxima cota inferior ta mbien converge a x.
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3. £1 [iltro [xl de las partes de E que con tien en a x, converge a x.

Si el Iil tro ::l converge a x en el e spac!o s eudotopologtco E, escribiremos

::l J, e .x

Una apl icuc io n I de un e spac io seudotopolog ic o £1 en otro £2 se llamara

continua en el punta x de £1 si, para todo nitro ::l de £1' convergente a x se

t ie ne que I(::l) J,1(x)£2 ,donde I(::l) es el lil tro sobre £2 generado por

1 I(A) I A e ::l I. s, I es continua en todo punto x de £1 d irerno s que I es conti-

nua en £1'

Sea E un espacio se udor opo logico t al que su conjunto subyacente sea un espa-

cio vectorial real. Si las apl ic ac ione s

£x£ +...£ JRx£ e
y

(x,y) (A, x ) AX

son cont inuas , sc dice que E es un e s pac io vectorial s eudotopolo g ic o. En cste ca-

so, en vez de ::l J, 0 £, escribiremos s implcm ente ::l. £ • Si £ es un e spacio

vectorial, una se udot opologia sobre E se d ira compatible, si hace cont inuas las,
dos apl icaciones + y •

Ob s erua c ione s , Designando por G el filtro de ve cindade's de cero en JR, re-

presentaremos p~r ::l 1 + ::l2 (re sp.. ::l r::l2) a la imagen de ::l 1 +::l2 por la apl i-

cacion + (resp., s ! E x E -> E , dada por g (x,y) x-y). Analogamente,

[11.1::l , G::l y G[x 1 significaran las illlagenes por

l~ x X y G x [ xl, respectivamente.

de los fi Itros [A] x::l ,

Sean a (£ y A ( JR -I 0 I ..si T a : £ -> £ Y hA: £ -> £ son la lransla -

cion T a (x) = x + a y la hOlllotecia hA (x) = A x, escribiremos :x + a, :x- a y

A::l en vez de Ta(::l) , T_a(::l) y hAd), respectivamente. Es facil probar que

:X.±a=::l±[a],A::l=[A]::l y Gx=G[x], donde Gx eselfiltroimagende
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o por la apl icac ion t ....t x de lR en E.

De la continuidad de +, y g se deduce que las transl aciones y las homote-

cias son homeomorfismos; en consecuencia, X J,aE <=> X - a J, E 0, 10 que es

equivalente, X 1E <=> X + a ~a E, para cual qu ier filtro X. Esto s ign ific a que

la seudotopologia queda completamente determinada dando los filtros convergentes

a cero, Surge entonces el siguiente resultado :

TEOREMA. Sea E un espacio vectorial real .. una s eudotopologi a sobre E es

compatible si, y solo si, sus [iltros convergentes a c ero, ueri jic an las propiedades

siguientes :

a) Si X1J, E Y X2 J, E, entonces X1+X2 ... E.

b) Si XJ.E Y A e lR , entonces A :X... E .

c) Si :XJ,E, entonces O:X ... E.

d) Si xfE, entonces OxJ, E.

Demostracion. De las observaciones anteriores se deduce f<icilmente la necesi-

dad de las condiciones; ve amos entonces su sul'iciencia. La ultima de las observa-

ciones sugiere que se tome como definicion :x J,a E <=> :X-aJ, E, para cu alquier

a en E .. probemos que en e sta forma se obtiene una seudotopologia compatible:

i) s, :X1J,xl Y:X2 J,x2E, entonces :Xrx1 y:X2-x2

E .. por a), (:x rX 1) + ( :X2 -x 2) = (:Xl + :x2) - (x 1 + x 2) J, E

10 cua] prueba la continuidad de la ad icion .

convergen a cero en

ii) Si :XJ,xE ,entonces :X-x J, E y, por b), A eX-x) = A :X-A x J, E, 0 sea

que A:X J,It x E .

iii) Si :x J,xE .veamos que el filtroO:X es mas fino que el filtro O(X. x) + 0 x :

cualquier elemento de este ultimo filtro contiene otro de la forma yeA-x) + V'x con

AfX y V,V'f O. Pero VJlo y V'Jly paraconvenientes O,YfIR, donde

lE=!·xfIRllxl.:::: e ] .. luego V(A-x)+V'xJlo(A-x)+lyx. Si a=min!o,yL
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enLonces 10 (A-x) + lyx J la (A-x) + lax. Es de rut ina dernostrar que

la(X+Y)ClaX+laY, para X,YCA, locualirnplica la(A-x)+laxJla(A-x+x)=

=laA. Como este ultimo pertenece a OX y V(A-x)+ V'x J '« A, entonces

V(A-x) + V'x E OX, conc luyeudo se que 0 (X-x) + Ox es menos fino que OX.

iv) s, X -,«. X-x. E y, por c) O(X-x). E. Como por d) Ox. E, entonces

usando a) se deduce que O(X-x) + 0 x , E. Este hecho un ido a iii) permite concluir

que 0 X. E

v ) Sean :I1>.,.lR y X.xE. Probemosque :IX;::::(:I-A)X+AX. Sea

ME(:I-A)X+AX; entonces MJ(F-A)A+AB, con A,BEXy FE:I. Si

A'ooAnB, te ne mos MJ(F-A)A'+AA'. Pero ea muy fac tl demoetrar que

PA'+aA'J(p+a)A', con PClR y A'CE;luego MJ[(F-A)+A] A' =
FA'E:IX.

vi) N ue v arne nte, sean :I J, A lR Y X. x E. Como :I -A J, 1R, entonces :I-A;::::.O

y se ti en e (:I':"A) X;:::: 0 X, 10 cu al junto con iv) implica (:I_ A) X. E. Por ii l ,

A X 1AxE, luego (:I-A) X + A X 1AxE por la corit inuidad de la ad ic ion probada

en t). Si a e ste ultimo re sul tado un imos v), podemos concluir :IX 1 AxE, probando-

se asi la continuidad de la apl ic ac ion 1R x E ~ E con 10 cua] queda completa.

la demo stracion .
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