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Introduccion. Al tratar de extender el concepto de diferenciabilidad a los espa-
cios vectoriales topologicos no normados, se ha comprobado que no existen en gene-
ral topologias convenientes sobre los espacios de funciones involucrados. A. Bastia-
ni [1] y H. H. Keller [3] han logrado obviar este problema, demostrando la existen-
cia de seudotopologias que poseen las propiedades deseadas. Es de importancia en
esta teoria un teorema que caracterice las seudotopologias compatibles con la estruc-
tura de espacio vectorial preexistente; en este trabajo se da una demostracion ele-
mental de un teorema propuesto por Frolicher [2] en este sentido .

Antes de enunciar y demostrar el teorema, se dan algunas definiciones y resulta-
dos que facilitan su lectura y comprension.

Un conjunto E se dota de una seudotopologia, cuando se asigna a cada punto x
de E un conjunto de filtros sobre E , llamados filtros convergentes a x, de tal ma-
nera que :

1. Si un filtro converge a x, todo filtro mds fino que €l también converge a x .

2! Si dos filtros convergen a x, su mdxima cota inferior también converge a x.
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3. El filtro [x] de las partes de E que contienen a x, converge a x .

Si el filtro X converge a x en el espacio seudotopologico E, escribiremos
A - E .

Una aplicacion / de un espacio seudotopologico E; en otro E, se llamara
continua en el punto x de E; si, para todo filtro X de E; ., convergente a x se

tiene que f(X) vf(x)EZ , donde f(X) es el filiro sobre E, generado por

{ f(A) ] Ae X }.Si f es continua en todo punto x de E; diremos que f es conti-
nua en El .
Sea E un espacio seudotopologico tal que su conjunto subyacente sea un espa-

cio vectorial real. Si las aplicaciones

+ .
E x E > E R x E > E

(x,y) 5> X+ Yy (A, x) > Ax

son continuas, se dice que E es un espacio vectorial seudotopologico. En este ca-
so, en vez de X Lo E , escribiremos simplemente Xv E.Si E esun espacio
vectorial, una seudotopologia sobre E se dird compatible, si hace continuas las
dos aplicaciones + y -

Observaciones . Designando por O el filtro de vecindades de cero en R, re-
presentaremos por ,GXI + 512 (resp., 9(1-5’12) a la imagen de fXI + sz por la apli-
cacion + (resp., g ExE - E , dada por gix,y) = x=y). AnéIOgamenlc,
AT, 0X y Ulx] significaran las imagenes por - de los filtros [A] x X,
Ox XYy Ox [ , respectivamente .

Scan a€eE y AelR-{0} ;si T,E » E y by:E » E sonlatransla -
cion T, (x) = x+ a y la homotecia hy(x) = Ax, escribiremos X+a,X-a y
AX envezde Ta(fx) e Lot )y b)\(f[) , respectivamente. Es facil probar que
X:ia=A+[al, A X=[A1X y Ox=0C[x], donde Ux es el filtro imagen de
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0 por la aplicacion ¢t >tx"de R en E.

De la continuidad de +, . y g se deduce que las translaciones y las homote -
cias son homeomorfismos ; en consecuencia, X laE <=>X-ai.E o,lo que es
equivalente, X JE <=> X + a ', E . para cualquier filtro X . Esto significa que
la seudotopologia queda completamente determinada dando los filtros convergentes
a cero. Surge entonces el siguiente resultado :

TEOREMA . Sea E un espacio vectorial real ; una seudotopologia sobre E es

compatible si, y solo si, sus filtros convergentes a cero, verifican las propiedades
siguientes :

a) Si fleo E y izi E, entonces (GX1+%2¢ E.,

b) Si XvE y AeIR , entonces A Xy E.

c) Si XVE, entonces U4 E .

d) Si xe E, entonces Oxi E .

Demostracion. De las observaciones anteriores se deduce facilmente la necesi-
dad de las condiciones ; veamos entonces su suficiencia. La iltima de las observa-
ciones sugiere que se tome como definicion X B <m3 X=al E, para cualquier
a en E ; probemos que en esta forma se obtiene una seudotopologia compatible :

i) Si ?XI LXIE y %2 ixZE , entonces fX]-xI y frz-xz convergen a cero en
E ; por a), (fxl—xl)+ (iz—xz) = (il + %2)—(x1 + x2)¢ E luego SXI + i2$x1+x§
lo cual prueba la continuidad de la adicion .

ii) Si f’X¢xE , entonces X=x, E y, por b)), AX=x) = AX-Xx1 E, osea
que A X Yy xE

iii) Si X + E ,veamos que el filroO X es mas fino que el filtro 0X-x+0x :
cualquier elemento de este ltimo filtro contiene otro de la forma V(A-x)+ V’'x con

AeX y V,v* e 0. Pero VDIg y V'DI, paraconvenientes &,y ¢ R, donde

14
Ie={xeR| |x|< e} ; luego V(A-x) + V'x)la(A—x)+lyx. Si o= min{d,y},
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entonces I5(A-x) + Iyx O Iy (A=x) + Iyx . Es de rutina demostrar que
Iy(X+Y)CIyX+1,Y, para X,YCA, lo cual implica Iy (A-x)+ 1y x D1y (A +x)=
=1,4 . Como este dltimo pertenece a CX y V(A=x)+V'x D I, A, entonces
VA=x) + V'x ¢ OX, concluyéndose que O (X=x) + Ox es menos fino que O .

iv) Si X ‘CE X-xs E y, por c) O(X=x)*E. Como por d) Ox 4 E, entonces
usando a) se deduce que O(X=x)+ O xy E. Este hecho unido a iii) permite concluir
que OXvE.

v) Sean F/AIR y X \E. Probemos que g %2(3-)\) A+A X . Sea
Me(T-AN) X+ AX: entonces M D (F-A) A+ AB, con A,BeX y FeJ . Si
A'= AN B, tenemos MO (F=A) A’ + AA’. Pero es muy facil demostrar que
PA*+ 0 A" D(P+d) A, con PCIR y A" CE ;luego MD[(F-A)+A] A’ =
FA'eJX.

vi) Nuevamente, sean J* AR 'y X ‘CE. Como J=AUIR, entonces j')\ZO
y se tiene (T2 X > O, lo cual junto con iv) implica TN X+ E. Por ii),

A X b luego (TN A+ 2 X *xaB, por la continuidad de la adicion probada
en i). Si a este altimo resultado unimos v), podemos concluir X ‘AxE> probando-

se asi la continuidad de la aplicacion R x E — E con lo cual queda completa

la demostracion .
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