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IDEALES DE RIESZ EN ESPACIOS LOCALMENTE K-CONVEXOS

por
Klaus MADLENER
Dedicado a mi profesor,el Dr. Henri Yerly

Fn los dltimos aiios el anélisis funcional en espacios vectoriales no necesaria-
mente sobre los reales o 'os complejos ha motivado numerosos estudios. Investiga-
remos aqui qué resultados pueden trasladarse al caso en el cual el cuerpo de base
sea un cuerpo no arquimedeanamente (n.a.) valuado; p.e., el cuerpo de los nimeros
p-adicos con la valuacién usual. En esta nota trataremos algunos temas de la teo-
ria de operadores en espacios localmente K- convexos; en especial sobre operado-
res que satisfagan la teoria de Riesz, y tengan, por lo tanto, propicdades similares
a los operadores compactos usuales.

Los operadores compactos fucron estudiados en el caso n.a. por Serre [117
Fllis [31, van Tiel [131y Gruson [51. Se demostré que estos operadores satisfa-
cen la teoria de Riesz, pero su existencia exigia que el cuerpo fuese localmente
compacto, lo cual es, como se sabe por la teoria de los cuerpos valuados, demasia-
do restrictivo.

Gruson introdajo en 5] una clase de operadores “‘compactos’’ més general, que
cumple la teoria de Riesz, incluye los operadores compactos y, en caso de que el
cuerpo sea localmente compacto, coincide con €stos. Fn esta nota investigaremos

la existencia de otros ideales de Riesz y, sobre todo, la caracterizacion del



del ideal de Riesz maxima!.En 1 introduciremos las nociones y notaciones nece-
sarias y daremos, sin demostracion, algunos resultados que supondremos conoci -
dos. En 2 daremos dos ejemplos que muestran la diferencia entre el caso complejo
y el n.a. y que ponen de manifiesto la necesidad de utilizar métodos diferentes a
los del caso complejo. En 3 introduciremos los operadores estrictamente singula -
res, en analogia con Kato, y demostraremos una caracterizacion de éstos con cuya
ayuda podemos dar una caracterizacion del ideal de Riesz maximal . Final -
mente, en 4 trataremos varias generalizaciones de los operadores estrictamente sin-
gulares al caso de espacios localmente K-convexos. Con ayuda de éstos podre -
mos dar una nueva caracterizacion de los operadores precompactos y mostraremos
ademas que, bajo ciertas circunstancias, son éstos los operadores de Riesz que

contienen a los operadores precompactos.

1. Notaciones. Resultados generales.

Fn todo el trabajo K sera un cuerpo n.a. valuado, completo, con valuacion no

trivial y § designara su anillo de valuacion; esto es, R = {oeK:|a|<I},

Supondremos familiarizado al lector con los resultados sobre espacios n.a. norma-
dos y espacios localmente K-convexos (l.c.) de Monna [7],van Tiel [2] y van der
Put [91. En particular, con el hecho de que todo espacio n.a. normado de tipo
enumerable (es decir, que contienc un subespacio denso de dimension enumerable),
posee una base @-ortogonal (esto es, existe un subconjunto enumerable {xn} tal
que todo elemento x del espacio puede representarse de manera inica como x =

| < mdx || dx, ||,0<|a| <I). Un

1 4 N l|
EOCnxn donde ,@]max\{OLnanSl,x
espacio vectorial topologico separado E sobre K se llamaré l.c. si en E exis-

te una base de vecindades de cero formada por médulos sobre R. En este caso la
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topologia de E puede definirse mediante una familia de seminormas n.a.continuas
[’ (E). Supondremos ademas que esta familia ['(E) es saturada en el sentido usual.
El siguiente concepto de precompacidad fue introducido por Grason [ 5] .
1.1, DEFINICION. Sea E un espacio l.c. sobre K. Un subconjunto § C E
se llamara precompacto, si para toda vecindad de cero V C E existe un R-médulo
Fy de tipo finito tal que SCFy+ V. Si § es precompacto y completo S se di-

ce com paCIO.

1.2, Observaciones. a) Si K es localmente compacto, la nocion de precom -
pacidad usual coincide con la nuestra.

b) (Gruson [51) S CE es precompacto sii toda sucesion en S es precompacta.

c) Un subconjunto S CE no es precompacto sii existe una vecindad de cero
V CE, tal que para algin Oe¢ K, con 0<| 0| <1, existe una sucesion (x,) ,

lr
x, €S8, que cumple xn+1¢ o .215}{,;1.+V°

d) Todo conjunto precompacto es acotado.
e) La imagen lineal continua de un conjunto precompacto es precompacta.

f) La suma finita de conjuntos precompactos es precompacta.

1.3. Ejemplos. Sea E un espacio n.a. normado sobre K.

a) Toda sucesion convergente es precompacta.
b) Si SCE es precompacto entonces <S> (el espacio lineal generado por S)
es de tipo enumerable. (Vale también si E es ultramétrico).

¢) Toda familia 0. - ortogonal no finita (esto es, para la cual existe un 0 € K,

0<|a|< 1, tal que || 20 x;||> |0 mdx|| ®; x; || , en caso de que la serie
) n
converja, con inf|| x;|| = ¢ > 0), no es precompacta, pues [%,4 1 —i§1 x| >

‘a’_||xn+1”>€ 4



d) Si E es de dimension finita se tiene que E; = {xe E: ||x||< 1} espre-
compacto y todo subconjunto acotado de E es precompacto.
En la teoria clasica de los operadores compactos se utiliza a menudo el si-

guiente lema, que, como veremos,es también valido en el caso n.a. .

1.4, Andlogo del lema de Riesz .

Sean E un espacio l.c. sobre K y FC E, F#E, un subespacio cerrado
de E.Si U es un R-mddulo acotado y absorbente de E, se tiene que 06U ¢ F+

U para todo 6 e K con |O|> 1.

Demostracion : Supongamos que & U C F + U . Se tiene entonces que para
-1 -1 -1
nelN, 8"U =8""(8U)C8" (F+U)CF+8 UC...CF+U, estoes,
S"UC F+uU, para todo ne N. Como F es cerradoy U acotado, se sigue

que UC F . Estono es posible ya que U es absorbente y F # E.

1.5. TEOREMA. Un espacio vectorial topologico separado E sobre K es
de dimension finita sii existe una vecindad de cero en E que es un R-mdulo pre-
compacto.

Demostracion : Demostraremos sélo una direccion; la otra es 3. d. . Claro esta
que E es n.a. normado, ya que tiene una vecindad de cero convexa y acotada. Su-
pongamos que E sea de dimension infinita y sea U la vecindad precompacta.Co-

mo U es un R -médulo acotado y absorbente podemos utilizar 1.4, Sea ¢ K

Iy

con 0 <[ 0|<1I:conayuda de 1.4 construimos una sucesion (x,) con x e
;=1 s
pero x, . 7¢O lélfﬂxi + U . La sucesion (x,) no es precompacta, lo cual con-

tradice el hecho de que @ U es precompacto.

1.6. Notaciones. Sean E,F espacios l.c. sobre K. Si T es un operador li-

neal de E en F denotaremos por R(T) al rango y por N(T) al nicleo de T



Con ®(T) resp. B(T) denotaremos la dimensién de N(T) resp. la codimension
de R(T) en caso de que sean finitas. L(E,F) es el espacio de todas las aplica-
ciones lineales continuas de E en F y B(E,F) el subespacio de L(E,F) for-
mado por los operadores acotados, esto es, para los cuales existe una vecindad
de cero en E tal que la imagen de ésta es acotada en F. Finalmente, F(E,F)es
el espacio de los operadores lineales continuos cuyo rango es de dimension fini-

ta.
1.7. DEFINICION. Sean E,F como en 1.6 y T ¢ L(E,F).

a) T se llamara relativamente regular, si
i) T es abierta, esto es, transforma abiertos en abiertos.
ii) N(T) posee un complemento topologico en E .

iii) R(T) posee un complemento topolégico en F.

b) T es un operador de Fredholm, si T es relativamente regulary o(7T) vy
B(T) son ambos finitos. Fn este caso se define ind(T) = a(T) - B(T) el indice
de T. Con I (E,F) se denota al conjunto de todos los operadores de Fredholm
de E en F y S(E)serda el semigrupo de los endomorfismos de Fredholm en E.

c) Sea E = F. Decimos que T es unoperador de Riesz, si

i) I-aT es un operador de Fredholm para todo ¢ K .

ii) I- 0T cumple para todo @ ¢ K las condiciones de cadena; esto es,
existen enteros p(®) y ¢(®) tales que N((I-QT) 2y = N((1-aT)?* h Y
Re(1-am)?=R((1-aD)" " ).

iii) Los valores propios de T forman un conjunto finito o una sucesion
convergente hacia 0.

1.8. Observaciones. Como en el caso complejo, [ 4],se pieden demostrar las

siguientes propiedades :
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a) T e L(E,F) es un operador de Fredholm sii existen operadores L,R € L(F,E)
tales que LT =1Ig-F; y TR =1Ip-F) con Fje F(E) y Fye F(F), en donde
'e v I sonlas aplicaciones idénticas de E y F, respectivamente. En parti -
cular, se tiene que T € L(E) es un operador de Fredholm sii T es invertible en

L(E) /F(E) .

b) Si E*'=0 se obtiene que T ¢ L(E) es un operador de Fredholm sii T es

invertible en L(E) .

Nota : En contraste con el caso arquimedeano (R o € ) en el caso n.a. pue-
de ocurrir que E’= 0 aunque se trate de un espacio l.c., ya que el teorema de
Hahn-Banach es valido solamente cuando el cuerpo K es esféricamente completo
(e.c.); esto es, cuando toda familia decreciente de esferas tenga una interseccion
no vacia (ver,p.e.,[7]) . Por lo general, no haremos esta suposicion sobre K.

c) Si E’ y F' son totales, p.e., cuando K es e.c., se tiene que T ¢ L(E,F)
es un operador de Fredbolm sii T es abierto, 0.(T) y B(T) son finitosy R(T)
es cerrado.

d) Si E y. F son espacios ultramétricos completos con duales totales, p.e.,
si E y F son espacios de Banach n.a. sobre un cuerpo e.c., se obtiene que
T ¢ L(E,F) es un operador de Fredholm sii T) y [B(T) son finitos. (Depende
de un lema de Kato bien conocido que también vale en nuestro caso).

e) Si TeF(E,F), se tiene que 1- T ¢ 2(E,F) e ind(1-T) = 0, para todo

isomorfismo topoldgico de E sobre F.

1.9. DEFINICION . Sea E un espacio l.c. sobre K y ] un ideal en L(E).
a) J] esun X-ideal si I-Te¢X (E) paratodo Te].

b) J esun X -ideal si ] esun S-ideal e ind(I-T) = 0 paratodo Te].
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c) J esun ideal de Riesz, si ] eontiene solamente operadores de Riesz.

1.10, Observacion . Sean L = L(E) /F(E) y b la aplicacién canénica de
L(E) sobre L. Entonces existe exactamente un X -ideal maximal en L(E) y és-
te es igual a b'l(]') en donde ;j es el radical de Jacobson de L . Esta caracte-
rizacion depende de las propiedades del radical de Jacobson y de 1.8.a.En la ma-
yoria de los casos, cuando el cuerpo es € , se puede demostrar que este ideal es
también el ideal de Riesz maximal. En el caso n.a. este problema no ha podido ser
resuelto por completo. En el siguiente nimero daremos unos ejemplos para mostrar
que las demostraciones del c1s0 complejo no pueden ser usadas en el caso n.a.Un
ideal de Riesz siempre existe, ya que F(E) es un ideal de Riesz que bien puede

ser trivial (cuando E’= 0).

2. Ejemplos. >

2.1. Sea E un espacio de Banach n.a. sobre K. Un operador T ¢ L(E) se
dice cuasicompacto si T ¢ L(E)/F(E) es cuasinilpotente ; esto es, cuando
lim n\/ I '1—'-"[[ = 0. Para espacios de Banach complejos se tiene el siguiente teo-
rema :

T ¢ L(E) es un operador de Riesz sii T es cuasicompacto.

En el caso n.a. vale solamente una direccién : Si T es cuasicompacto, T es
un operador de Riesz (ver, p.e., [51). El reciproco es por lo general falso como
lo muestra el siguiente ejemplo : Sea K una extension infinita n.a. valuada del
cuerpo K (existe siempre, en oposicion al caso complejo) y sea o ¢ K-K. El
operador I definido por (2 1)x = dx es un operador de Riesz definido sobre

K yaque o(al) = ¢, pero, claro esta, no es cuasicompacto.

2.2, Un lema importante para la caracterizacion del ideal de Riesz maximal en
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el caso complejo, que vale aiin para espacios p-normados, es el siguiente :

Si T-ol es un operador de Fredholm para todo 0 # 0 ¢ K, T es un operador

de Riesz. En particular, se tiene que ind(T-0I) = 0 para todo 0 # A e K .

En el caso no arquimedeano el lema es por lo general falso : Sea E = ¢, (K) el
espacio de Banach n.a. de las sucesiones convergentes a cero con la norma usual.
El operador T (( @,)) = (& _ ;) tiene las siguientes propiedades : o (T)= {BeK:
|B|<11}. Como ||[T||=1, setiene que para |B|> 1, T-BI es inverti-
ble (serie de Neumann), en particular, ind (T-B1) = 0: Sea |B| = 1. Claro esta,
basta con mostrar que R(T-B1) = E : Sea (8,) € E . Definiendo 06n=—Bn-1i;§n
B—Zﬁi , lenemos que | Otn| < i”;d: |6;] ; por lo tanto, (0 )e E vy claro estd
(T-gD(a ) = (3n) . Oblenemo_s, por consiguiente, que T-BI es también inver-

tible para |B|=1. Para |8| <1 setiene que N(T-B1I) = <_(Bn)> y R(T-BI)

= E ; por lo tanto, ind(T-BI) =1 para |B]|< 1.

Este ejemplo muestra que, aparentemente existen, en el caso n.a., mas opera-
dores de Fredholm que en el caso arquimedeano. Por otra parte, muestra también
que, en el caso n.a. el radio de Riesz, inf{r>0:T-0l¢e2(E), ind(T-01)=0
y T-oI cumple las condiciones de cadena para todo |a]>r}, no coincide, en
general, con el radio de Fredholm, inf{r>0:T- 01l X (E) paratodo @ ¢ K
con | O] >r i, ya que en nuestro ejemplo el primero es 1 y el segundo es 0.
Para caracterizar el ideal de Riesz maximal tenemos en nuestro caso,por lo tanto,

que desarrollar métodos diferentes a los clasicos.

3. Operadores precompactos y estrictamente singulares en espacios n.a. nor-
mados.

3.1, DEFINICION. Sean E,F espacios n.a. normados sobre K y T e L(E,F).
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a) T es precompacto, si T(E;) es precompacto en F con Ej={xeE:||x||<I}

b) T es estrictamente singular , si ninguna restriccion de T a un sub-espacio
de dimension infinita en E tiene un inverso continuo.

c) T es compacto, si T(E;) es relativamente compacto en F.

d) T es débilmente compacto, si T(E;) es débilmente relativamente compac -

to, claro esta, solamente en caso de que exista una topologia débil separada en F.

Con P(E,F) (resp., S(E,F) ; resp., C(E,F); resp., DC(E,F) ) designamos el espa-
cio de los operadores precompactos (resp., estrictamente-singulares; resp.,compac-

tos; resp., débilmente compactos de E en F).

3.2, Observaciones.

a) Se tiene siempre F(E,F)C C(E,F) C P(E,F) C(DC(E,F)) y F(E,F)CS(E,F).
b) P(E,F) y S(E,F) son subespacios cerrados de L(E,F) con la norma usual.
c) Si F es completo se tiene que C(E,F) = P(E,F) .

d) Si K es e.c., se sabe que los R -médulos compactos coinciden para todas
las topologias admisibles. Tenemos, por lo tanto, en este caso, si F es comple-

to, que C(E,F) = P(E,F) = DC(E,F) . Mas adelante daremos una demostracion di-

ferente de este hecho.

E] siguiente lema fue demostrado en casos particulares por Serre en [ 111y por

Gruson en [ 5] . Con su ayuda podremos caracterizar el ideal de Riesz maximal.
3.3, LEMA. Sean E,F espacios n.a. normados sobre K. Se tiene entonces
F(E,F) = S(E,F) = P(E,F)

Demostracion : Como F(E,F)C S(E,F) y S(E,F) es cerrado en L(E,F), te-
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nemos que F(E,F) C S(E,F). Supongamos que T no sea precompacto. Demos -
traremos que 7T tiene un inverso continuo en un subespacio de dimensién infinita
de E. Como T(E;) no es precompacto podemos, por 1.2.b., suponer que existe

un subespacio de tipo enumerable G C F tal que T(E;)N G no sea precompac-
to. Sin pérdida de generalidad, podemos pues suponer que F es un espacio de ti-
po enumerable. Sea F; la esfera unidad de F. Como T(E;) no es precompac-
to, existeun €e K, con 0<|e| <1, tal que T(E;) € H+€F;, para todo

R modulo de tipo finito HC F. Sea de K con |€]| <|a| < I. Escojamos una

sucesio T E
ucesion ( xn).anFl, con

N L
.1 ,
o X R(Tx.) +¢e Fy,
o Txn+1 f l=1 1 1
| -1
en donde @ Tx e @ T(E;) NH, y H, esun complemento ®-ortogonal de
el i n n
<Tx;:i=1,...,n> en R(T). Fsto es posible ya que R(T) es de tipo enume-

rable, y posee, por consiguiente, una base - ortogonal . Como R(T) no puede
ser de dimension finita, tenemos que la sucesion (Tx,) es una sucesion infinita.
Poniendo M = < x;:i e N> se ve, utilizando las propiedades de Tx;, que

T |y tiene un inverso continuo. Hemos demostrado asi que S(E,F) C P(E,F) .

Demostremos ahora que P(E,F) C F(E,F). Sea T(E;) precompacto y sea

€ una sucesion convergente a 0 en K. Existe entonces una sucesion de $§ -

n

modulos de tipo finito G,CR(T), 6,CG,, 1, con T(E) CG,+¢€,F;.
Sea H, =<G,>, Como R(T) es de tipo enumerable y los H, son subespacios
finitos de R(T), existen proyecciones P, de R(T) sobre H,  con ||Pn|[_<_[06.1},
donde 0eK, 0<|a|<1. Tenemos entonces que (T-P T)(Ej) C OL_IEn Fyi
como P T € F(E,F) obtenemos T ¢ F(E,F) y, por lo tanto, F(E,F) = S(E,F) =

P(E,F) .
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3.4. Observaciones.

a) Como se puede deducir de la demostracion de 3.3., en caso de que E y F
sean espacios de Banach n.a., vale lo siguiente : o bien T es un operador pre -
compacto o bien existe un subespacio cerrado de tipo enumerable M de dimension

infinita en E, tal que la restriccion de T a M tenga un inverso continuo.

b) Si E’ =0, se tiene que no existen operadores precompactos o estrictamen

te singulares, diferentes de cero, de E en F.

c) Existen espacios de Banach n.a. de dimensién infinita, para los cuales

P(E,F) = L(E,F) .

d) Si T es precompacto o estrictamente singular, también lo es su operador
coniugado T°.

e) Se sabe que en el caso complejo la propiedad de aproximacion (p.a.) para es-
pacios l.c. es equivalente a la propiedad F(E,F) = C(E,F) para espacios de Ba-
nach E y F . Como ahora se sabe, del contraejemplo de Per Enflo aparece en
nuestro caso una diferencia fundamental con el caso clasico. En el caso n.a. deci-
mos que un espacio l.c. E sobre K posee la propiedad de aproximacion si la apli-
cacion idéntica se deja aproximar uniformemente en conjuntos precompactos por operadores
de F(E). Claro esta que esta propiedad tiene solamente sentido si tenemos suficientes
operadores en F(E) ; estoes, si E’ estotal. Supondremos, por lo tan-
to que K es e.c. . Por analogia con el caso complejo, basta demostrar la pro-
piedad de aproximacion para espacios de Banach n.a. . Sea, pues, E untal espa-
cio y sea A un Subconjumo precompacto de E. Entonces <A> esun espacio de de tipo
enumerable y posee, por lo tanto, una base ¢ -ortogonal (x”) . Sea £eK;

m
como A es precompacto, existe un R -modulo de tipo finito iglm Y; o vi€A

m
tal que AC Zl?ﬁyi + EFp . Sea xe <A> ; entonces se tiene que
l:
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n

oC
x =3 d.x.. Sea P, la proyeccion de <A> definida por Cosksd 2 Ux, cla-
= 1': 1

i=1 '? o

.sta, P liener: ini S Swos ane, .= 3 @
ro esta, P tienerango finito. Como Yj€ A, tenemos que Yj i%I a; x; para
i=1 Si escogemos s \ )i s M P
j=1,..., m. Siescogemos n e IN de modo que P, Yj- Y€ EE;, para n>n,,

obtenemos que P x-xe €E;, paratodo xeA y n>n . Como todo espacio
de dimension finita sobre un cuerpo e.c. es e.c., el rango de P, posee la propie-
<5 N vz . «
dad de extension. Existe, por lo tanto, una extension continua P de P defi-
nida en todo E con el mismo rango que P, . Para P se tiene entonces Px -
o
xe €E;, para todo xe A. Para mayores detalles y otras consecuencias ver [21,
e) Si E es un espacio de Banach n.a., entonces P(E) es un ideal de Riesz.
El siguiente corolario muestra otra diferencia con el caso complejo; en espe -

cial, para espacios reflexivos.

3.5. COROLARIO. Si E,F son espacios de Banach n.a. sobre un cuerpo e.c.
K, se tiene que C(E,F) = P(E,F) = DC(E,F) .

Demostracion : Por 3.2.c. basta mostrar la segunda igualdad. Supongamos que
T € DC(E,F) y que existe un subespacio cerrado M sobre el cual T tiene una
inverso continuo. Como la restriccion de T a M es un isomorfismo topologico,la
esfera unidad de M es débilmente compacta; por lo tanto, M es reflexivo. Pero
en el caso n.a., los espacios reflexivos sobre cuerpos e.c. son los de dimension
finita. Ol)tCller;lns, en consecuencia, que T es estrictamente singular o precom-
pacto por 3.3.

En los siguientes dos teoremas damos una caracterizacion del ideal de Riesz
maximal.

3.6, TEOREMA . Sea E un espacio de Banach n.a. topoldgicamente isomorfo
a un espacio esféricamente completo sobre K. Entonces el ideal P(E) de los

operadores precompactos es el 3 -ideal maximal. En particular, P(E) es el ideal
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de Riesz maximal y el dlgebra L(E)/P(E) es semisimple.

Demostracion : Supongamos que | sea un X-ideal en L(E) y que exista un
Te] con Tg¢P(E). De 3.4.a. se sigue que existe un subespacio cerrado de di-
mensién infinita G CE, en el cual T induce un isomorfismo topologico. T es-
ta definido y es continuo para un subespacio cerrado de dimension infinita H de E.
Como E es isomorfo a un espacio e.c., existe una extension continua T ¢ L(E) de
T Jutal que T|H = 71, Pero J esun ideal en L(E), de donde se sigue que
TT o TT esta contenido en J, lo cual no es posible, ya que N(I-TT) es de di-
mension infinita.

Las otras propiedades siguen de 3.4.e. y de 1.10, ya que en 1.10 F(E) puede
ser reemplazado por F(E) en caso de que E sea un espacio de Banach n.a.

3.7. TEOREMA. Sea E un espacio de Banach n.a. que admite una base. En-
tonces P(E) es el X -ideal maximal. En particular, P(E) es el ideal de Riesz ma-
ximal y el dlgebra L(E) /P(E) es semisimple .

Demostracion : La demostracion es analoga a la de 3.6. Envez de utilizar la
propiedad de extension se utiliza aqui que todo subespacio de tipo enumerable

H de un espacio de Banach n.a. que admite una base, es continuamente proyecta-

do, esto es, existe una proyeccion continua P e L(E,H) . Poniendo T=T71p se

continua como en la demostracion de 3.6 .

3.8. Observaciones.
a) Existen espacios de Banach n.a. e.c. que no admiten una base [7]y al con-

trario.

b) Todo espacio de Banach n.a. sobre un cuerpo valuado discreto admite una

base ; podemos utilizar por lo tanto 3.7.
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c) Nétese que en 3.6 no es necesario que K sea e.c..Si K es esféricamen-

te completo tenemos que E’ también lo es y utilizando 3.6 obtenemos :
Si E es un espacio de Banach n.a. sobre un cuerpo e.c. K, entonces P(E’)
es el X -ideal maximaly, por lo tanto, también el ideal de Riesz maximal de L(E’),
Este dltimo hecho nos lleva a formular la siguiente conjetura que ain no ha po-
dido demostrar el autor :

Si E es un espacio de Banach n.a. sobre un cuerpo e.c., se tiene que P(E) es
el X -ideal maximal vy, por lo tanto, también es el ideal de Riesz maximal de L(E);

y, en consecuencia, L(E)/P(E) es semisimple.

4. Operadores precompactos y estrictamente singulares en espacios l.c.

Sean E,F espacios l.c. sobre K. Sean I'(E) (resp., I'(F)) familias de semi-
normas n.a. continuas saturadas que definen la topologia de E (resp., F) .

4.1. DEFINICION . Sea T ¢ L(E,F)

a) T es precompacto (compacto), si existe una vecindad de cero V en E pa-
ra la cual T(V) es precompacto (relativamente compacto) en F .

El espacio de los operadores precompactos (compactos) de E en F sera de-
notado con” P(E,F) (C(E,F) ) .

b) T es completamente continuo, si la imagen por T de todo conjunto acota-
do en E es precompacta en F .

El espacio de los operadores completamente continuos sera denotado CC(E,F).

c) T tiene la propiedad S1, si existe una vecindad de cero V en E, tal

que para todo subespacio de dimension infinita M C E existe un subespacio de

dimension infinita N CM, tal que T(VN N) sea precompacto en F .

168



d) T tiene la propiedad S2, si para todo subespacio de dimension infinita MCE
existe una vecindad de cero W en E y un subespacio de dimension infinita

NCM, tal que T(WN N) sea precompacto en F .

e) T tiene la propiedad S3, si para todo subespacio de dimension infinita

M CE, larestriccionde T a M no tiene un inverso continuo.

Con S$i(E,F) designamos el conjunto de los operadores acotados de E en F
con la propiedad §i, para i =123,

4.2. Observaciones .

a) Si T e P(E,F), entonces T es acotado y tiene cada una de las propieda-
des Si. Ademas, siempre se tiene F(E,F) C C(E,F) C P(E,F) C CC(E,F) .

Si F es cuasicompleto, esto es, si todo conjunto acotado y cerrado es comple-
to, se tiene que C(E,F) = P(E,F). En general, P(E,F) # CC(E,F) (11,

b) Para espacios E,F cualesquiera se tiene siempre

P(E,F) C SI(E,F) C S2(E,F) C $3{E,F) C B(E,F) C L(E,F)

c) Los Si(E,F) son subespacios lineales de L(E,F) .

d) Sean E,F,G espacios l.c. sobre K, Ae L(E,F) y Be L(G,E) ;entonces si
A o B tienen la propiedad §i, entonces también la tiene AB .

En particular, se tiene que los Si#(E) son ideales en L(E).

) (Gruson [51), Todo operador compacto es un operador de Riesz. Los operado-
res compactos forman, por lo tanto, un ideal de Riesz en caso de que C(E) sea
un ideal .

/) Se tiene que CC(E,F) N B(E,F) C S3(E,F): Sea Te CC(E,F) N B(E,F)y

sea V una vecindad de cero tal que T(V) sea acotado en F. Si T tiene un in-
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verso continuo en un subespacio G CE , obtenemos que V N G es una vecindad
de cero precompacta, lo cual implica, por 1.5, que G es de dimension finita. Se si-
gue que T e S3(EF).

Si K es esféricamente completo tenemos que F(E,F) = CC(E,F), en donde la
clausura se toma con respecto a la topologia de la convergencia uniforme en conjun-
tos acotados. Esta propiedad se deduce inmediatamente de la propiedad de aproxi-

macion, que es valida en nuestro caso (3.4.¢) .

4.3. LEMA. Sea E un espacio n.a. normado sobre K y F un espacio l.c.so-

bre K. Se tiene entonces P(E,F) = SI(E,F)= S2(E,F) = S3(E,F) = CC(E,F) .

Demostracion : Claro esta que P(E,F) = CC(E,F), Basla pues mostrar que si
T tiene S3, entonces T es precompacto. Supongamos que T ¢ B(E,F) no sea
precompacto; demostraremos que T tiene un inverso continuo en un subespacio

de dimension infinita de E . En efecto, como T no es precompacto, existe una

vecindad de cero W, en F, tal que T(EI) € H+ W, para todo R -modulo de

tipo finito H C F . Sin pérdida de generalidad, sea W={ ye F: q(y) < 1

con ge'(F)}. Como en la demostracion de 3.3, escogemos una sucesion (x, ),

x,€Ej, tal que para @ e K, con 0<|0)< 1, valga

_1 _1 n

( Ls g .
o Txn+l € a iélﬂ(TAl.) + W,

-1
en donde « Tx g¢€0 T(E)) NH, y H, esun complemento ®-ortogonal en

G de <Tx;:i=1I , n>, modulo N(g), con respecto a la seminorma ¢. He-

mos supuesto que G C F se ha escogido de manera que T(E ) N G no sea pre-
compacto y sea de tipo enumerable con respecto a g.  Tenemos entonces que
im
3 % f :
- i=21 % Tx;)>1, para O;€eR. En particular, ¢(Tx,)>|%]||x,]|

o
q(/X Txn+1

para ne N . Sea M = <x,fmnelN> entonces T |y tiene un inverso continuo ,
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n
ya que para x = iél O; x; setiene

q(T 2 0;x;) =q(20,;Tx;)> la{mdxq(@iTxi)Z ](12] mdx]](xixill > IOLZI IEZI

En la siguiente proposicion damos una caracterizacion de los operadores pre -

compactos andloga al caso complejo.

4.4, PROPOSICION. Sean E,F espacios l.c. sobre un cuerpo e.c. K. Las
siguientes propiedades de un operador acotado de E en F son equivalentes :

a) T es precompacto .

b) Existe una seminorma n.a., p e (E), tal que para todo €>0 y para toda

seminorma n.a., qe€ ' (F), existe un subespacio N de codimension finita en E,
tal que q(Tx) < € p(x), para todo x € N .
Demostracion : a) Escogemos peD (E) tal que V ={xeE:p(x) <1} sea

una vecindad de cero cuya imagen sea precompacta. Sean ge['(F) y €>0. Co-

mo T(V) es precompacto, existen x,e V,i=1,..., n, tales que, para cada x eV

existen ®;e R, i=1,..., n con
n
q'(Tx-i§1 @ Tx;) < |d|e y 0<|af<1I.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que los Tx; son linealmente independientes.
Por el teorema de Hahn-Banach-Ingleton existen funcionales continuos y; € F', 7=

i=
1,..., n, con las siguientes propiedades :

a(Tx) < |y} (Tx) | < | o

q(Tx;), y]f(Txl-) =0 para i¥j

-1
y ademas, [ylf(Tx)] < | @] ¢(Tx), paratodo xe E,i=1,..., n. Ponemos N =

1
y pa-

ra xe VIN setiene ¢(Tx)< €. Obtenemos, porlo tanto, para xe N, si

DO

{xeE:y!(Tx) =01 Claro esta que N tiene codimension finita en E
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p(x) #0, que q(Tx) < €p(x). Si p(x) =0 setiene que q(Tx) =0, lo que

demuestra la desigualdad para todo xe N .

b) Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que V ={ xe E: p(x) < 1 }
es la vecindad de cero cuya imagen es acotada en F . Pasando a E/N(p) con la
norma n.a., || || = p(x) , xe ¥, podemos suponer que E es normado. Tenemos
que mostrar que T(V) es precompacto. Sean 1>€>0 y g el (F). Por hipo-
tesis, existe un subespacio N de codimension finita en E tal que ¢(Tx) <€||«x||
para x e N. Tomando, si es preciso, N envezde N podemos suponer que N

es cerrado. Sea E = NaoM, endonde M es un complemento algebraico de N de

una base ortogonal de M. Sea N;

dimension finita y sea x, ..., x,
Ne <Xy, oo X1, X 10 eees Xy >, FEntonces N; esun subespacio cerrado de
E,para i=1,...,n. Podemos escoger, en consecuencia, x'l-e E’, con x;(x]-) =

n
517 y x;(x) =0, para xe N;. Se tiene entonces que Px =i§1 x/(x)x; es una
proyeccion continua de E sobre M alo largo de N; estoes,cada xe E se pue-

n
de representar en forma inica como x =y + _21 x/(x) x; con ye N. Se sigue que
l =

n
q(Tx) < mdx (g(Ty)", q('_El x(x)Tx;) ) < mdx(q(Ty), mdx | x}(x)| q(Tx;))
i= i

Y que
Hirsbl: w45 L U aomé EHEARIEAIPE

Si ponemos 7 = mdx (q(Tx;), [x]-H) y observamos que ¢(Ty) <€ |y|| obte-

nemos

*) q(Tx) < mdx (E[]x[‘,erlx;-(x)[,rlxj'(x)[).
Como V es acotado, existen y,eV,i=1 ..., m, tales que para veV exis
ten Oe R i=1,...,m con

m
’ € - . i o
Ixj(v—iéldiyi)lST—. s, para j=1,...,n.
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(La demostracion es andloga al caso complejo y depende solamente de que todo
n
conjunto acotado en K es precompacto). Si sustituimos en (*) x por

m
x=v=2 0.y. obtenemos
i=1 171

m
q(T(v—iZI A;¥;)) < mdx (e, ers, rs) <€

o sea que T(V) es precompacto .

Con ayuda de esta caracterizacion pueden darse caracterizaciones similares pa-

ra los operadores con la propiedad §i.

En lo que sigue demostramos que los operadores acotados con la propiedad Si

son operadores de Riesz .

4.5. Observacion. Sean E,F espacios l.c. sobre K. Si U es una vecindad
de cero convexa en E sea pU(x) :=dnf HOL[.‘ xe 0U } la seminorma n.a. conti-
nua definida por U . Entonces E(U) = E(py) = E/N(P;) es un espacio n.a.nor-
mado, si definimos ||x || = Py(x), para xeXTeE(U). Con by designamos el
homomorfismo canénico de E sobre E(U), claro esta, éste es continuo. Si
T € B(E,F) existe una vecindad de cero U en E , tal que T(U) es acotado en
F y U puede ser escogido como R -modulo. El operador T:E(U) » F definido
por Tz =Tx, para x¢e X € E(U), esta bien definido y es acotado. Se tiene fi-

nalmente que T =T by -

4.6, PROPOSICléN. Sea T ¢ B(E,F) acotado para la seminorma n.a., pel'(E).
Si T tiene la propiedad S1 entonces también la tiene T e L(E(p), F). En parti-
cular, T es precompacto y obtenemos con P(E,F) = SI(E,F) una nueva caracteri-
zacion de los operadores precompactos, esta vez sin andlogo complejo.

Demostracion : Si E(p) es de dimension [inita la conclusion es inmediata.Sea

por lo tanto M un subespacio de dimension infinita y sea {K"l.: iel} una ba-
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se algebraica de M. Ponemos M = <x;¢ x;€ E representante de X, >. Se tie-
ne que dim M = dim M y /Jp induce un isomorfismo algebraico de M sobre M .
Sea V={xeE : p(x) < 1} ; sinpérdida de generalidad podemos suponer que
V es la vecindad de cero que aparece en la definicion de los operadores con §1
(4.1.¢). Como T tiene la propiedad SI existe un subespacio N CM de dimensién
infinita tal que T(V N N) es precompacto en F. N = bp(N) es un subespaciode

dimension infinita de M y se tiene

T(bp(v NN)) = T(hp(w NN)=T(VNN).

De manera que T (h, (V)INN) es precompacto en F . Hemos demostrado que T

14

tiene la propiedad S1, ya que b, (V) es la esfera unidad de E(p) . Porel lema

»

4.3 obtenemos que T es precompacto y, por lo tanto, T = pr también es pre-

compacto.

4.7. LEMA. Sean E,F,G espacios l.c. sobre K, Se¢ B(E,F) y T e L(F,G) .

Si T tiene la propiedid S2 o S3 , TS es precompacto.

D emo stracion : Supongamos que S es acotado con respectoa pel'(E). Te-

nemos entonces -
b S T
14
E ——> E(p) —> F —— G
L 4

k)

TS tiene la propiedad 52 o $3 por4.2.d.Del lema 4.3 deducimos que TS es

precompacto; pero entonces TS = TShp también es precompacto.
4.8. COROLARIO. Si T € Si(E) entonces T? es precompacto.

Para la demostracion del siguiente teorema utilizamos el siguiente resultado de

Pietsch [ 81 que también vale en el caso n.a. :Si T"” , n> 0, es un operador de
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Riesz, también lo es T .

4.9. TEOREMA. Sea E un espacio l.c. cuasicompleto sobre K, entonces

S2(E) y S3(E) son ideales de Riesz .

Demostracion : Sea T e Si(E), i=23. T? es precompacto y, por lo tanto,com-
pacto por 4.2.a. De 4.2.¢ se sigue que pe: y por lo tanto también T, es un ope-

rador de Riesz .

4.10. Nota final. El teorema 9 puede ser generalizado utilizando ¢l método desa-
rrollado por Pietsch en [8] a espacios l.c. para los cuales toda sucesion de Cauchy
es convergente. Queda por resolver el problema de la caracterizacion de los espa-
cios para los cuales P(E,F) # S2(E,F) # S3(E,F) . Notese en esta direccion, que
si F es semireflexivo (todo conjunto acotado es prccompa('l()), entonces P(E,F)=
B(E,F) . Por otra parte, si E no es un espacio de Schwartz se tiene, por lo gene-

ral, que P(E,F) # B(E,F) , y si E es semireflexivo, S3(E,F) = B(E,F) .
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