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Fn los ultimos aiios el an al is is funcionaJ en e.spacios vectoriales no necesaria-

mente sobre los reales 0 los complejos ha motivado numerosos c studios. Investiga-

remos aqui que resultados pueden trasladarse al caso en el cual eJ cuerpo de base

sea un cuerpo no arquimedeanamente (n.a.) valuado; p.e ,; el cuerpo de los numeros

p-adicos con la va lu ac ion usual. En e st a nota trataremos algunos tern as de la teo-

ria de operadores en espacios localmente K - convexos; en especial sohre operado-

res que sat isfagan la teoria de Riesz, y tengan, por 10 tanto, nrop ie dades similares

a los operadores compactos usuales.

Los operadores compaetos fueron e stud iados en e l ca so n,u. por Serre [111 ,

Ellis [31, van Tiel [131 y Gruson [51 . s, demo stro que estos operadores satisfa-

cen la teoria de Riesz, pero s u existencia exigia que el cuerpo fuese localmente

cornpacto, 10 cual es, como se sabe por la t cori a de los cuerpos valuados, dem as ia-

do rcstrlct ivo,

Gruson in trodujo en r 51 una e lase de opcradore s .. compactos " mas general, que

cumple la teoria de Riesz, incluye los opcradore s compactos y, en caso de que el

cuerpo sea local mente compacto, coincide con e sto s. Fn e sta nota investigaremos

la existencia de otros ide ale s de Riesz y, sobre todo, la caracterizacion del
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del ideal de Riesz maxima~.En 1 introduciremos las nociones y notaciones nece-

sarias y daremos, sin de mostrac ion, a 19unos resultados que supondremos conoci -

do s, En 2 daremos dos ejemplos que mue stra n la d ife re ncia entre el caso complejo

y el n.a, y que ponen de man ifi es to la necesidad de utilizar mctodos diferente s a

los del caso complejo. En 3 introduciremos los operadores estrictamente singula-

res, en analogi a con Kato, y demostraremos una cara c terl z.ac ion de estos con cuya

ayuda podemos dar una c arac ter izac ion del ideal de Riesz maximal. Final-

mente, en 4 tra tare mos varias generalizaciones de los operadores estrictamente sin-

gulares al caso de e spac io s localmente K-convexos. Con ayuda de e stos podre-

mos dar una nueva c aracterf zac Ion de los operadores precompactos y mostraremos

ademas que, bajo c iertas c ircuns tanci as , son e sto s los operadores de Riesz que

cont.ie nen a los operadores precompactos.

1. Notaciones. Resultados generales.

En todo el trabajo K sera un cuerpo n.a, valuado, completo, con valuae ion no

trivial y 31 de s ignara su anillo de valuae ion : esto es, 31 = I a e K: I a I s 1 I.
Supondremos familiarizado at lector con los resultados sobre e spac ios n.a. norma-

dos y e spacios localmente K-convexos (I.c.) de Monna [71,van Tiel [2J y van der

Put [91 • En .particular, con el hecho de que todo c.spacio n.a. normado de tipo

enumerable (e s decir, que cont iene un subespacio denso de dimension enu merahle ),

posee una base a - ortogonal (esto es, existe un subconjunto enumerabl e Ixn I tal

que todo elemento x del espacio puede representarse de manera iinica como x ==

~ an xn donde i a I max II an xn II S [I x [I S max i I an xn II , 0 < t a I < 1). Un

espacio vectorial topologico separado E sobre K se lIamara I.c. si en E, exis-

te una base de vecindades de cero formada por modulos sobre 31 .• En este caso la
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topologia de E puede definirse mediante una familia de seminormas n.u.continuas

i (E). Supondremos ademas que esta rami! ia i(E) es saturada en el sentido usual.

EI siguiente concepto de precompacidad fue introducido por Cruson [5] •

1.1, DEFINICION. Sea E un espacio I.c. sobre K. Un subconjunto s c e
se llamara precompacto, si para toda vecindad de cero veE existe un ~-m6dulo

FV de tipo Iin ito tal que S C FV + V. Si S es pre compacto y completo S se di-

ce compacto.

1.2. Observaciones. a) Si K es localmente com pacto, la nocion de precom-

p acidad usual coincide con la nue s tr a,

b) (Cruson [51) seE es pre comp acto s ii toda s u ces idn en S es pre comp acta.

c) Un subconjunto SeE no es pre com p ac to sii existe una vecindad de cero

v c s. tal que para algun af' K, con 0 < I a I :s 1, existe una s uc e sion (xn) ,
-1 n

xnf S, que cumple xn+l ( a .~ ~xi+ V.
t -1

d) T odo conjunto precompacto es acotado,

e) La imagen lineal continua de un conjunto precompacto es pre compacta .

I) La s um a [inita de conjuntos precompactos es pre compacta.

1.3. Ejemplos. Sea E un espacio n.a, normado sobre K.

a) T oda suc es ion con uergente es pre compacta.

b) Si S (E es precompacto entonces <S> i e l e sp acio lineal gen erado por S)

es de tipo enumerable. (Vale tambien si E es ultrametric'~).

c) To da [amilia a - ortogonal no [init a (e sto es, para Ia cual existeun a e K,

o < I a I < 1, tal que II l ai Xi II :::: 1a I max II ai Xi II r e,n casu de que la serie
.. n

converja, con in/lixill = c> 0), no es pre compacta, pues Ilxn+l-'~laixi II::::
t-

lal.llxn+lll>E
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d) st E es de dimension [inita se tiene que E 1 = !x f E: II x II .:S 1 I es pre-

c omp ac to y todo s ub co njunto acot ado de E es precompacto.

En la t.eor ia e la s ica de los ope rador e s compactos se utiliza a menudo el si-

guiente lema, que, como veremos,es ta mbien val ido en el casu n.a ••

1.4. Anilogo del lema de Rie s z .

Sean E un e s p acio l.c, sobre K y F S; E • FiE, un subespacio cerrado

de E. Si U es un 'if{-modulo acotado y ab sorb ente de E, se tiene que 0 U q F+

U para todo 0 e K con I 0 I > 1 .

U emostracidn : Supongamos que 0 U C F + U . Se tiene entonces que para

n n-1" "n-1 n-1nfINJoU==O (uU)Cu (F+U)CF+o UC ... CF+U, estoes,

onU C F + U, para todo n fIN. Como F es cerrado y U acotado, se sigue

que U C F. Esto no e s posible ya que U es absorbente y FiE.

1.5. TEORE MA. Un e sp acio vectorial topoldgi co s ep arado E sobre K es

de dimension [inita sii existe una vecindad de cero en E que es un 'ff{-modulo pre-

com pac to. ,
Uemostr acidn : Demostraremos solo una d ire cc ion : la otra es 3. d .• Claro e sui

que E es n.u. normado, ya que tiene una vecindad de cero 'convexa y acotada, Su-

pongamos que E sea de dimension infin ita y sea U la vecindad precompacta.Lo-

mo U e s un 'if{ -modulo acotado y absorbente podemos utilizar 1.4. Sea a ( K

COli 0 < i a 1< 1 :con ayuda de 1.4 construimos una s uc e s ion (xn) con Xn( a-1u
-1 n

pero x 1 f a L 'if{ x . + U. La suceston (xn) no es precompacta, 10 cual con-
n + i= 1 1

-1
tradice el becho de que a U es precompaeto.

1.6. Notaciones. Sean E, F espaeios I.e. ~bre K. Si T es un operador Ii-

neal de E en F denotaremos por R(T) al rango y por N(T) al niicleo de T .
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Con a (T) resp. (3 (T) denotaremos la dimension de N(T) resp. la cod imen s ion

de R(T) en caso de que sean finitas. L(E,F) es el espac io de todas las apl ic a-

ciones lineales continuas de E en F y 13(E,F) el suhe sp ac io de L(E,F) Ior-

mado por los operadores acotados , esto es, para los c uale s existe una vecindad

de cero en E tal que la imagen de esta es acotada en F. Finalmente, F(E,F)es

el espacio de los operadores lineales continuos cuyo rango es de dimension [inl-

ta.

1.7. DEFINICION. Sean E, F como en 1.6 y T (L(E,F).

'a) T se ll amara relativamente regular, si

i) T es abierta, esto es, transforma abiertos en abiertos.

ii) N(T) posee un complem enro topologico en E.

iii) R(T) posee un complemento topologicc en F.

b) T es un op'erador de Fredholm, si T es relativamente regular y «rt') y

(3(T) son ambos Finltos, Fn este caso se define ind(T) = arT) - (3 (T) el ind ice

de T. Con :£ (E,F) se denota al conjunto de tod os los operadores de Fredholm

de E en F y :£(E)sera elsemigrupodelosendomorfismosdeFredholmen E.

c) Sea E =: F. Decimos que T es un operador de Riesz, si

i) I - ti T es un operador de Fredholm para todo a e K .

ii) 1- aT cumple para todo a (K las condiciones de cadena; esto es,

existen enteros pea) y q(a) tales que N(( l-aT)P) = N((I_aT)p+l) y
q+l

R((I-aT)q=R((I-aT) ).

iii) Los va.Jores propios de T forman un conjunto finito 0 una suces ion,
convergente hacia O •

.1.8. Ob s eruacione s, Como en el caso complejo, [41,se pueden demns trar las

siguientes propiedades :
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a) T (L(E,F) es un operador de Fredholm sii existen op eradore s L,R e L(F,E)

tales que LT = IE-FI Y TR = Ip-F2 con FI (F(E) Y F2 (F(F), en donde

E y IF son las aplicacione s ident icas de E y F, re spe ctiuam ente, En parti -

cular, se tiene que T (L(E) es un operador de Fredholm sii T es invertibl,e en

L(E) IF(E) .

b) Si E' = 0 se obtiene que T (L(E) es un operador de Fredholm sii T es

invertible en L(E).

Nota: En contraste con el caso arquimedeano (~, 0 £) en eI caso u,a, pue-

de ocurrir que E' = 0 aunquese trate de un espacio l.c., ya,que el teorema de

Hahn-Banach es val ido solamente cuando el cuerpo K es e s fericamente completo

(e.c.); esto es, cuando toda familia decreciente de esferas tenga una interseccion

no vacia (ver, p.e.,[ 7 ]). Por 10 general, no haremos est a supoeicion sobre K.

c) Si E' y F' son to tal e s , p.e., cuando K es e.c., se tiene que T (L(E,F)

es un op erador de Fredholm sii T es abierto, afT) y{3 (1') son [initos y R(T)

es c errado,

d) Si E y. F son esp acios ultrametricos completos con duales totale s, p.e.,

si E y F son espacips de Banach n.a, sobre un cuerpo e.c., se obtiene que

T (L(E,F) es un op erador de Fredbolm sii afT) y {3 (1') son finitos. (Depende

de un lema de Kato bien conocido que tambien vale en nuestro caso).

e) Si T (F(E,F), se tsene que 1- T (I(E,F) e indil » 1') = 0, para todo

isomo rfismo topoldgico de E sobre F.

1.9. DEFINICION. Sea E un espacio I. c. sobre K y ] un ideal en L(E).

a) ] es un I -ideal si 1- l' ( I (E) para todo l' ( ] .

b)] esun Io-ideal si'] esun I-ideale indO· 1') = 0 paratodo T(].
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c) J es un ideal de Rie s z, si J eontiene sol am ente operadores de Riesz.

1.10. Ob s eruac ion . Sean E = L(E) / F(E) y h la apltc acion c ano nie a de

L(E) sobre r. Entonces existe exactamente un 1 -ideal maximal en L(E) yes-

te es igual a h·1(j) en don de j es el radical de Jacobson de r. Esta caracte-

r iz acion depcnde de las propiedades del radical de Jacobson y de LB, a. En la ma-

yoria de los casos, c uando e I cuerpo es «:. se pue de demostrar que este ideal es

tambie n el ideal de Riesz maximal. En el caso n;a, este problema no ha podi do ser

resuelto poi completo. En ei siguiente numero daremos unos ejemplos para mostrar

que las demostraciones del ca so complejo no pueden set usadas en el caso n.a.Lln

ideal de Riesz siempre exi ste , ya que F(E) es un ideal de Riesz que bien puede

ser trivial (cuando E' = 0).

2. E jemplos. _____

2.1. Sea E un espacio de Banach n,u. sobre K. Un operador T (L(E) se

dice cuasicompacto s i ' T (L(E)/F(E) es cuasinilpotente .. esto es, cuan do

lim 111 T" II = O. Para espacios de Banach complejos se tiene el siguiente teo-

rema :

T (L(E) es un operador de Riesz sii T es cuasicom pacto.

En el caso n.a. vale solamente una direcc ion : Si T es cuasicompacto, T es

un operador de Riesz (ver, p.e., [5]). EI reciproco es por 10 general falso como
,

10 muestra el siguiente eje mplo : Sea K una extension infinita n.a. valuada del

cuerpo ,K (existe siempre, en opo aicion al caso complejo) y sea a (K - K. EI

operador a I de llnido por (a I) x = a x es un operador de R iesz defin ido sobre

K ya que a(a I) ~ cP. pero, claro esta, no es cuasicompacto.

2.2. Un lema importante para la caracterizacion del ideal de Riesz maximal en
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el caso complejo, que vale aun para espacios p- normados, es el siguiente :

Si T - a I es un op erador de Fredholm para todo 0 i a e K, T es un op erador

de R ie s z, En particular, se tiene que ind (T - a 0 == 0 para todo 0 i a e K .

En el caso no arquimedeano el lema es por 10 general falso: Sea E:: Co (K) el

e spae io de Banach n.a, de las sucesiones convergentes a cern con la norma usual.

EI operador T (( an) ) :: (an+l) tiene las siguientes propiedades : a (T) == If3 (K :

I f3 I < 1 I. Como I I T I I = 1, se ti ene que para I f3 I > 1 , T - f3 I es invertf -

ble (serie de Neumann), en particular, ind (T - f3 I) :: 0: Sea 1f31 '" 1. Claro e sta,
n-l 00a ::_f3 L

n i::n

y clare esta

basta con mostrar que R(T-f3I):: E: Sea (on) (E. Definiendo
-i

f3 0 i ' ten emos que I an l.:s .m>ax I oil .. por 10 tanto, (an) e E
. l n

Obtenemos, por eonsiguiente, que T-f31 es tambien inver-(T - f3 I) (a ) :: (0 t .n n

tible para I f31 = 1
n

Para 1f31 < 1 se t iene que N(T-f30 == <.(f3 » y R(T-f3I)

E .. por 10 tanto, ind(T - f30 == 1 para I f3! < 1 .

Este e jempl o mue stra que, apare ntement e existen, en el caso n.a., mas opera-

dore s de Fredholm que en el caso arqu imedeano, Por otra parte, muestra tambien

que, en el caso n.a, el radio de Riesz, in! I r > 0 : T - a I e L (E), ind(T- a 1)= 0

Y T - iu cumple las condiciones de caden a para todo I a I ~ r I, no coincide, en

general, CDn el radio de Fredholm, in! I r > 0: T - a I e L (E) para todo a e K

con [a I '> r I , ya que en nuestro eje mplo eI primero es 1 y eI segundo es 0 .

Para caracterizar el ideal de Riesz maximal tenemos en nuestro caso,por 10 tanto,

que desarrollar metodos diferentes a los cliisicos.

3. Operadores precompactos y estrictamente singulares en espacios n.a. nor-

mados.

3.1. DEFINICION. Sean E,F espacios n.a. normados sobre K y T (L(E,F).
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a) T es pre com p ac to, si T(E1) es precompacto en F con E1=lXfE:llxll:s1l.

b) T es e stric t ament e singular, si ninguna re s tr ic c ion de T a un sub-e spaci o

de dimension in Iin ita en E t ien e un inverso continuo.

c) T es compacto, si T(E 1) es re la ti v ament e compacto en F.

d) T es debilment e com p acto, si T(E1) es debilmente re lat ivam en te compac-

to, claro e sta , solamente en caso de que exista una topologia debil se parada en F.

Con P(E,F) (rcsp., S(E,F); resp., C(E,F); resp., DC(E,F)) designamos el espa-

cio de los operador es precompactos (resp., estrictamente-singulares; resp.,compac-

tos; resp., debilmente compacto s de E en F).

3.2. Ob seruacione s,

a) s- ti ene s iempre F(E,F) C C(E,F) C P(E,F) C (DC (E,F)) y F(E,F) CS(E,F).

b) P(E,F) y S(E,F) son subespacios c errado s de L(E,F) con la norma usual.

c) Si F es completo se ti ene que C(E,F) = P(E,F) .

d), Si K es e;c., se s.abe que los ffi -morlul os compacto s coinciden para todas

las topo log ias adm is ihle s, Tenemos, por 10 tanto, en e ste-c aso , si F es compl e-

to, que C(E,F) = P(E,F) = DC (E,F) . Mas adelantc darcmos una de most rac ion di-

fercnte .de cstc hecho,

EI siguicn te lerna fue dcmostrado en casos particu lares por Scrre en [ 111 y. p~r

Gruson en [5] • Consu ayuda podrcmos caracterizar el ideal de Riesz maximal.

3.3. LEMA. Sean E,F e s pac io s n.a, norm ado s sobre K. Se tiene entonc e s

F(E,F) = S(E,F) = P(E,F)

Demostradon: Como F(E,F) C S(E,F) Y S(E,F) cs cerrado Cll L(E,F), te-
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nernos que F(E,F) C S(E,F). Supongamos que T no sea precompacto, Demos-

lraremos que T t ien e un inverso continuo en un subespacio de dimension in l in ita

de E. Como T(E 1) no es pr ecompacto podemos, £lor 1.2.b., suponer que exi ste

un subespacio de tipo enumerable G C F tal que T(E 1) n G no sea precompac-

lO. Sin perdi da de generalidad, podemos £lues suponer que F es un espacio de t i-

po enumerable. Sea F 1 la esfera unidad de F. Como T(E 1) no es precompac-

to, existe un E e K, con 0 < lEI < 1, t a] que T(E 1) ~ H + EF t : para todo

m· modulo de t ipo finilo He F. Sea a e K con I E I .:s I al < 1. Escojamos una

suce s ion (Txn) , xn f E l' con

.1
en donde a Tx 1 e

n+

<Txi: i=l, ... , n >

·1a T(E 1) n Hn y H n es un co mp l e m e n to a-orlogonal de

en R(T). Esto es posible ya que R(T) es de t ipo enume-

rabie, Y £losee, £lor consiguiente, una base a. ortogonal • Como R(T) no puede

ser de dimension lin ita , tenemos que la suc es ion (Txn) es una suceston infin ita .

Poniendo M = < xi: i fIN>' se ve, utilizando las propiedades de TXi' que

TIM t ien e un inverso continuo. Hemos demoslrado asi que S(E,F) C P(E,F) .

Demostrerflos ahora que prE, F) C F(E,F). Sea T(E1) precompacto Y sea

En una suc e s ion convergente a 0 en K. Exisle entonce s una suce ston de m-
modu lo s de t ip o [in ito

Sea H = < G >. Como R(T) es de tipo enumerable y los Hn son sube spae iosn n
·1

fin ito s de R(T), ex ist.en proyecciones P n de R(T) sobre H n con II P nll.:s Ia I,
-1

donde « , K, 0 < I al < 1. Tenemos enlonces que (T-PnT) (E1) C a En F1;

como PnT f F(E,F) oblenemos T f F(E,F) y, £lor 10 tanto, F(E,F) = S(E,F) =

P(E,F) .
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3.4. Observaciones.

a) Como se puede deducir de la demustruciou de 3.3., en caso de que E y F

sean espacios de Banach n.a,, vale 10 siguiente : 0 bien T es un operador pre-

compacto 0 bien e xi st e un sube spae io cerrado de tipo enumerable M de dimension

infinita en E, tal que la restrtcc ton de TaM tenga un inverso continuo.

b) SI' E' = 0 " . dse t ien e que no extsten opera ores precompactos 0 estri ctamen-

te singulares, df Ierente.s de cero, de E en F.

c) Existen espacios de Banach n.a, de dimension infinita, para los cuales

P(E,F) = UE,F) .

d) Si T es precompacto 0 estrictamente singular, tambie n 10 es su operador

coniueado T'.

e) Se sabe que en el caso complejo la propiedad de apro ximacion (p.u.) para es-

pacios l.c. es equivalente ala propiedad F(E,F) = C(E,F) para espacios de Ba-

nach E Y F. Como ahora se sabe, del contraejemplo de Per Enno apare ce en

nuestro caso una difcrcncia fundamental con el caso clas ico. En el caso n.a. deci-

mos que un e spaci o Lc, E sobre i.e po see fa pro pie dad de aproximacidn si la apli-

cacion identica se deja aproximar uniformemente en conjuntos precompactos por operadores

de F (E). Claro esta que esta propiedad tiene solamente sentido si tenemos suficientes

operadores en F (E) " esto es, si E I es total. Supondrcmos, por 10 tan-

to que K es e.c.. Por analogia con el caso complejo, hasra demo strar la pro-

piedad de aproxi macion para cspac ios de Banach n.a •. Sea, pues, E un tal espa-

cio y sea A un subconjunto precompacto de E. Entonces <A> es lin cspacio de de tipo

enumerable Y posee, por 10 tanto, una base a - ortogonal (xn) . Sca
m

'~I!RYi1-

E e K,'

como A es preoompacto , existe un !R -modulo de lipo rinito
m

A C 2 ~ y. + E FI .
i = 1 1

tal que Sca X f <A> entonces se tienc que
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00 n
x = L a.x .. Sea P la proye cc ion de <A> del'inida por P x = L az'xz'" cla-

i= 1 t t n n i= 1

ro e st.a , P tienerango finito. Como v, (A, tencmo s que v ." i af x· paran ] ] i= 1 z z

j = I , ... , m , Si escogenios no( IN de modo que Pn Yj -, Yj ( E E1, para n 2: no'

o hte ncm os que n>n
- 0

Como todo e sp ac io

de dimension l'iu it a sobre un cuerpo e ,c, es e.c., el rango de Pn posee la propie-

dad de extension. Existe, por 10 tanto, una extension continua P de P no defi-

n ida en rodo E con el mismo rango que Pn . Para P se tie ne entonces Px-
o

X f EE l > para todo x fA. Para mayores detalles y otras consecuencias ver [21.

e) Si E es un c sp aci o de Banach n.a., entonces P(E} es un ideal de Riesz.

EI siguiente corolario mue s tra otra diferencia con el caso complejo; en espe -

cial, para e sp ac ios rcfl exivos,

3.5. COROLARJO.Si E,F son espacios de Banach n.a, sobre un cuerpo e.c.

K, se tiene que C(E,F) = P(E,F) = DC(E,F) .

Demostracion: Por 3.2.c. basta mostrar la segunda igualdad. Supongamos que

T f DC(E,F) Y que e x ist e un sube sp acio cerrado M sobre el cual T t iene una.

inverso continuo. Como la reatrtcciun de TaM es un isomqrfi smo topologl co.Ia

esfera unidad de M es de hi lment e compacta; por 10 tanto, M es reflexivo. Pero

en el caso n.a., los espacios rellexivos so br e cuerpos e.c. son los de dimension

finita. Obtenemos, en consecuencia, que T es estrictamente singular 0 precom-

pacto por 3.3.

En los siguientes dos teorem as damos una caraeterizacion del idea I de·R iesz

maximal.

3.6. TEOREMA. Sea E un espacio de Banach n.a. topologicamente isomorfo

a un espacio esfericamente completo sobre K. Entonces el ideal prE) de los

operadores precompactos es el L -ideal maximal. En particular, prE) es el ideal
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de Rie s z maximal y el algebra L(E)/P(E) es semisimple.

Demostracion: Supongamos que J sea un ~-ideal en L(E) y que exista un

T.( J con T f P(E). De 3A.a. se sigue que existe un su bespacio cerrado de di-

f
-1

mens ion in in ita GeE, en el cual T induce un isomorfismo topolog ico. T es-

til defin ido yes continuo para un subespacio cerrado de dimension infinita H de E.

Como E es isomorfo a un espaci o e ,o., existe una extension continua T ( L(E) de

yo1, tal que TI H = yo1. Pero J es un ideal en L(E), de donde se sigue que

TT 0 TT eSUI cont en ido en J, 10 cual no es posible, ya que NO - TT) es de di-

mens ion infinita.

Las otras propred ades signen de 3A.e. y de 1.10, ya que en 1.10 F(E) puede

ser reemplazado por F(E) en casu de que E sea un e spacio de Banach n.a,

3.7. TEOREMA. Sea E un e spacio de Banach n.a. que admite una base. En-

tonces P[E} es el ~ -ide al maximal. En particular, peE) es el ideal de Rie s z m a-

ximal y el algebra LeE) /P(E) es semisimple .

Demostracion: La demostrae ion es analoga a [a de iL6. En vez de utilizar l a

propieda d de extension se ut ili za a qui que to do sube spacio de tipo enumerable

H de un espacio de Banach n.a. que adm ite una base, es cont inuament e proyecta-

-' -1do, esto es, existe una proye ccfon continua P e L(E,H). Poniendo T = T P se

continua como en la dcmostrucion de iJ.6 •

3.8. Ob s eruacione s,

a) Existen e spa cios de Banach n,u, e.c. que no admitcn una base [7] y al con-

trario,

b) Todo espacio de Banach n.a. sobre un cuerpo ual uado discreto admite .una

base .. podemos utilizarpor 10 tanto 3.7.
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c) No te se que en 3.6 no es necesario que K sea e .c .. Si K es esfericamen-

te completo tenemos que E' tam hie n 10 e s y u ti l izand o 3.6·obtenemos :

Si E es un espacio de Banach n ;a, sabre un cuerpo e.c. K, ento nc e s Pl Ii")

es el ~ -ideal maximal y, par lo tanto, tambie n el ideal de Rie s z maximal de L(E').

Este ultimo hecho nos I1eva a formular la siguiente conjetura que aun no ha po-

dido demo strar e1 autor :

st E es un espacio de Banach n.a. sobre un cuerpo e.c., se tiene que P(E) es

el ~ -ide al maximal y, por lo tanto, tamb ien es el ideal de Rie s z maximal de L(E);

y, en consecuencia, L(E)/P(E) es s em is im pl e,

4. Operadores pr e c omp ac tos y estrictainente singulares en espacios l.c .

Sean E,F e sp ac io s l.c, sobre K. Sean r(E) (rc sp., r(F)) familias de semi-

normas n.a. continuas saturadas que definen la topologia de E (re sp., F) .

4.1. DEFINICION. Sea T (L(E,F)

a) T es pr e com p acto (compi cto), si existe una vecindad de cero V en E pa-

ra la cual T(V) es precompacto (rel at ivamente compacto) en F.

EI e spacio de los operadores precompactos (comp actos) de E en F sera de-

notado con' P(E,F) (C(E,F»).

b) T es com pl e tament e continuo, si la imagen por T de todo conjunto acot a-

do en E es precompacta en F.

EI e spae io de los operadores completamente continuos sera denotado CC(E,F).

cJ T tiene la propiedad S 1, si existe una vecindad de cero V en E, tal

que para todo subespacio de dimension inflni ta Me E existe un sube spacio de

dimension infi ni t a N eM, tal que T(V n N) sea precompacto en F.
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d) T ti en e la propiedad S2, si para todo subespacio de dimension infinita .~C E

exi ste una vecindad de cero W en E y un subespacio de dimension inlin it a

N C M, tal que T(W n N) sea precompacto en F.

e) T tiene la propie dad S3, si para todo subespac io de dimension infin it a

M C E, la restricc ion de TaM no t iene un inverso continuo.

Con Si(E,F) designamos el conjunto de los operadores acot ados de E en F

con la propiedad Si, para i = 1,2,3 .

4.2. Observaciones.

a) Si T e P(E,F) ,entonces T es acotado y t ieue cada una de las propi da-

des Si. Ademas, siempre se t iene F(E,F) C C(E,F) C P(E,F) C CC(E,F) .

Si F es cuasi comple to, esto es, si todo conjunto acotado y cerrado es comp le-

to, se 'tiene que e(E,F) = P(E,F). En general, P(E,F) i CC(E,F) [11 •

b), Para espacios E,F cualesquiera se tiene siempre

P(E,F) C Sl(E,F) C S2(E,F) C S3(E,F) C B(E,F) C L(E,F)

c) Los Si(E,F) son subespacios lineales de L(E,F).

d) Sean E,F,G espacios I.e. sobreK , A f L(E,F) Y B e L(G,E) ; entonces si

A 0 B t iene n la propiedad Si, entonces tam bien la tiene AB.

En particular,· se tiene que los sue) son ideales en L(E).

e) (Gruson [5]). Todo op er ador compacto es un operador de Ri es z, Los op erado-

res com p actos lorman, por 10 tanto, un ideal de Riesz en caso de que C(E) sea

un ideal.

f) Se tiene que CC(E,F) n B(E,F) C S3(E,F): Sea T e CC(E,F) n B(E,F) Y

sea V una vecindad de cero tal que T(F) sea acotado en F. Si T tiene lin in-
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verso continuo en un sube sp ac io GeE, obt en emos que V n G es una vecindad

de cero pr ecompact.a , 10 c ual implica, por 1.5, que G es de dimension Iin ita, Se si-

gu e qu e T e 53 (E, p)

Si K es esfericamente completo ten em os que P(E,F} = CC(E,F), en donde la

cl ausura s e torn a con respecto a la topologia de la convergencia un iIcrm e en conjun-

tos aco t ado s, Esta' propiedad se deduce inm edi atameu tc de la propiedad de aproxi-

mae io n , que es va l ida en nuestro caso (3.4.e) .

4,3, LEMA, Sea E un espacio n :a. norm ado sobre K y P un espacio Lc .s o-

bre K, Se tiene ento nc es P(E,F) = Sl(E,F) = S2(E,F) = S3(E,F) = CC(E,F).

Delllostra~i6n: Claro esta que P(E,P) = CC(E,P). Basta pues mo strar que si

T t ie ne 53, entonces T es precompacto. Supongamos que T (B(E,F) no sea

precompacto; demostraremos que T t iene u n inverso continuo en un sube sp ac io

de dimension in l in it a de E, En cfecto , como T no es prccompacto, existe una

vcc ind ar] de cero Hi, en F, tal que T(E 1) ~ H + Hi • para todo ~ - modulo de

tipo finito He F. Sin pe rd ida de generalidad, sea Hi=! y ( F: q(y) S 1

Con q e reF) I. Como en la dem ostracio n de 3.3, escogemos una suc esion (Xn) ,

Xn f E t . tal que para a e K, con 0 < I a I < 1, valga

en do nde
.1 .1

a Tx (a T(E1) n H y H es un compl emento a.ortogonal en
12+ 1 n 12

G de <Txi:i=1, ... ,n>, modulo N(q),conrespectoalaseminorma q. He-

mos supuesto que G C F se ha escogido de man era que T(~ 1) n G no sea pre-

com pacto y sea de tipo enumerable con respecto a q. Tenemos entonces que
.1 .1 12 '

q(a Tx l·a L at,Txt,) > 1, para at'fR En particular, q(Txn»\alllxnll
n + i= 1

para n fIN. Sea M <Xn: 12 fIN> .. entonces TIM tiene un inverso continuo,
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ya que para
n

x = l
i=1

a.x.
t t

se tiene

En la siguiente proposfcion damos una caracteri zacion de los operador es pre -

compactos ailaloga al caso complejo.

4.4. PROPOS/CION. Sean E,P es pac ios l;c, s obr e un cuerpo e.e. K. Las

s igui en te s prop iedade s de un oper ador acotado de E en P son equivalentes :

a) T es pr e com pacto .

b) Exis te una se minorma n-a., p ( r (E) , tal que para todo g> a y para toda

s em inorma n.a., q e r (P) , existe un sub e s p acio N de co dimen sion finita en E,

tal que' q(Tx):S E pt x) , para todo x e N .

Demostradon: a) Escogemos p ( r (E) tal que V = ! x e E : pt x) :S 1 I sea

una vecindad de cero cuya imagen sea precompact a. Sean q e r (p) Y E > O. Co-

mo T(V) es precompacto, existen Xi( V, i=I, ... , n , tales que, para cada X(V

existen ai e m, i=I, ... , neon

n
q (T x-I a. Tx .) < I a ley a < I a I < 1 .. i=1 t t

Sin perdida de generalidad, podemos suponer que los TXi son linealmente independientes,

Por el teorema de Hahn-Banach-Ingleton existen funcionales continuos yj e P', i =

1, ... , n , Con las siguientes propiedades :

y ademas, ly~(Tx) I <
t -

IX( E : y;(Tx) = a !

-1 n
I a I q(Tx), paratodo x(E,i=I, ... , n. Ponemos N= n

i=1

Claro esta que N tiene codimension finita en E y pa-

ra x(VnN setiene q(Tx) < E. Obtenemos, porlotanto,para x(N,si
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pt x) ¥ 0, que q(Tx)'::; Ep(X). Si p ix) = 0 se ti ene que q(Tx) = 0, 10 que

dcmue stra la desigualdad para todo x I:: N .

b) Sin perd ida de general idad, podemos suponer que V = ! x I:: E: pi x) .::; 1 I

es la vecindad de cero cuya imagen es acotada en F. Pasando a EIN(p) con la

norma nv a , , II x II = pt x) , x I:: x, podemos suponer que E es norm ado, Tenemos

que mostrar que T(V) es precompacto. Sean 1 > e > 0 Y q I:: I" (F). Por h ipo-

tes is, existe un su be spacio N de codimen s ion fin ita en E tal que q (T x) .::;E II xii
para x I:: N. Tomando, si es preciso, N en ve z de N podemos suponer que N

es cerrado. Sea E = N 6) M, en donde M es un com pl em en to algebraico de N de

d imen s ion Iin ita y sea una base ortogonal de M. Sea N·,
N 6) < xl' ... , xi_1 ' xi+ l : ... , xn>. Entonces Ni es un sube spacio cerrado de

E , para i > 1, "" n , Podemos escoger, en con secu enc ia, xiI:: E' , con x;(Xj) =
n

8 .. y x:(x)=o, para XtN·. Se tieneentonces que Px=.L x;(x)xi es una
tJ t ,=1

proyqc cion continua de E sobre Malo largo de N; csto es, e ada x I:: E se pue-
n

de representar en forma unica como x = y + L x~(x) x . con y e N. Se sigue quei = l' ,
n

q(Tx)'::; max (q(Ty), q( L x:(x)Tx.)) < max (q(T.y), max I x',.(x) I q(Tx
t
·))

i= l' , - i

y que

II y II < max ( I I x II , max
i

Si ponemos r = max (q(Txi), II xjll) y observamos que q(Ty)'::; E il y II obte-

neinos

(* ) q(Tx) < max (Ellxll,er!xi(x) I, rJxjCx) I).

Como V es acotado,existen Yil:: V , i = 1, ... , m, tales que para v I:: V exis-

ten (\1:: ~ i=l, .•• , TTl con

m
Ix~(v-L eX-y.) I <~

J i= 1 " r
s, para j = 1,.... n .
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(La demo stracion es ana log a al caso complejo y depende so la mente de que todo

conjunto acotado en r" es precompacto l. Si sus titu imos en (.) x por
m

x = v - ~ a. y. ohten em os
i= 1 I I

m
q(T(v-'~1 al·y·)) < max (8,8rs, rs ) < €

1- I

o sea que T(V) es precompacto •

Con ayuda de e sta caracter izuc ion pue den darse caracterizaciones similares pa-

ra los operadores con la propiedad Si.

En 10 que sigue demostramos que los operadores acotado s con la propiedad Si

son operadores de Riesz •

4.5. Ob seruacidn, Sean E,F espacios l.c, sobre K. Si V es una vecindad

de cero convexa en E sea p Vex) : = in f IIa\: x e a V I la sem inorma n.a. conti-

nua definida por V. Entonces E(U) = E(PV) = E/N(P V) es un espacio n.a, nor-

mado , si definimos II x II = PV(x) , para x ( x ( E(U). Con hV designamos el

homomorf'ismo c anonico de E sobre E(V) , claro e sta , e sre es continuo. Si

T (B(E,F) exi ste una vecindad de cero V en E, tal que T(U) e s acotado en

F y V puede ser escogido como !R - modulo. EI operador f: E(U) ~ F de Iin ido

por Tx = Tx, para x ( x e E(U) , esta bien definido y es acot.ado, Se tiene fi-

nalmente que T = 'f hV '

4.6. PROPOSICION. Sea T (B(E,F) acotado para la seminorma n.a., p(['(E),

Si T tiene la propiedad S1 entonces tambien la tiene f f UE(p) , F). En parti-

cular, T es precompacto y obtenemos con P(E,F) = S1(E,F) una nueva caracteri:

zacion de los operadores precompactos, esta vez sin analogo complejo.

Demostracion: Si E(p) es de (Iimension finita la conclusion es inmediala.Sea

por 10 tanto Xi' un subespacio de dimension infinita y sea Ix.: if 1\ una ha-
I
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se algebraica de M. Ponemos M = <x.: x :e E repre s ent.ante de ~. >. Se tie-
l t t

ne que dim M = dim M y hp induce un isomorfismo algebraico de M sobre M.

Sea V = ! x ( E : p (x) < 1 I ,. sin perd id a de generalidad podemos suponer que

V es la vecindad de cero que aparece en la definicion de los ope radore s con S1

(4.l.c). Como T tiene la propiedad S1 existe un s ube sp ac io N eM de dimension

in Iin ita tal que T(V n N) es precompacto en F. N = hp(N) es un subespacio de

dimension in lin ita de AT y se t ien e

De ~anera que f (hp (V) n N) es precompacto en F. Bemos de mo strado que f

tiene la propiedad S 1 , ya que hp (V) es l a esfera unidad de E(p). Por 1'1 lema

4.3 obtenemos que 'f es precompacto y, por 10 tanto, T = Thp tamb ie n es pre-

co mpa cto ,

4.7. LEMA. Sean E,F,G e s p acios l,«, sobre K, S (B(E,F) y T (UF,G) .

Si T tiene lapropiechd S2 0 S3, TS es pre com p acto ,

Demostracion: Supongamos que S es acotado con re spe cto a p (i(E). Te-

n em os entonces
T

E
I

---~> Btp) --- ... F
t

---_~ G

S

TS t.iene la propiedad S2 0 S3 por 4.2.d. Del lema 4.3 deducimos que TS es

precompacto; pero entonces TS = TShp t.amb ie n es precompacto.

4.8. COROLARIO. s, T (Si(E) entonces 2T es pre com pacto,

Para l a demo stracion del siguiente teorerna ut i lizarno s 1'1 siguiente re sultado de

Pietsch. [81 que tambien vale en 1'1 caso n.a. : Si Tn, n > 0., es un operador de
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Riesz, tambien lo es T.

4.9. TEOREMA. Sea E un esp aci o l;c, cu as icom ple to sobre K, entonces

S2(E) y S3(E) son ideales de Ri es z .

D'emo stracion : Sea T f Si(E) , i =2,3 2T es precompacto y, por 10 tanto .com-

T2, y por 10 tanto t amb ien T. es un ope-pacto por 4.2.a. De 4.2.e se sigue que

rador de R iesz •

4.10. Nota final. Elteorema 9 puede ser generalizado util iz.ando el metodo dc s a-

rrollado por Pietsch en [81 a espacios I.e. para los cual e s tod a suc es ion de Cauchy

es co nvergen te. Queda por resolver el problema de la caractcrt zucicn de los espa-

cios para los cuales P(E,F) oj S2(E,F) oj S3(E,F) . Notese en est a d irecc ion, que

si F es semireflexivo (todo conjunto aco tado es precom pacto}, entonces P(E,F) =

B(E,F). Por otra parte, si E no es un cspa cio de Schwartz se t ieuc , por 10 gene-

ral, que P(E,F) oj B(E,F), ySi E es semireflexivo, S3 (E,F) = B(E,F),
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