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UNA DEMOSTRACI6N SENCILLA y' EL EMENTAL DE LA DESIGUALDAD DE

YOUNG

por

Jose I. NIETO

A Monsieur Henri Yerly a J'ocossion de son so i x on t e-rlou z ieme cnn iv er s c i r e ,

En esta nota se da una demo straclon de un t eor erna bastante con oc ido y ut ll de-

hido a W. H. Young (2] • EI t eor ema af irma la validez de una desigualdad, que con-

tie ne dos integra1es, y da la co ndf c ion para quc se tenga igualdad. EI teorerna e s

tal que si se recurre a la interpretacion geomelrica de la integral como un area, el

teore ma es .. int.uitivamente evidente", que es la expre s ion que us an much os auto-

res como argumento de dcmostrac ion. La s ituacion es ana loga a la dc Ia famosa pro-

posicion que "toda curva simple y cerrada del plano divide a1 plano en dos regio-

nes disyuntas, de las cuales solo una cs acotada". En cfccto , e s ta propostc ion se

conoce hoy como el teorema de Jordan, por haber stdo Camille Jordan el primero en

seiialar (en 1892) que dicha propos iclo n , " intuitivamente cvtdc ntc'", re qucr ia una

prueba, que el tamb ien trato de dar. Vale la pena menc ionar que su dcmo stracion

era incompl e ta, y que solo fue en 1902 cuando O. Veblen vino a presentar una de-

mo stracton completa y rigurosa del teorema de Jordan.
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La de rnostr ae io n del te ore ma de Young que se presenta aqui solo supone que se

conozca la definicion de la integral de Riemann y la exi s tenc ia de tal integral para

una Iu nc iou continua en un int erva lo cerrado (por 10 tanto uniformemenle continua),

10 cual requiere un minimo de conocimientos de parte del lector. Por este mot ivo la

dem os tra c io n ti en e un valor d idact lc o. Hay ade mas dos razones para publicar e sta

demoat rac io n, La pr irne ra , porque en algunos libros la de mostrac ion que se da no es

correcta, como por e je mplo en [1], en don de se hace uso de una int e grac ion por par-

te s, permisible solo bajo h ipot es is adicionafes. La segunda, por que a veces s e

enuncia el t eore ma en una forma poco general, que es la que aqui formulamos como

corolario, y ademas en su enunciado Sf' ol v ida menci on ar que fa Iunc ton en cues-

t io n ¢ debe satisfacer la co nd ic ion lim ¢ is) = 00. Sin esa cond icton, la inte-
s-.""

gral de la Iuncion inversa tf; puede no t e ne r un significado.

Finalmente, para no caer en un pe d an t is mo analitico de tipo Lagrange (quien se

jact aba de que en s u gran obra Mecanique Analytique no apa ree ia ninguna figura) ,

se ha incluido, por rno t ivos pedagogicos, una figura, pero solo de sp ue s de haber

demostrado el t eor ema 0

TEOREMA (Young [21). Sea if; una [uncion continua y e stric tame nte creciente

en el intervalo [O,c], con c> 0, y tal que ¢(O) = 0. Si tf; es la [unc ion inuers a

de ¢' ent onc e s

x y
(l) xySI¢(s)ds+Itf;(t)dt paratodo xf[O,c],yf[O,¢(c)].

o n

A 1emcis se tiene igual1a-l 5 i y solo si y = ¢ (x) .

Demostracion. Cornencemos por dernostrar que para todo x E[O, c]
x ¢(s)

(2) x ¢ (x) r ¢(s) ds + I tf;(t) dt.
o 0

Como el caso x =0 es trivial, supongarnos x> 0. A cada numero entero n> 1
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s'e Ie puede asoeiar la partie ion P = 10,x/n,2.x/n •. ",ix/n,(i+1)x/n •...• x In

del intervale [O,x]. fa eual nos da n subintervalos [i x/no (i+ 1) x/n] (i =0, ... ,n-l),

eada uno de longitud x/no A Pn eorresponde l a surn a inferior de Riemann de la fun-

cion ¢ :

n-l
2. ¢(i~)~

i=o n n

n-L
~. 2. ¢(i~)
17 i= 1 n

t\demas, a] mismo entero n se le puc de ha cer eorresponder [a p ar t ie ion

P~ =!O=¢(O), ¢(~), ¢(2~), .. " ¢(i~),¢((i+1)~), ... , ¢(x) I del intervalo

[0, ¢(x)l, a fa eual eorresponde fa sum a superior de Riemann de la [un cion tj; :

S(P~ • t/J) =
n-l
2. ,ru((i+ 1)!'))(rI-.((i+ 1)!.)- rI-. (i!.))._ '1-" 'P n 'P n 'I~ 17

1-0

Por otra parte para todo n se tiene

(3 ) x ¢ (x) ,

17-1 n-l
= 2. j¢(j!.)+n¢(x)-2. i¢(i!.) = n ib t x)

j= 1 17 i= 1 n

ya que

n-l 17-1 n-l n-l
2. ¢(i!.) + 2. (i+l)(¢(( i+1)~)-¢(i~))= .2. (i+l)¢((i+l)~)-.~ i¢(i~)

i=1 n i=o 1=0 1-1

te existen las integrales

Por ser ¢ continua en [O,x] , tamhien 10 e s t/J en [0, ¢ (x) 1 . Por eonsiguien-
x ¢ (x)
J ¢(s) d s , J t/J(t) dt. Ademas, debido a la continuidad
o 0
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un ilorrn e de ¢ en [O,x], euando n tiende a iu Iin ito la longitud de eada sub in ter-

valo [¢(i~), ¢( (i+l)~)] (i = 0, ...• n-L} t iende a cera, de modo que en v irtud

de la definicion misma de la integral de Riemann se t ien e

x ¢(x)

lim I(Pn,¢) = r ¢(s) ds. lim S(P~,!/J) = r !/J(t) dt •
rr-e oo 0 n .....oe 0

de 10 eual se deduce, utilizamlo (3), la formula (2) .

De (2) resulta que para demostrar el te or em a basta establecer que si y -:I ¢ (x) ,

e nton ccs
x y

xy < r ¢(s) ds + J !/J(t) dt ;
o 0

Supongamos que y> ¢ (x) • Por ser !/J estrictamente cre c ie nte , si t E (¢ (x), y) en-

tonc e s x < !/J(t), y por consigu iente

y
r !/J(t) dt > x (y-¢ (x) ,
¢(x)

de 10 cual resulta que

x ¢~) y
xy = x ¢ (x) + x(y-¢ (x) < J ¢ (s) ds + J !/J(t) dt + r !/J(t) dt

o 0 ¢(x)

x y
r ¢ (s) ds + J !/J(t) dt
o 0

Si Y < ¢ (x), e ntonces

¢(x)

r !/J(t) dt < x(¢(x)-y) ,
y

y por 10 taiuo

x ¢(x) ¢(x) x y

xy== x¢(x)-x(¢(x)-y) < J rjJ(s)ds + r !/J(t)dt-J !/J(t)dt == r rjJ(s)ds+ r !/J(t) dt ,
o 0 y 0 0
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10 eual eoneluye la dc mos rrac ion.

La l'igura adjun ta ayuda a eomprender mejur fa de mostrac ion de (2) y (3) .

¢ i i s )n

S(P~. tjJ)

s
x

COROLARIo. Sea ¢ continua y e s trict amente cre cie nt e en -[0,00) y tal que

¢(O) = 0, lim ¢(s) = 00 • _Si tjJ es la [uncion inuers a, entonc e s
S""'oo

(4)

x y
xy < r ¢(s) ds + r tjJ{t} dt para todo x 2 0, y 2 0 .

o 0

La igualdad se cumple si y,solo si y = ¢ (x) .

D'emos trac idn, En primer lugar la condi c iou lim ¢(s) = 00 irnpl ic a que tjJ es-
S->o<I y

la definida en [0,00), y por eonsiguienle la inlegral J tjJ(t) it e s ta bien defin ida
o

para todo v : o. (4) res ult a de (1) tomand o c suj ici e nt eme nt e grande y tal que

y:s ¢ (c) . (En efecto, lim ¢ (s) = 00 s ign iIica que para to do y 20 existe c> 0
S-> 00

181



tal que y.:::; ¢ (c).)

Ejemplo. Sea ¢(s) = sP·1, can 'p > 1. ¢ sa usface las condiciones del co-

ra aria y ticnc como [unc ion in vers a tf(t) = tJlp-1 . Del coro lar io re su l ta que si

q> 0 es tal que Jlp+ 11q = J entonces

x' y
xy:s J sp-1ds + J t1lp·1dt = xPlp + yqlq para todo x 2: 0, y 20.

o 0

Ademiis, se ticne xy = xPlp + yql q si y solo si y .t:', a sea yq = xp.

B/BL/OGRAFiA

1. D.S. Mitrinovic, Analytic inequalities, Springer-Verlag, New Yark- Heidelberg -

B e rI in( 19? 0) .
2. W.H. Young, On classes of s umm ab le functions ani their Fourier series, Pracee-

dings of the Rayal Saciety af Landon A8?, 225-229 (1912) •

U e trar te ment de Mathematiques
Uniuer sit e de Montreal
Montreal. Canada

(Rec ib ido en oc tubr e de 1973) .

182


