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UNA DEMOSTRACION SENCILLA Y ELEMENTAL DE LA DESIGUALDAD DE
YOUNG

por
José I. NIETO

A Monsieur Henri Yerly 6 I'ocassion de son soixante-douzidme anniversaire.

En esta nota se da una demostracién de un teorema bastante conocido y itil de-
bido a W. H. Young [2] . El teorema afirma la validez de una desigualdad, que con-
tiene dos integrales, y da la condicion para que se tenga igualdad. El tcorema es
tal que si se recurre a la interpretacion gecométrica de la integral como un area, el
teorema es ‘‘intuitivamente evidente”, que es la expresion que usan muchos auto-
res como argumento de demostracion. La situacion es andloga a la de la famosa pro-
posicion que ‘‘toda curva simple y cerrada del plano divide al plano en dos regio-
nes disyuntas, de las cuales sélo una es acotada’’. En efecto, esta proposicion se
conoce hoy como el teorema de Jordan, por haber sido Camille Jordan el primeroen
sefialar (en 1892) que dicha proposicién, ** intuitivamente evidente’’, requeria una
prucbha, que ¢l también traté de dar. Vale la pena mencionar que su demostracion
era incompleta, y que solo fue en 1902 cuando 0. Veblen vino a presentar una de-

mostracion completa y rigurosa del teorema de Jordan.



La demostracion del teorema de Young que se presenta aqui sélo supone que se
conozca la definicion de la integral de Riemann y la existencia de tal integral para
una funcion continua en un intervalo cerrado (por lo tanto uniformemente continua ),
lo cual requiere un minimo de conocimientos de parte del lector. Por este motivo la
demostracion tiene un valor didactico. Hay ademas dos razones para publicar esta
demostracion. La primera, porque en algunos libros la demostracion que se da noes
correcta, como por ejemplo en [1], en donde se hace uso de una integracion por par-
tes, permisible solo bajo hipotesis adicionales. La segunda, porque a veces se
enuncia el teorema en una forma poco general, que es la que aqui formulamos como
corolario, y ademas en su enunciado se olvida mencionar que la funcion en cues -
tion ¢ debe satisfacer la condicion /itm & (s) = ~. Sin esa condicion, la inte -
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gral de la funcion inversa ¢ puede no tener un significado.

Finalmente, para no caer en un pedantismo analitico de tipo Lagrange (quien se
jactaba de que en su gran obra M‘e/canique Analytique no aparecia ninguna [igura) ,
se ha incluido, por motivos pedagogicos, una figura, pero sélo después de haber
demostrado el teorema .

TEOREMA (Young [2]). Sea ¢ una funcion continuay estrictamente creciente
en el intervalo [0,c], con c¢> 0,y tal que H(0) = 0. Si |y es la funcion inversa

de ¢ , entonces

(1) xy < fxcﬁ(s)ds + [ Y4t para todo x €[0,cl, y €[0,b(c)].
o 0

Ademads se tiene igualiad si y solo si y = ¢ (x).

Demostracion. Comencemos por demostrar que para todo x €[0,c] :
x @(s)
(2) xp(x)= [ d(s)ds + [ Y(1) dt.
o o

Como el caso x=0 es trivial, supongamos x>0. A cada nimero entero »> 1
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ix/n, (i+D)x/n, ..., x}

se le puede asociar la particion o $0,x/n,2.x/n,.
con-1),

del intervalo [0,x], la cual nos da » subintervalos [ix/#n, (i+1)x/n] (i=0,

cada uno d(‘ IOﬂg“Ud x/n. ’\ Pﬂ ('()I'I'(‘Sp()ﬂd(‘ la suma illl‘(‘l‘i()l’ (l(‘ Ri('mann d(‘ Iﬂ I'un-

cion ¢ :
n-1 n-1

= by '£ i‘ = _‘! 4 / "_\.

I(Pn,QS) i:0¢(ln)'7 ,]-i;\.Id)(IH)

Ademas, al mismo entero » se le puede hacer corresponder la particion

B ={0=¢(0), ¢('—;) ; (}5(2%), I (ﬁ(i%),do( (i+1)%) L., d(x)} del intervalo
cual corresponde la suma superior de Riemann de la funcion ¢

[0, 6(x)1, ala

~

-
S Ui+ 1)) (S ((i+ 1)’.’;)_(5(,'%))

=0

S(P? )

n-1

i} X G+l (pli+1)5)= (i),

Por otra parte para todo 7 se tiene

KP, ¢)+ S(P,, U) = xd(x),

(3)

ya que
n-1 n-1

n-1

n-1 )
2 b5+ 3 i+ DG i D3)=6(i5))= X (4D (li+ D=3 igli3)

n-1
3 ibiz)+nd(x) - % id(iX) = nd(x) .

n-1

j:

Por ser ¢ continua en [0,x], lambqisé(n )Io es ¥ en [0,é(x)]. Por consiguien-
x

x
[ H(s)ds, [ (1) dt. Ademas, debido a la continuidad
‘o o

te existen las integrales
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unjforme de ¢ en [0,x], cuando # tiende a infinito la longitud de cada subinter-
valo [gﬁ(z'%) , b ( (i+ 1)-;5)] (i=0, ..., n-1) tiende a cero, de modo que en virtud

de la definicion misma de la integral de Riemann se tiene

% B(x)
lim 1P, &)= [ (s)ds, lim S(PLy)=[ ¢(1)adt,
o n -0 o

77 ->00
de lo cual se deduce, utilizando (3), la férmula (2) .

De (2) resulta que para demostrar el teorema basta establecer que si y #¢(x),
entonces

X y
xy < l;q,')(s)ds + [)g//(t) dt .

Supongamos que y > ¢ (x) . Por ser ¢ estrictamente creciente, si 7 €(¢(x),y) en-
tonces x <y (t), y por consiguiente
y

(1)dt > x(y=p(x)) ,
[;s(x)'/’ y= (x

de lo cual resulia que

x b (x) y
xy =x ¢ (x) + x(y=dp(x) < [ d(s)ds+ [ Y()dt+ [ Y()dt =
0 o &(x)

x y
= [ b(s)ds + [ Y(b)dt .
o o

Si y < é(x), entonces

b(x)
[ Y@ dt < x(p(x)-y) ,
Y
y por lo tanto
x b(x) P(x) x y

xy = xp(x)=x(p (x)=y) < [ P(s)ds + [ (ndt-[ Y()dt=[ d(s)ds+ [ (1) dt ,
[ 0 y [ o
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lo cual concluye la demostracion.

la l'igura a(]junla a_\'uda a ('ompr(‘n(l(*r me jor la de mostracion de (2) y 3) .

I(Pn’ gb)

COROLARIO. Sea ¢ continua 'y estrictamente creciente en-[0, ) y tal que

@(0) = 0, lim ¢(s) = oo . Si y es la funcion inversa, entonces
S vo00

X y
(4) xy < [ @(s)ds+ [ Y(t) dt  para todo x>0, y>0 .
o 0

La igualdad se cumple siy solo si y = ¢ (x).

Demostracion. En primer lugar la condicion Iim ¢ (s) = « implica que ¢ es-
S-»00 y

té definida en [0, =), y por consiguiente la integral [ ¢(2) 4t esia bien definida
0

para todo y> 0. (4) resulta de (1) tomando ¢ suficientemente grande y tal que

y<é(c). (En efecto, lim ¢(s) =« significa que para todo y >0 existe ¢>0

S 00
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tal que y < & (c).)
Ejemplo. Sea ¢(s) = sPL, con p>1. ¢ satisface las condiciones del co-
1/p-1' | pel corolario resulta que si

rolario y tiene como funcion inversa i(2) =t

g>0 estal que 1/p+ 1/g=1 entonces
x y
xy< [ sPlgs 4 i 1 1/0-1g = xl/p+y9/q paratodo x>0, y>0.
o o

Ademas, se tiene xy = x?/p+y1/q siysolosi y = 1 o sea y1 =P,
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