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n i . . . . .
Pesde sus origenes, han aparecido en la teoria de los nimeros diversas conjetu-
ras las cuales han sido factor importante en su desarrollo. Las hay muy profundas
como las de Fermat, Riemann, Waring, elc., y otras 1al vez menos profundas, pero
muy significativas como las de Polya, Turan y Mertens. En esta nota queremos co-
- “ " .
mentar el papel desempeiado por las computadoras en la ** derrota’ de las conjetu-
ras de Polya, Turdn y Mertens, y presentar algunas implicaciones sencillas de es-

tos hechos en otras situaciones directamente emparentadas con ellos.
o0
La serie X 1/2%, con n un entero positivoy z=x + iy, es absolutamente
n=1

convergente en el semiplano cerrado x>1+ € (£>0, arbitrario) y, por lo tanto,
representa una funcion holomorfa en el semiplano x> 1. Esta funcion es la fun-
cion {(z) introducida por Riemann en 1859 y cuyo papel fundamental en la teoria
de los nimeros es bien conocido. Para nuestros propositos, definimos las funcio-
nes de Mébius : p (n) , de Liouville : A () y de Vinogradov : v(n) mediante las

siguientes expresiones, harto conocidas :
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(1) n(z__{_): S BO) (3. pap 1481,
»

n=1 n?

(2) £022 - F A (2. 540 1417,
(:(Z) n=1 nz [ pag

(3) L& -5 v (3. pap 148 ]
{(2) n2=1 nZ% [3..pag }

donde R(z) = x> 1, p esun nimero primoy 7 un entero positivo. Ellas pueden

definirse también, en forma mas directa, como sigue :

0 si n es divisible por un cuadrado distinto de 1 y

uln) = ¢

€% en caso contrario, donde k ¢s el nimero de divisores primos

L del entero n .

A(n) = (~1)k , & con el mismo significado anterior ;

en p si n=p" ;

vin) =

0 en los otros casos.

Polya observo que L(n) :ngl\j\(n) era negativa para 2< N < 1,500 y conje-
turé que siempre lo era. G. B.—Haselgrove [21 confirmé la observacion hasta
N £250.000 y D. H. Lehmer hasta N < 600.000 . Sin embargo, el mismo profesor
Haselgrove, en 1958 [11, utilizando funciones construidas por Ingham y basadas en
la conjetura de Riemann (todos los ceros no triviales de ((z) estdan sobre la recta
z= é + it ), comput6 con la EDSAC del Laboratorio de Matematicas de la Universi-

dad de Cambridge, los primeros 1.500 ceros de la hipétesis de Riemann y mostré

que L(N) cambia de signo en las cercanias de N = 1,85 x  [i b (directamen-
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te era imposible hacerlo, ain con la computadora). El mismo aiio corrié igual suer-

te la conjetura de Turdn :

y se tardo un poco mas en descartar la conjetura de Mertens :

Si M(N) = X pu(n), entonces | M(N)|<+/N
n< N

Con estos antecedentes intentamos explorar algunas repercusiones inmediatas.
Por ejemplo, se pueden separar la ** parte par’’ y la *‘ parte impar’” de la funcion
{(z) y buscar expresiones similares a (2) para cada una de ellas y estudiar el

comportamiento de las sumas de los coeficientes. Para R(z) > 1, escribimos

_ 1 I
P(z) =iz t3t (parte par) ,
Izy=L 4 L.l .. (parte impar) ,

0 sea

P(z) = 27%{(2) I(z) = (1-27%) { (2) ,

como puede verificarse facilmente. Por consiguiente :

P22) _yz {22 .z s An -5 A __5 Al20)
P(z) {(z) n= n=

y también

122) _ 1-2%% (Q2) _ 5% £R2) - {(22)  PQR2)
1(z) 1-272  ((2) ((2) {(z) P(2)

_3 A S A s AQn=l)
=1 % n=1 2n)% a=1 (2p-1)%

En otras palabras, los coeficientés son separables y podemos considerar las sumas
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P(N) = X A(2n) 'y IN) = X A(2n-1) .
2n< N 2p-1<N

Para 2 <N < 20 tenemos la tabla siguiente :

n A(2n) SA(2n) A(2n-1) S A(2n-1)
2 o %

3 -1 .1
4 1 0

5 3 2
6 1 1

7 o -3
8 -1 0 ’

9 1 -2
10 1 1

11 i 53
12 -1 0

13 ) -1 4
14 1 1

15 1 -3
16 1 2

17 iy -4
18 i 1

19 -1 -5
20 4 0

Para 2 <N <100 se verifica que P(N)>0 é I(N)<0. ; Es esto cierto para
todo N ?

Con el objeto de examinar otras posibilidades, la conocida relacion

1
iy
¢ (2) P( T
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donde p recorre todos los nimeros primos, con la formula (1) nos da :

-In{(z)= X I (nL):, s uln)
n ¢ % n pr: n ":].%_

n

Derivando la primera y la dltima funciones (ésta es holomorfa si R(z) > 1) vy tenien-

do en cuenta la formula (3), resulta que

(;: M)(; M}: _; p(n) In n
7 =

=1 n® =1 n*? n=1 n*

=

y esto Sugi(’l‘(‘ comparar I()S ('()mp()rlmni('nlos (I(“ ( Z " (71))(

by
n<N S

n<N

!’(71)) y X " w(n)inn;

n-

en particular, de

(EI’(?I))+ S un) Inn.

W(N) = (Z,u(n)
n<N n<N

n<N

) . s . . N
Para los 19 primeros enteros positivos se tiene la tabla adjunta.  Como se ve en
ella, en este intervalo W(N) <0 yesto se comprueba también para N < 100. ;Se

puede afirmar lo mismo para todo N ?

Prosiguiendo en la misma direccion, se pueden examinar las circunstancias ana-
logas relacionadas con la funcion Z(z), una generalizacion de la funcion {(z) de

Riemann, realizada por Hecke en la forma :

7 (z) = Z —-I-T exp (4i arg m ),
m iml z
donde m recorre ahora los enteros del cuerpo numérico de Gauss, excepto 0 ; es-
to lo intentaremos p()sleri(arm(‘nlc.
De todos modos, después del trabajo pionero de Haselgrove [11, cada vez que

aparezca una nueva conjetura en la teoria de los nimeros, la computadora, adecua-

damente programada, tiene la palabra; y las conjeturas acompaiiaran a la teoria de
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los nimeros inevitablemente, quizas por la misma ** discreta infinitud’’ de los ente-
ros en donde se diluye la identificacion concreta de los hechos numéricos, cualquie-
ra que sea el sistema de numeracion empleado y por fino que sea el instrumento de
analisis logrado. Y en este aspecto la teoria de los nimeros se asemeja a la Fisi-
ca con sus grandes hipétesis; sélo que aqui las computadoras con sus algoritmos y

lenguajes proporcionan el campo experimental .
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