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OBSERVACIONES DID~CTICAS SOBRE EL CALCULO CON NUMEROS ORDINALES

por

Otto BAESSLER

Dedicado al Dr. Henri Yerly, b cj o cuya d ire cc io n he pasado los crio s rno s satisfactorios

de mi pr o te s io n .

Para muchos principiantes en Ia teoria de los conjuntos re su lta mas difi c il tra-

tar niimeros ordina les que cardi nale s. La razon es, segiin me p arece , que el concep-

to del numero cardinal puedc relacionarse [ac ilmeu tc con el concepto de

cantidad, m ien tra s que en el caso de los niimeros ord iuales semejante ayuda aparen-

teme nte no existe.

EI objeto de e stas paginas es mostrar, que una simple r epre scnt aclon geometri-

ca permite "ver" niimeros ordina le s y rnuchas de sus propiedades. De las proposi-

ciones que siguen, voy a suprimir algunas demostr acione s bien conocidas.

Sean A un conjunto cualquiera y R una rel acion de buen orden sobre A, es

decir, una re lacion re Ilexiva, an ti s ime trj ca y tran sit.iva, con respecto a la cua l ca-

da.subconjunto no vac io de A t iene un primer elemento. AI conjunto A bien or-

den ado por R Ie asignamos el simbo lo (A,R). EI primer e le mento de A 10 de-

signamos con min A, el iiltimo elemento (si e xis te] 10 designamos con max A (en
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algunos ca so s puede ser necesario escribir mas corre ct.ame nte min (A,R) y max

(A,R) i . En vez de (al, a2) f R escribimos "t Ra2 0 simplemenle al:;S ":

(Generalmenle el contexte de term ina a cua l re lac io n se ref iere el simbolo :;S).

<:». significa "i>": y alfa2.

(1) DEFINICION. Dos conjunlos bien orden ado s (A,R) y (B,S) se Haman

isom orfos (simbolo (A,R) '" (B,S)), si ex is te una b iyec ci on monotone entre ambos

conjuntos, es decir, una hiyecc ion /: A -e B que satisfaga

para toda

/ se llama un isomor jismo,

Obviamente, conjuntos isomorfos coinciden en todas sus propiedades que se re-

fiercn al ord en, Por ejemplo, el ultimo elemento existe 0 en ambos conjuntos 0 en

ninguno de ellos.

(2) PROPOSICION Y DEFINICION. Dada una familia j':= I(Ai' Ri) I if g ! de

conjuntos bien ordenados, la r e lacion .. "," es una rel a cion de equivalencia sobre

cr -- crJ-. La clase de e.quiva lenc ia (A,R) , engendrada por (A,R) e j , la l larnamos el

niim ero ordinal de (A,R). Designamos uurn ero s ordinales por 10 general con le-

tras griegas: IX = (A, R). Cada elemento de la clase (A,R)·= IX se llama un re-

pr cs cnt an te del nume ro ordinal IX.

Nota. Est~ definicion tiene el problema de que 10 definicion del numero ordinal depen-

de de 10 familia j'. (Desafortunadamente, el concepto de 10 familia de todos los conjuntos

bien ordenados es contradictoriol. E ste problema es serio. Se puede superar usando 10 defi-

nicion del numero ordinal de v. ~eumann, definicion totalmente distinta, mas abstracto y

mas diflcil para usarla de bose para un desarrollo de ideas intuitivas. Para un principiante,

el desarrollo de tales ideas intuitivas es esencial. Es por eso', que en un primer curso de

teoria de conjuntos prefiero 10 definicion (2) a 10 de v.Neumann. Los propiedades comunes
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Ie" grande.

de numeros ordinales s e pueden demostrar correctamente, i m oqj n o n do s e :f "sufi cientemen.

Poniendo IN(n)o' = {1,2, .. " n I y designando por el mom en to con::; el or-

tos :

den comun entre nu mero s naturales, podemos introducir los niimeros ordin ale s fini-

Siendo R = ¢ un buen orde n del conjunto A = ¢, ponemos

!!.o'=(¢,¢).

Los numero s ord inale s no [initos se llarnan trans linitos . Ponemos

wo'=(IN,::;) •

Ahora bien, representamos un numer o ordinal a = (A, R) geometricamente por un

representante (A,R) dibujado en forma de una f1echa :

A ..
,

x y

Fig. 1

En el dibujo vemos x < y. Elorden R:;;; A x A se puede rcpre sen tar geometri-

camerrte .en la siguiente forma:

A

A

AxA

Fig. 2
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(3)VEFIN1CION. Adicidn dendmeros ordinates. Sean ex, f3 numero s ordina-

les con reprcs en t ant e s (A, R) Y (B,5) , donde A n B = 1> . (Tares representan-

res disyuntos siempre se pueden co ns truir e incluir en la familia ~). EnLonces

ex+ f3 es el numero ordinal del conjunLo A U B , bien ord enado segun la siguiente

figura :

A B •

Fig. 3

EI dibujo ya dice to do. Pero definamoslo exactamente

Para toda x,y e AU B definimos

x S y : < = > (x e A II Y e B) V (x, y e A II x Ry) V (x,y ( B II xS y) •

Bautizamos este orden con R + 5, asi que

De la definicion de -R + 5 se puede concluir

R + 5 = R U 5 U A x B (oomparense las figuras 2 y 4)

A

B

A B

Fig. 4
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Para que (3) sea una definicion vali da, hay que demostrar, naturalmen te, que R+S

es un buen orden, y que la suma a + f3 esta bien definida, es decir, es independten-

te de los representantes escogidos: Que R + S es una re la cion de orden , "se veto

en fig. 4. EI purista 10 pue de verif icar, us ando la definicion de R + S. Ve amos aho-

ra, que R + S es un buen orden t Siendo C =I 1> un subconjunto de A U B r en el

caso C n A =I 1> vale min C = min (C n A) , y, en el caso C n A = 1>, vale

min C = min (C n B). La indep endenc ia resulta de la mane ra sigoiente: Siendo

A' n B' = 1>, /1 un isomorfismo de (A,R) sobre (A', R'), Y /2 un isomorfismo

de (B,S) sobre (B',S'), entonces /:=/1U/2 esunisomorfismode (AUB,'R+S)

sobre (A' UB',R'+S'). II

(4) PROPOS ICION. La adi cidn de ntimeros ordin ale s no es conmutatiua,

Demos tracidn t

A B
~

A ..
Fig. 5

El dibujo 10 dice todo : si a = (A,R) Y f3 = (B,S) tal que mdx A existe y mdx B

no, entonces max (A U B,R + S) no existe, mientras que max (A U B,S + R) s i exis-

teo Por con stgu icnt e, (A U B,R + S) t (A U B,S + R), Y eso impl ica que a + f3 =

(A U B, R + S) ;i (A U B, S + R) = f3 + a. •

Un ejemplo concreto es 1.. + w =I co + 1..

(5) PROPOSICION. La adicidn de nu merc s ordinales es aso ci atiua.

Demostradon: Sea (j, = (A,R) r f3 = (8,S) , Y = (C, T), con los representan-

tes disyuntos por parejas. Usando las flechas, la asociatividad salta a la vista.La

demostracron exacta es como sigue : Siendo (A U B) U C = AU (8 U C) basta
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mostrar (R + S) + T = R + (5+ T): En efecto

(R +S)+ T = (R U SUA x B) U (T U (A U B) x C)

=RUSUTUAxBUAxCUBxC

= (R U A x (B U C) ) U (S U TUB x C) = R + (S+ T). •

Las siguientes propfedades se pueden mostrar factlmen te :

a = Q + a = a + Q para toda a.

!!. +!!!:.. <s: +!!. para toda m,n e IN .

!!. + w = w of UJ +!!. para toda n e IN

(6)DEFINIc:;ION. Multiplicacion de ntimeros ordinal es, Sean a. f3 numeros or-

d in ales con representantes (A,R) , (B,S). Entonces a f3 es el numero ordinal del

conjunto B x A, ord enado Iexlco graficame nte . Es decir,

Bautizamos este orden con SR, de modo que

af3 = (A,R)- (B,S) : = (B x A, S R).

jlgual que en (3) hay que mostrar, que eI nuevo concepto esta bien definido!

Representamos el producto af3 de la m ane ra siguiente

A
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En caso que B sea un conjunto inf imto, se pueden dibujar sol ament e una s pocas

de las inn'umerables flechas. Mirando el dibujo desde el margen derecho de la pagi-

na, las f1echas de (B x A, SR J se s iguen como los renglones de un \ibro. Asi que

x < Y < Z , por ejemplo.

jNotese el intercambio de A,B y R,S en la definicion de a{3! Mas comun en

la literatura sobre numero s ordlnales (pero menos comodo para representarl o) es la

definicion de a {3 como numero ordinal del conjunto A,x B con el orde n "antile-

xicognifico" •

Las siguientes propiedades son conaecuenc ias faciles de (6) :

a = 1 • a"" a. 1 para toda a

o = Q • a= a. 0 para toda a

w = n • w i w.!! para toda 'n e l'¥ .

Veamos, por ejernplo,el ultimo caso para n = 2 :

(2,1)

J

Fig. 7

IN(2)

Fig. 8

Obviamente, el conjunto l'¥ x IN(2) en la figura 7 representa el mismo tipo de or-
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den que (N, ::::). De hecho, [i a.b) : == 2 t a-L) + b define un isomorfismo entre los

conjuntos bien orden ados N x N(2) yIN. Luego .?. co = w. En la figura 8 ve-

mos que el elemento (2,1) e 1N(2) x IN es un elemento distinto al primero y no tiene

predecesor in med iato, En la Figura 7, cu alqu ier el emen to de IN x 1N(2) distinto al

primero sf tiene predecesor inme.d iato, Luego los dos conjuntos ordeuados N x 1N(2),
Y IN (2) x IN no pueden ser isomorfos, es decir, 2. w i w • 2 .

Acabam os , pues, de demo strar :

(7) PROPOSICION. La multipli cacidn de nsimeros ordinales no es conmutativa."

Omitimos 10 demo s tecc icn de que 10 mu lt ip l ic cc lon es osociotivo. Los flechos no oyudon

mucho en este coso. 5, oyudo 10 ideo del orden lexicogrofico : interpretondo los elementosde

Ax.B x C como polobres de tres letros, obviomente se obtiene el mismo orden le xi co qr cfi c c

ordenondo 0 bien primero los "polobros porcioles" de Ax.B lexicogroficomente, 0 bien pri-

mero los polobros porcioles de B xC, y ordenondo de spue s segun 10 sobrante tercero resp.

primero letro.

(B) PROPOSIC(ON. La multipl icacidn de ntimero s ordinale s es distributiva por

la iz quierd a, con respecto ala adicidn, es de cir,

D'emos tracion t Sean (A,R) , (B,S) , (C, T) representantes de a, f3. y , resp ..

tales que B n C == ¢ ..

A
• •

...!-. ...L...JL....L..l..- +--..L....l~-...:...l

B C

Fig. 9
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Todo se lee en la figura 9: AI sumar (X f3 + a y, las f1echas correspondienles a

C A ud - It didx se ponen espues e as que correspon en a B x A, Y se o ht ien e el mis-

mo orden de (B U C) x A. De mane ra exacta : el isomorfismo requerido entre el

conjunto orden ado (B x A) U (C x A) que repr e sen ta a af3 + a y y el conjunto or-

denado (B U C) x A que represenla a a(f3+ y), es la apltcaeion ident ica .•

(9) PRO POSICION. La multiplic ac ion de ndmeros ordinales no es distributiva

por let derecha, con respecto a la adicidn,

D'emo stracidn , I.lsando resultados anleriores, obtenemo s el conlra-ejemplo

Alacamos ahora el problema de corn parar numeroa ordinales .

(10) DEFINICION. Sea (A,R) un conjunt o bien ordenado , a (A. Enlonces

se llama el segmento de A, generado por a. Designando el orden induc ido en

Aa por R con el mismo simbolo R, se ti en e que (Aa. R) tamhien es un conjun-

to bien orden ado,

(11) DEFINICION . Orden de ntimero s ordinal e s, Sean ex, f3 numero s ordinales

con repre sentan tes (A,R) , (B,S). Enlonces definimos

a < f3 : <=> 3 b ( B: (A, R) '" (B b' S) .

Se sobreentiende que ot ra vez hay que mostrar que el nuevo conc ep to e sta bien de-

finido.

En vez de eso vamos a demoslrar aqui , que verdaderamenle se trat.a de una rela-

c ion de orden , La relacion definida en (ll) es un orden estr ic to, es decir, una re-

laci{,n lrreflexlva, ant ietmetr ica y trans iti va. EI correspondienle orden dehi l (es de-
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cir ref'lexivo) se obt ien e definiendo como de costumbre: a ~ f3 : <=> a < f3 v a =f3,.

(12) PROPOSlClON. Sean a, f3 ,y ntimeros ordina le s, Entonce s vale

1) a ~ a Urrellexividad)

2) a < f3 < Y => a < y (trans itiuidad)

3) a < f3 => f3 {a (anti simetria)

(Ldgic amente e quiualent e a 3) es la [orma a < f3 f3 < a => a = (3) •

D'emo stra cion r Sean (A,R) , (B. S), (C, T) repre sentan te s de a. f3 , y •

1) D'emo stracidn indirecta. Supongamos a < a. Entonces existe un a (A Y

un isomorfismo I de (A. R) sobre (Aa• R). Por consiguiente vale Aa) [I x) < a

para toda x c A, en especial [La) < a. En virtud de la monotorria de I. obtene -

mos f(l(a)) « [t a) • y. en general,

i"" 1(a) < t" (a) r

(definiendo /1: = f. I~ 1: = 10 /n).

para toda n e l'V

A
a

A

Fig. 10

Entonces el conjunto M: = I In(a) I n e IN I obv iamente no tiene un primer e le >
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mento , 10 que contradice el heeho que A e.s bien ordenado,

Esta porte de (12) es equivalente a un tearerna de Zerrnelo que dice 10 siguiente: sien-

do f uno biyeccion monotone de un canjunto bien ordenado (A, R) sobre un subconjunto

(B, R) , vole a S f(a) para toda a e A) .

2) Por h ipote sie, existen elementos b e B, c fey dos isomoritsmos

f: A ....Bb Y s : B .... CC' Entonees g of e s un isomorfismo de (A,R) sobre

(CC' T). Por consiguiente, ten emos ex < y •

3) e s eonsecuencia inmediata de 2) y 1) . •

Omitimos la demostracion del siguiente teorema mas profundo :

(13) TEOREMA. EI orden de los ntimero s ordinale s es un orden completo,

(No neeesi tamos [a alinaacion aun mas fuerte que este orden es un buen orden].

(14) PROPQS/C/ON. Sean (A, R) un conjunto bien ord enado y Be A un sub-

conjunto cual quiera. Sean a: = (A,R) Y f3: = (B, R). Entonc es vale f3 s: a

Demostracion : (indirecta). Supongamos a < f3. Fntonees, existe un a (B Y

un isomorfismo f de (A,R) sobre (Ba, R). La con tradiccion deseada resulta de

la mis ma manera que en (l2). Por eonsiguiente, ten emos a { f3 . Con la ayuda de

(13) obten emos f3 < a. •

(E] ejemp lo de los numero s naturales pares (2 N, :s) en comparacion con

(IN, :s) muestra que ••=" es posible, aunque valga Be A ) .

No es difieil demostrar las siguientes propiedades

o < a para cualquier ntimero ordinal a

n < a para cualquier ntimero ordinal transfinito a y para cllalquier n ( IN .

w < a para cualquier ntimero ordinal transfinito a.

(15) PROPOS/CION. Sean a, f3 ntimeros ordinales cualesquiera. Entonces va-
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Ie

a) O'.:S f3 + a

b) a < 0'.+ f3 (si f3 i Q ) •

U emos tracidn r Sean (A,R) , (B, S) representantes disyuntos de a, f3 ,resp.

a) es consecueneia de (14) y de que

A C AU B y (A,R) = (A,R+S).

b) ..
A

"I ..
A b B

Fig. 11

Sea b: = min B. Entonees (A,R) = ((A U B)b' R + S). l.lsando (II), se obtie-

ne a < 0'.+ f3 (Ia apl icac ion ident ica es un isomorfismo]. M

EI he cho w = I + W muestra, que en a)no se puede poner < •

(16) PROPOSlClON. Sean a, f3 ntim eros ordinale s cuale s quiera con a I=Q .
Entonce s vale

a) f3 ~ -c. f3

b) a < a f3 (sl 1< f3,J •

D'emos tracion : Sean (A,R), (B,S) reprcecntante s de a, f3 ,resp .. Sea

a: = min A, b: = minB. En el caso b), b ' sea el sueesor inm ediato de b (pa-

ra la existencia de b ' se necesita 1< f3 , y el buen orden de (B,S)).

a) Sea M: = ! i x.a ) f x (B I. Entonees M ~ B x A. En la figura 12 vemos

que f3 = (M, SR). (EI dibujo facilita tamb ien el isomorfismo f, neeesario para la
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A

a

(B x A)(b',a)

(F', a)

Bb'b

Fig. 12

demostracion exacta : [Lx.a] : x para toda x e B). Entonces, por (14): (3 =;

(M, SR) :s (B x A, SR) = «ts ,

b) En la figura 12 vemos que (A, R) '" ( (B x A)(b',a)' SR). (Un isomorfismo I

para mostrar esto es I(x): = Lb,«) para toda x (A). Luego, por (11) : a <a(3 .•

EI hecho w = l.G muestra, que en a) no se puede poner <

EI siguiente teorema sobre el algoritmo e ucl ideo paranumeros ordinales es el

ultimo de estas paginas. Las mot ivaci one s para una demostracion comu n y corr ien-

te de este teorema no son muy Iacil e s para en tender, Un dibujo con las Ile chas ha-

ce tran sparente s las ideas esenciales, y la demo sttac inn-s e presenta sin di licu ltad

alguna.

(17) TEOREMA. (Algoritmo eu clideo), Sean a, (3 ntim ero s ordinales cuales -

quiera, con (3 i 2. Entonce s exis ten ntimer as ordinales tinicos 0 < a y p <(3,

tales que
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Demostracion: (No varno s a demostrar la unicidad, para la cua] necesitariamos

afgullas proposiciones mas, Iu era de las anterlore s). Demostramos entonces 'Ia exis-

de 0, p, ten emo s

te cia de tales num ero s ordin ale s 0 y p • Asumiendo un momento la existencia

De esto resultari a

a = (30 + P < (3 a+ (3 = (3 ( a + 1 ) .

(*) a<(3(a+1..).

Aplicando sucesivamente (16a), (I5h), (8), demoslramos la veracidad de (*) :

a,;:; (3 a < (3 a+ (3 = (3 a + (3 • 1.. = (3 ( «., 1..) •

Sean ahora (A',R), (R,S) re pre sent an te s de a + 1.. , (3 ,resp. Entonces e xi ste

de a, con A = A' C A' .m

m t = max A'. Siendo A: = A' .......1 m I , teuem os que (A, R) es un represenlanle

....... ·.r-_._..--...-....---------"-----T
~

B
.. b· . . . . . . . . .• .. t (a, b)

A' a m

Fig. 13

De (*) y (1) concluimos la existencia de un elemento t a.b) ( A' x B tal que
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(A,R) = (N m' R) es ieomorfo a] conjunto (( A' x »i: b)' RS) =: (C, RS). Asi

que, poniendo y: = (C, RS) r tenemos a= y. Buscando esLe conjunLo (C, RS) en

Ilgura 13, vemos claramente 10 que hay que hacer: Ponemos

o : = (A' R)a' ,

p : = ({ a Ix Bb: RS) .

En el dibujo vemos que en el rectangulo de f1echas represenLando a (3 (IX + !) , p

corresponde a la f1echa vertical chiqui La, y (30 corresponde a las f1echas anter io-

res a es ta, Por la definicion de la adicion de numeros ordinales, tenemos (3o+p '"

y '" IX. Ademas, obviamente O:S a y p < (3. EsLo es todo para el que sabe leer

en la figura 13. Para los que exigen mas, el dibujo nos ayuda a encontrar los isomer-

fismos necesariospara la demostrac ion rigurosa :

0:5 a se obtiene med iante (II) y la apl icacinn ident ic a de A'a en A'. (En el

caso a'" m obtenemos 0 '" a ) .

p < (3 se obt iene mediante (II) y la ap l icacton I, definida por I(a,x): = x pa-

ra Loda x e Bb. Siendo M: = {a I x Bb te nem os, que I es un isomorfismo de

(M, RS) sobre (B b' S). Por consign ient e , ·Lenemos p < (3, y ademas p = (B b'S),

Ahora (A~ x B, RS) = f30, por (6). Siendo (A~ x B) U M = (A' x B)(a,b) y

((A' x B) U M, RS + RS) sobreas iendo la apf icaclon ident ica un isomorfismo de

((A'x B)(a.b)' RS), obtenemos

(30 + P '" (A'axB, RS) + (M,RS) = ((A~x B) U M, RS+RS) = (( A' xB)(a,b)' RS) =

EI propio algoritmo eucHdeo se obtiene bautizando
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e i terando el proceso de (17). Se puede mostrar, que deapues de un niimero finito de

pasos se obt iene a 1 = a • 0 ,es decirn- n n a 1 = 0n+ -'

Con el merodo de las flechas se pueden visual izar un buen niimero de otras pro-

posiciones, no citadas aqui .
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