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por

Otto BAESSLER

Dedicado al Dr. Henri Yerly , bajo cuya direccion he pasado los anos mds satisfactorios

de mi profesion .

Para muchos principiantes en la teoria de los conjuntos resulta mas dificil tra-
tar nimeros ordinales que cardinales. La razon es, segin me parece, que el concep-
to del nimero cardinal puede relacionarse facilmente con el concepto de
cantidad, mientras que en el caso de los nimeros ordinales semejante ayuda aparen-
temente no existe.

El objeto de estas paginas es mostrar, que una simple representacion geométri-
ca permite ‘‘ver’’ nimeros ordinales y muchas de sus propiedades. De las proposi-
ciones que siguen, voy a suprimir algunas demostraciones bien conocidas.

Sean A un conjunto cualquieray R una relacion de buen orden sobre A, es
decir, una relacion reflexiva, antisimétrica y transitiva, con respecto a la cual ca-
da.subconjunto no vacio de A tiene un primer elemento. Al conjunto A bien or-
denado por R le asignamos el simbolo (A,R) . El primer elemento de A lo de -

signamos con min A, el ultimo elemento (si existe) lo designamos con max A (en
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algunos casos puede ser necesario escribir mas correctamente min (A,R) y mdx

(A,R) ). En vez de (a a2)e R escribimos a@,Ra, o simplemente a,< a,.

I 1 2
(Generalmente el contexto determina a cual relacion se refiere el simbolo <),

a <g2 significa a

1 s

(Say Y 4, # a,.
(1) DEFINICION . Dos conjuntos bien ordenados (A,R) y (B,S) se llaman
isomorfos (simbolo (A,R) = (B,S) ), si existe una biyeccion mondtona entre ambos

conjuntos, es decir, una biyecciéon f: A > B que satisfaga

ap<a,=> /(a1)<f(a2) paratoda a;,a,¢eA.

[ se llama un isomorfismo.
Obviamente, conjuntos isomorfos coinciden en todas sus propiedades que se re-
fieren al orden. Por ejemplo, el iltimo elemento existe 6 en ambos conjuntos 6 en

ninguno de ellos.

. = i s .

(2) PROPOSICION Y DEFINICION. Dada una familia $:= {(A;, R;) | ied}de
conjuntos bien ordenados, larelacion ‘="' es una relacién de equivalencia sobre
CE . 3 ra—— (99
$ . La clase de equivalencia (A,R), engendrada por (A,R) e S, lallamamos el
niimero ordinal de (A,R) . Designamos nimeros ordinales por lo general con le-
tras griegas : @ = (A, R) . Cada elemento de la clase (A,R)-= 0 se llama un re-
presentanté del nimero ordinal o .

Nota. Estadefinicién tiene el problema de que la definicion del nimero ordinal depen-
de'de la familia Fi (Desafortunadamente, el concepto de la familia de fodos los conjuntos
bien ordenados es contradictorio). Este problema es serio. Se puede superar usando la defi-
nicién del nimero ordinal de v. Neumann, definicidon totalmente distinta, mds abstracta y
més dificil para usarla de base para un desarrollo de ideas intuitivas. Para un principiante,

el desarrollo de tales ideas intuitivas es esencial. Es por eso, que en un primer curso de

teoria de conjuntos prefiero la definicion (2) a la de v.Neumann. L as propiedades comunes
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- 1 3 a3k s
de numeros ordinales se pueden demostrar correctamente, imagindndose .J *‘suficientemen -

te’’ grande.
Poniendo IN(,):=112,..., n} y designando por el momento con < el or -

den comin entre nimeros naturales, podemos introducir los némeros ordinales fini -

tos :

n:t :(W(n)‘ <) paratoda nelN.
Siendo R = ¢ un buen orden del conjunto A = ¢, ponemos
0:=(¢,9).
Los nimeros ordinales no finitos se llaman trans finitos. Ponemos
w:=(N, <) .

Ahora bien, representamos un nimero ordinal @ = (A, R) geométricamente por un

representante (A,R) dibujado en forma de una flecha :

;

Fig. 1

En el dibujo vemos x<y. Elorden R C Ax A se puede representar geométri-

camente .en la siguiente forma :

Ax A
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(3) DEFINICION. Adicion de niimeros ordinales . Sean O, 8 nimeros ordina-
les con representantes (A,R) y (B,S), donde A NB=¢. (Tales representan-
tes disyuntos siempre se pueden construir e incluir en la familia $) . Entonces

%4+ 8 es el nimero ordinal del conjunto A U B, bien ordenado segin la siguiente

figura :

} el |

Fig. 3
El dibujo ya dice todo. Pero definamoslo exactamente :
Para toda x,y ¢ AU B definimos
x<y:<=>(xeANyeB)V(x,ye AN xRy)V (x,y € B A xSy).

Bautizamos este orden con R + S, asi que

d+B=(AR)+(B,S):=(AUBR+S).
De la definicion de R + S se puede concluir

R+ S =RUSUAxB (comparense las figuras 2 y 4)

. #
AxB s
A
R
i -} ———
A B
Fig. 4
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Para que (3) sea una definicion valida, hay que demostrar, naturalmente, que R+§
"es un buen orden, y que la suma @+ 8 estd bien definida, es decir, es independien-
te de los representantes escogidos : OQue R + S es una relacion de orden, ‘‘se ve”
en fig. 4. El purista lo puede verificar, usando la definicion de R + S. Veamos aho-
ra, que R+ S es un buen orden : Siendo C # ¢ un subconjunto de AU B, en el
caso CNA#¢ vale min C=min(CN A),y,enel caso CNA=¢, vale
minC = min (CN B). La independencia resulta de la manera siguiente : Siendo
A'N B'=¢, f; un isomorfismo de (A,R) sobre (A’,R’), y f, un isomorfismo
de (B,S) sobre (B’,S’), entonces f:= f1 u f2 es un isomorfismo de (A UB,R+S)

sobre (A°UB’,R'+S5’) . m

(4) PROPOSICION. La adicion de nimeros ordinales no es conmutativa.

Demostracion :

A B B A

!
'
'
!

Fig. b

El dibujo lo dice todo : si @ = (A,R) y B = (B,S) tal que mdxA existe y mdxB
no, entonces mdx(A U B,R + §S) no existe, mientras que mdx(AU B,S + R) si exis-

te. Por consiguiente, (AUB,R+S) £ (AU B,S+ R), y eso implica que 0+ B =

(AUB,R+S)#(AUB,S+R) =8+, =
Un ejemplo concretoes 1 +w 7o+ 1

(5) PROPOSICION. La adicion de nfimeros ordinales es asociativa.
Demostracion : Sea 0 = (A,R), B =(B,S), y=(C,T), con los representan-
tes disyuntos por parejas. Usando las flechas, la asociatividad salta a la vista.La

demostracion exacta es como sigue : Siendo (AUB)U C=AU(BU C) basta
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mostrar (R+ S)+ T = R+(5S+T): En efecto
(R+8S)+T=(RUSUAxB)U(TU(AUB)xC)
=RUSUTUAxBUAxCUBxC
=(RUAxBUC))UBSUTUBxXxC)=R+ (5+T). m

Las siguientes propiedades se pueden mostrar facilmente :

=04+ x=04+0 paratoda .

]

n+m=m+n paratoda mne N.
[3)

1]

® +n paratoda ne N .

I=

+ o
(6) DEFINICION . Multiplicacion de ntimeros ordinales. Sean 0., 3 nimeros or-
dinales con representantes (A,R), (B,S). Entonces @[ es el nimero ordinal del
conjunto B x A, ordenado lexicograficamente . Fs decir, .
(bl,al)s(bz,az)-'<=> b1<b2V(b1= b2/\a15 az).

Bautizamos este orden con SR, de modo que

of = (A,R)-(B,S) : = (B x 4, S R).
iIgual que en (3) hay que mostrar, que el nuevo concepto esta bien definido!

Representamos el producto 08 de la manera siguiente :

-~
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En caso que B sea un conjunto infinito, se pueden dibujar solamente unas pocas
de las innumerables flechas. Mirando el dibujo desde el margen derecho de la pagi-
na, las flechas de (B x A, SR) se siguen como los renglones de un libro. Asi que
x<y<z , por ejemplo.

iNotese el intercambio de A,B y R,S en la definicion de o ! Mas comin en
la literatura sobre nimeros ordinales (pero menos comodo para representarlo) es la
definicion de @ 8 como niimero ordinal del conjunto A x B con el orden *‘antile-
xicografico’’.

Las siguientes propiedades son consecuencias faciles de (6) :

a=1.0=0.1 para toda o

0=0.0=0.0 paratoda O

w=n.0 Fw.n paratoda neN.

No)
Fig. 7 Fig. 8

Obviamente, el conjunto N x N(;) en la figura 7 representa el mismo tipo de or-
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den que (N, <). De hecho, f(a,b): = 2(a-1)+ b define un isomorfismo entre los
conjuntos bien ordenados N x N y N. Luego 2.0 =w. En la figura 8 ve-
mos que el elemento (2,1) ¢ N(5) x N es un elemento distinto al primero y no tiene
predecesor inmediato. En la figura 7, cualquier elemento de IN x N(y) distinto al
primero s{ tiene predecesor inmediato. Luego los dos conjuntos ordenados N x Ny
y N(Z) x IN no pueden ser isomorfos, es decir, 2 . ® Fw.2,

Acabamos, pues, de demostrar :

(7) PROPOSICION. La multiplicacion de nimeros ordinales no es conmutativa.m

Omitimos la demostracion de que la multiplicacién es asociativa. Las flechas no ayudan
mucho en este caso. Si ayuda la idea del orden lexicogrdfico : interpretando los elementos de
Ax B x C como palabras de tres letras, obviamente se obtiene el mismo orden lexicogrdfico

ordenando o bien primero las *palabras parciales’’ de AxB lexicograficamente, o bien pri-
P p P g p

mero las palabras parciales de B x C, y ordenando después segln la sobrante tercera resp.

primera letra.
(8) PROPOSICION. La multiplicacion de niimeros ordinales es distributiva por
la izquierda, con respecto a la adicion, es decir,
A(B+y) =aB+ ay .
Demostracion : Sean (A,R), (B,S), (C,T) representantes de O, B,y , resp,

tales que BNC=¢.

B G

o e

Fig. 9
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Todo se lee en la figura 9 : Al sumar @ 8+ ¢y, las flechas comrespondientes a
Cx A se ponen “después’ de las que corresponden a B x A, vy se obtiene el mis-
mo orden de (B U C) x A. De manera exacta : el isomorfismo requerido entre el
conjunto ordenado (B x A)U (C x A) que representaa ®f3+ 0y y el conjunto or-
denado (B U C) x A que representaa ®(B+y), eslaaplicacion idéntica. =
(9) PROPOSICION. La multiplicacion de niimeros ordinales no es distributiva
por la derecha, con respecto a la adicion.
Demostracion . Usando resultados anteriores, obtenemos el contra-ejemplo :
(l+_1)-w=£-w=w7‘(»-2=w(_1+l)=wol+w-l=l-w+1_-w. L]
Atacamos ahora el problema de comparar nimeros ordinales .
(10) DEFINICION. Sea (A,R) un conjunto bien ordenado, a¢ A. Entonces
Aa:= {xeA l x<al
se llama el segmento de A, generado por a. Designando el orden inducido en

A, por R con el mismo simbolo R, se tiene que (A, R) también es un conjun-

to bien ordenado.
(11) DEFINICION . Orden de niimeros ordinales. Sean @, 8 nimeros ordinales
con representantes (A,R), (B,S). Entonces definimos
G<B :<=> JbeB: (A,R)=(By,S5).
Se sobreentiende que otra vez hay que mostrar que el nuevo concepto esta bien de-
finido.
En vez de eso vamos a demostrar aqui, que verdaderamente se trata de una rela-

cion de orden. La relacion definida en (11) es un orden estricto, es decir, una re -

lacion irreflexiva, antisimétrica y transitiva. El correspondiente orden débil (es de-
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c.ir reflexivo) se obtiene definiendo como de costumbre : ¢<B:<=>a<B Vv A=,
(12) PROPOSICION. Sean 0., B,y mnimeros ordinales. Entonces vale
1) aga (irreflexividad)
2) A< B<Y =>0a<y (transitividad)
3) a<B=>pB+4a (antisimetria)

(Ldgicamente equivalente a 3) es la forma A< B <0=> 0= B).
Demostracion : Sean (A,R), (B,S), (C, T) representantes de 0, ,y.

1) Demostracion indirecta. Supongamos @ < @, Entonces existeun ae A y
un isomorfismo f de (A,R) sobre (A,, R). Por consiguiente vale A,D f(x)<a

para toda xe A, en especial f(a)<a. En virtud de la monotonia de f, obtene-

mos f(f(a) ) < f(a),y, en general,

f"+1(a) < f?(a), paratoda neN

(definiendo fl:=7, /™Li=f0/m).

A =240

/] |

4 !

¢ | I

! I

| !

A 3 2
fla [“(a) f(a)
Fig. 10

Entonces el conjunto M:=1{ f?(a) | ne N} obviamente no tiene un primer ele-
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mento, lo que contradice el hecho que A es bien ordenado.

Esta parte de (12) es equivalente a un teorema de Zermelo que dice lo siguiente : sien-
do f una biyeccién mondtona de un conjunto bien ordenado (A, R) sobre un subconjunto

(B,R), vale a < f(a) paratoda aeA).

2) Por hipétesis, existen elementos be¢B, ce C y dos isomorfismos
f:A-B,y g:B > C_. Entonces gof es un isomorfismo de (A,R) sobre
(C.,T). Por consiguiente, tenemos %<y .

3) es consecuencia inmediatade2)y 1). =

Omitimos la demostracion del siguiente teorema mas profundo :

(13) TEOREMA. El orden de los nimeros ordinales es un orden completo.

(No necesitamos la afirmacion ain mas fuerte que este orden es un buen orden).

(14) PROPOSICION. Sean (A,R) un conjunto bien ordenadoy B C A un sub-
conjunto cualquiera. Sean 0.: = (A,R) y [ :=(B,R). Entonces vale 8 < «

Demostracion : (indirecta). Supongamos ® <. WFntonces existeun ae B y
un isomorfismo f de (A,R) sobre (B ,R). La contradiccion deseada resulta de
la misma manera que en (12). Por consiguiente, tenemos @ ¢ 8. Con la ayuda de
(13) obtenemos B < @. ]

(El ejemplo de los nimeros naturales pares (2N, <) en comparacion con
(N, <) muestra que ‘="' es posible, aunque valga BC A ).

No es dificil demostrar las siguientes propiedades :

0 < o para cualquier nimero ordinal 0

n < O para cualquier ndmero ordinal transfinito 0.y para cualquier n € N .
w < O para cualquier nimero ordinal transfinito O .

(15) PROPOSICION. Sean ®, 3 nimeros ordinales cualesquiera. Entonces va-

201



le
a) aL B+
B)  a<d+ B (si B#0).
Demostracion : Sean (A,R), (B, S) representantes disyuntos de o, 3, resp.

a) es consecuencia de (14) y de que

ACAUB y (AR)=(AR+S).

b)
[ —
A
+ 4.: —
A b B
Fig. 11

Sea b: = min B. Entonces (A,R) = ((AU B),,R+S). Usando (11), se obtie-
ne <0+ B (la aplicacién idéntica es un isomorfismo). =
El hecho © =1+ muestra, que en a) no se puede poner < .,

(16) PROPOSICION. Sean ., 3 niimeros ordinales cualesquiera con 0.#0 .
Entonces vale
o B<ap
b) a<oB (81 1<B).

Demos tracion : Sean (A,R), (B,S) representantes de ¢ , 8 , resp. . Sea
a:=min A, b:= minB. Enelcaso b), b’ sea el sucesor inmediato de b (pa-
ra la existencia de b’ se necesita 1<f3 , y el buen ordende (B,S)).

a) Sea M:={(x,a) | xe B}, Entonces MC BxA. En la figura 12 vemos

que B = (M, SR) . (El dibujo facilita también el isomorfismo f, necesario para la
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(b, a)

Fig. 12

demostracion exacta : f(x,a) : = x para toda xe B). Entonces, por (14): B =

(M,SR) < (B x A, SR) = 0.3,

b) En la figura 12 vemos que (A, R) ~ ( (B x A)(b’,a)’ SR) . (Un isomorfismo f
para mostrar esto es f(x) := (b,x) para toda xe¢ A). Luego, por (11): 2 <0f.m

El hecho ® = 2.© muestra, que en a) no se puede poner <

El siguiente teorema sobre el algoritmo euclideo para nimeros ordinales es el
ultimo de estas paginas. Las motivaciones para una demostracion comin y corrien-
te de este teorema no son muy faciles para entender. Un dibujo con las flechas ha-
ce transparentes las ideas esenciales, y la demostracion se presenta sin dificultad

alguna.

(17) TEOREMA. (Algoritmo euclideo). Sean (., B nimeros ordinales cuales -
quiera, con B #0 . Entonces existen niimeros ordinales dnicos 6 < 0y p<fB,

tales que

OL=B5+p.

o
=
3¢



Demostracion : (No vamos a demostrar la unicidad, para la cual necesitariamos
algunas proposiciones mas, fuera de las anteriores). Demostramos entonces la exis-

tencia de tales nimeros ordinales 8 y p . Asumiendo un momento la existencia
de &, p,tenemos
C=B0+p<BarPB=L(as+1),

De esto resultaria
(*) a<B(asl).

Aplicando sucesivamente (16a), (15b), (8), demostramos la veracidad de (*) :

a<Ba<BorB=Ba+f.l=Blos]).

Sean ahora (A’,R), (B,S) representantes de @+ 1 , B | resp. Entonces existe

m: = mdx A’ . Siendo A:= A’~{m}, tenemos que (A, R) es un representante

de O, con AFA',”CA',

MY S g i T PN
y b ‘( b)
= 5 v ¥ =i #, P S a,
4. L 4 !
A’ a m
Fig. 13

De (*) y (11) concluimos la existencia de un elemento (a,b) ¢ A’ x B tal que
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(A,R) = (A'm,R) es isomorfo al conjunto  (( A’ x B)(a, B RS) =: (C,RS) . Asi
que, poniendo y : = (C, RS), tenemos 0=y, Buscando este conjunto (C, RS) en
figura 13, vemos claramente lo que hay que hacer : Ponemos

—

d:= (A'a,R),

p:=({alx By, RS).

En el dibujo vemos que en el rectangulo de flechas representando a (0 + 1),p
comresponde a la flecha vertical chiquita, y 80 corresponde a las flechas anterio-
res a esta. Por la definicion de la adicion de nimeros ordinales, tenemos Bd+p =
y =0 . Ademas, obviamente 8< @y p <B. Esto es todo para el que sabe leer
en la figura 13. Para los que exigen mds, el dibujo nos ayuda a encontrar los isomor-
fismos necesarios para la demostracion rigurosa :

8 < se obtiene mediante (11) y la aplicacion idénticade A’ en A’. (Enel
caso a=m obtenemos & =0).

p < B se obtiene mediante (11) y la aplicaciéon f, definida por f(a,x): = x pa-
ratoda xeB,. Siendo M :={a}x B, tenemos, que [ esun isomorfismo de
(M, RS) sobre (Bj,S). Por consiguiente, tenemos p < B, yademis p= (E;?)'.

Ahora (m) = B8, por(6). Siendo (A, xB)UM = (A’ x B)(a,b) y
siendo la aplicacion idéntica un isomorfismo de ( (A’ x B) UM, RS + RS) sobre

( (A’ x B)(a b) RS) , obtenemos

Bb +p = (A,xB, RS) + (M,RS) = ((A7xB) UM, RS+RS) = ((A*xB), 1), RS) =
= y =0 . ]
El propio algoritmo euclideo se obtiene bautizando

ao:=a;a1:=B;0ﬁ2:=p;b‘1:=3,



e iterando el proceso de (17). Se puede mostrar, que después de un nimero finito de
pasos se obtiene o 1=, Sn , es decir ocn+1 =0,
Con el método de las flechas se pueden visualizar un buen nimero de otras pro-

posiciones, no citadas aqui .

Seccion de Matemdticas
Universidad de Maguncia, Alemania
(Profesor honorario del Departamento de Matemdticas

de la Universidad de los Andes en Bogotd).

(Recibido en marzo de 1974).
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