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§ 1. In troduc cidn. En esta se~unda parte s e guiremos usando la notac ion introdu-

cida en la primera ([ 11), en la cual hemos expre sado la maxima e xtens ion abeliana

LalL deuncuerpolocal L/f2penlaforma Lq(~{3)=La' (3€LxmodLxq,

GaULaILq) es I1q = grupo de las ralce s q-esimas de 1 contenidas en L, donde

q es la potencia de p maxima con esta propiedad. Recordemos que los {3e LX mod

Lxq que satls Iaccn la anterior propiedad (l a cual hemos denominado p) fueron de-

te~minados en los teoremas 5 y 6 de [11 pero que, sin embargo, en el caso en que

L(y!;'c)IL, donde !;'q es una raiz primitiva q-esima de L, ram iflc ase totalmente

[I; teorema 6], un conocimiento explicito de los {3 que cumplian P requeria un

conocimiento tamhien exp lic ito de las bases cuya exi stenc ia se demostraba en los

teorema I y 2 de [11. Es, pues, nuestro propo sj to expl ic itar algunas de e sta s ba-

ses, en especial cuando L = fd
p

(!;,q) . Para ello sera ne ce sar io servirnos de algu-

nas re lacrcne s entre los simbolos locales y la ley de reciprocidad potencial. Pa-

ra las correspondrentes definiciones y resultados, y sus demostraciones, remitimos
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a [5: chapter 13] y [21.

PROPOSlClON 1. Sea dado Ef fP-((,q)' E= 1 tmdd n ), donde TT '" 1_(,q' En-

tonces :

a)

donde el miembro izquierdo representa al simb olo de reciprocidad potencial [5:

pig. 2431 Y (-, -) el simbolo local sobre fP-p((,q) con respecto a las poten ci as

q-e sim as,

b)

don de Nf!((,q)/ f! des igna la norma.

[ T f! ((, )/ f! (log E)] / q
(, q

q si P f- 2

donde Tf! ((, )/fl de signa la traz a y log el logaritmo p - ddic o. [ b) Y d) son las
q

llamadas formulas explicitas de la re ciproci dad .1

EI caso, repe rimos, en el cual estamos inleresados es aqu~1 en que L (~/(,q)/L

rami fica totalmen te y en el los (3 requeridos pueden bien ser unidades 0 bien pa-

rame tros uniformizadores de L. Pero e s to s iiltimos se determinan una vez que se

ha escogido un parametro un iform izador TT que cum pla (TT, (,q) '" 1. Por 10 tanto,

podemos lim itar nue stros calculos a las unidades de L, Y como NL/f!p,((,~ (V J~
U f2 ((, t : podemos siempre utilizar la siguiente

p q

PROPOSlClON 2. Seandados f!p((,q)';L. Ent.once s (3fLxmod L
xq

sa-
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tis/ace la propiedad P si, y solo si, ~p ((q) ( ~7P)/ 'R-p ((q) , donde (3' =

NL/til C"- )((3), s atis jac e Peon respecto al cuerpo fl (( i .st,p "'p p q

Ademas , podemos l im itarnos u nicament e a las unidades principales, pues

UL = 11~ x V L, 1 (Ilq es el grupo de las raices de 1 conlenidas en, L y de orden

primo con p) y ('I1'(q) = 1 si 'I(Il~ c i/": La d ificultad de los calc ulos , sin

embargo, puede ser tre me nda, En consecuencia, el s igu ie nte resuhado puede ser

Uli! si solo queremos exhibir un (3e LX m6d LX q que salisfaga P.

PROPOSICION 3. Span dadps L = 'lp ((q) Y (3( Ut..i : Entonces

a) L(Z!-;r)= L(V€) para algtln f,d (modTT), f(fl((q) Y ((3'(q)=

(f, (q)' donde TT= l-(q .

b) Las siguientes af irmacione s son equivalentes :

(I) L (~73)/L s atis fac e P

(II) \NL/fl (f) [-J 1 (mod p q )
p

WI) TL/f2 (f) "- 0 (mod pq)
p

D'emos tracidn: b) sigue de a) usand o la propos icion 1 y el hecho de que

NL/fl/f) = Nf2((/f2(f) si f( f2((q) (de igual modo para la tra za}, pues

f2((q)/f! ram il ic a tot al mcnte en p f5.· pags. 77 y 99] . Oemoslremos a): loman-

do f( f2(( ) lal que (3 f·1== 1 (mod pm) para TIl suf'lc ientement e grande, ohte-
q L .

nemos L (~l7fJ=L ( V'€) [5: pag. 226] y ((3 f-
1, (,) = 1 (por co nt inuidad, lo-

dos los elementos suficientemente cercanos a 1 son normas), es decir, ((3, (q)~

§ 2. Cdlculo explicito de algunas bases.

LEMA 1. [3: pag. 491 Y( f2/2 si, Y solo si, y == 1 (modS).

PROPOSICION 4. ~2(v73)/ f22 satis/~ce la condicion Psi, y solo si,
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Q=_1_26 3 mod Ilx2• Ademds i s i 77=2 entonces 77=2, a =1_772
=

fJ ", ~2 0

-3 y a1 = 1-77 =-1 lorman una b as e de f2; mod f!;2 que cumple las condicio-

nes del teorem a 2 en [1] .

D'emos tracidn r En efecto, como -3.j 1 (mod 8) y -3:= 1 (mod 4), siguese,

respectivamente, que -3 f f!;2 (por ellema n , que (22( .,(3)/(22 es inramifica-

do (pue sto que en Q(yTJ) /Q el primo 2 no ramifica ). Por otro lado, usando la

ley suple mentaria de la reciprocidad (proposicion I, a), obtenemos ,las siguientes

relaciones

(2,2)2 = 1 (2, -3)2 = --1 (2, .1 )2 = 1

(-3,-3)2 = 1 .. (-3, -1)2 = 1 .. (-I., -1)2 = - 1

de modo que 12, 3, -1 I es una base de Q; mod Q; 2 que cumple las condicio-

nes requeridas. Finalmente, si

m b hI 2f3 = 2 (-3) 0(_1) mod (2x
2

entone e s hI = 1 si, y solo si, f3 = 6, - 2,3, -1 (mod f!;~), y la proposrc ion re-

sult a entonces del teorem a 6, b); en [I].

COROLA RIO 1. Sea dada L (y'":1)/L totalmente ram ificada, Si f3 es una

unidad en L, entonce s L (y'{3)/L s at is [a ce la propiedad Psi, y solo si ,

NUfh({3) =-1 ,-2,3,6 mod (2;2

Demostracion: Resulta inme diatam ente de (NL/(2/{3), -1) = ({3, -1).

COROLARlO 2. Sean dadas L = Q2 ( y'(3) , {3 = ± 3 , ± 6 (mod (22). En-

tonces L(y'-l)/L ram ijic a totalmente si {3 = ± 2, ± 3, ± 6 (mod (2;2). Ade-

mas, se ti ene :
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dad de L, entonces la extension L (yE)/L s ati s jace Psi, y solo si, TJ 2 +

(3 e2 = - 1 ,- 2,3,6 mod f!5' 2 .

b) Si (3 = ± 3 (mod «s'> est amos en la s itua cidn del te orema 5 en [1] .

Demostradon: Del diagrama

y observando que

j) Para f3 = ± 2 , ± 6, ± 3 (mod f!5' 2) la extension fl2 (v{3)/ f!2 ramift-

ca lotalmente ; y

dediicese que L (V·l)/L ramifica totalmente solo cuan do (3 of 3 mod rLl2 .

EI resto sigue del corolar io 1 observando que NL /~2 (TJ + e v7J) = TJ2 +e2 (3 .

Nuestro caso siguiente es L = fl2 ('4) = f!2 (l~I). Para calcular una base

de LX mod Lx4 usam os el siguiente lema:

LEMA 2. (Eisenstein· Gauss) [6: pag. 961. Sea dada L= fl2(i). Enton·

ces
(,1-1)/2 -[(0:-1)+(3]/4

(E,iJ=i Y (E,77)=i

si E = 0:+ f3 i = 1 (mod 77 3), 77 = 1- i .
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,
PROPOS/CION 5. Sea dada L = fh(i) . Entonces

donde ao es cual quier elemento 4-primario de L, forman una base de LX mod

LX 4 que cum pie las condiciones del teorema .

Demostracion: Como g = q' = 1 (vease el teorema I en [1]) , podemos to-

mar a 1 = i Y ao arb itrur io y 4-primario. Delerminamos ahora a2 = a + f3 i ,

a, f3 e Z (podemos tomar a, f3 f:l pues e ste es denso en '12) segiin las cond i-

ciones
(a-1)/2

i
~1

1

y

Una sol uc ion de esle si ste ma de ecuaciones e st a dado por a = 7 t f3 "r: 6, TJ = 0

y e = 3 .

Consideremos ah ora L = f23 ((3)' Aqui usamos el

LEMA 3. (Einsenstein) [6: pag. 96]. Sean dados L = f23((3) y TT= 1-(3'

Entonce s
. (a-I)/3

(E, TT) = (3

si E = a + f3 (3 '" 1 (mod 3) .

PROPOSICION 6. Sea dada L = f23((3)' Entonce s

1 -TT, a2 = 4-3TT , do nde TT= 1-(3 ' forman una base de

pie las condiciones del teor ema 1 en [11 0

TT a = 1- TT3 a1 =, 0 '

LX mod Lx3 que cum-

D'emo stracidn : Sirviendose del lema 3, la dem oatracion prosigue como en la

propo si cion 5, obs ervando ahora que 1_TT3 es 3-primario [5: pag. 3531 .
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Obs eruacidn , A la luz de la propos ic lon I, el, el metodo usado en la anterior

propos iclon podri a usarse para determ inar a2 en el caso p > 3 r Y obtener asi

p3 qJ(p) extens ione s de L::= fJ/Sp) que cumplen P, a saber, aquellas definidas

por

donde a2" 0 (mod p). Oueremos anotar a qui que usando las formulas explicltas de

reciprocidad (proposicion I, b) y c), y a fin de encontrar un "z que s at isfaga

(aI' (2)::= (Sp' (2)::= Sp y (17, (2)::= 1 ,debemos necesariamenle lener que log

E I '2p' donde E", 1 (mod 17), 17 ::= l-Sq" esto evidenlemenle dificulta la larea •

Podriamos pregunlarnos si la muy c anon ica base 17::= 1- Sp' ao ::= l-17P, al =1-17

<> 1_17V, v =2, ... ,p-I de LX mod LXP, L = '2p(Sp)' sat isfae e lascondi-

ciones requer idas, Desaforlunadamenle, eSle no es el caso, En efeclo, usando las

siguienles propiedades [4: pag. 3S:l] ,

i) L (~a )/L es inramificada ;o

ii) (av' aIJ.) = (av' aV+IJ.)(av+IJ.' ap' )(av+IJ.,17rIJ., donde av::= l_17V ,

V = 1,2, p-1 r y, por supuesto, ao = ap ,.

si v + IJ. ~ P+ 1, enlonces (a, (3) = 1 cuando a f U L, J~' (3 e U L, v

!s si v::= p

((Xv' 17) = I

P

en el caso contrar io •

iii)

vemos Iac ilmente que para p =3, (aI' (2) == 1 i S3' de modo que la condic ion

(jv) del leorema I en [I] no subsisle. Sin embargo, no debe sorprendernos el hecho

de que para el primo 2 las cosas marchen, como 10 vimos en la proposicion 4. Nues-

lrosiguienle ejemplo es L = ~2 (Y-3). En esle caso demoslramos la

PROPOSICl6N 7. S; L = ~2 (y-3), entonces 17=2, ao' al = -1 Y a2 =
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2 + y-:J, donde a es cualquier elemento 2-primario de L, forman una bas e.de lo

tipo re querido, de LX mod LX 2 .

D'emos tra.cidn : Como f!2 (y-:J)/fh es inram ific ada (proposicion 4 ), 2 es

au n un parame tro un lformizador de f22 (y-3). Sabemo~ tambien que g = q'=l ,por

el corolario 2,a), proposf cion 4. Sea entonces ao cualquier elemento 2 -pr imario

de L, y tomemos TT=2, a1 =-1 . Queremos determinar a2 de tal mane ra que

(los miembros derechos se ,calculan sobre (22)' podcmosvertflcar que a2 = 2+/J

satisface ambaacondi cloue s .

Veamos ahora como se calculan bases del tipo requerido si L = f!.2(y{3),

f3 ± 2, ± 6 (mod (252). En todo s estos cas os, q ' = g =1, de modo que toma-

mos a1 = -1,. obv iam en te , L (y"':3)/L es inramificada, pud icnduse tomar de nue-

vo a0 = -3 . En seguida escogemos TT de tal mane ra que (TT,-1) = (NL/ f!/TT ),-1)=

1 (esto es Iae il por tant eo 0 decualquier otra mane ra ), Solo falta determinar una

unidad ai tal que (-1, a'2) =-1 y (TT,ai) =.(ao,ai) = 1. Val iendonoe de la

rel acion (ai, -1) = (NL/f!.2 (a2),-1)2' es Iacil determinar a'2 en forma tal que

(a;,-1) =J-1, ai) = -1 .. como siempre se tiene (ai, ao) = 1, el un ico hecho

, S 'que Ia lta es decidir si (a2, TT) = 1 0 no. i por acaso (a2, TT) = -1 , entonces

a2 = -3 ai se en cargara de 10 que queremos, pues (a2, TT) = (- 3, TT)(a'2' TT) =

(-1)(-1) =1. Tomemos, por ejemplo, L = f22(y2). En este caso, podemos de-

term in ar

tal como se ha indicado arriba. Ahora bien, (4 +3 y2, 1+ vf2) = 1 <=> 4+3{2
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es una norma proveniente de f!2 ( '.12, '.I 1 + 'J1' ) <"'> 4 + 3 .,f2 = (a + f3 pl -
(TJ+ ~ y-1)2 (1 + Vi). a, f3. TJ ' ~ e 22 <"'> el sistema de ecuaciones d iofant icas

a 2 + 2 f32 - TJ2-2 e-4 TJ~ = 4

2af3-2TJ~_TJ2_2 e = 3

tiene soluclon en '12. Este parece ser dificil. Por eso usamos el siguiente siste-

rna

2 2 2--2a +2f3 +3TJ +6~ +12Tf~=4

2 af3 + 3 Tf2 + 6 ~2 + 6 Tf~ = 3 .

el cual, por un razonamiento analogo al anterior, tiene so lue ion si, y solo si ,

(4 + 3 J2, -3 (l + '.12) ) = 1. Por tanteo, encontramos a = 1 , f3 = 0 • ~ = 0 r

TJ = 1 . De modo que hemos demostrado la

PROPOS1CION 8. Si L = f2 (y-1), entonce s tr = 4 + 3 '.12, ao =";3 , a1 '"

-1 Y a2 = -3 ( 1 + y-1) forman una base de LX mod LX 2 que satisface las con-

dicione s requeridas,

COROLARIO. E] sistema de ecuac ione s dio kint icas

a2 + 2 f32- Tf2_2~2_4Tf'~ = 4

2a f3 - 2 TJ~ - r/ - 2 e = 3

no tiene s olucione s ent era s,

Ob seruacidn , Este corolario pone de man ifie sto nuevamente la estrecha rela-

cion que existe entre la ley de reclproc idad y las formas norm icas [2 : capitulo 11].
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