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SOBRE EL K-COMPLETADO DE UN MODULO DE HILBERT
por

Rolando SAENZ

Este articulo corresponde a las iltimas secciones del trabajo “‘El K -Comple-
tado de un Médulo de Hilbert” que el autor presento para obtener el titulo de Ma-
gister Scientiae en matematicas, en la Facultad de Ciencias de la Universidad Na-
cional de Colombia . Se hace entonces necesario, para la me jor comprension del ar-
ticulo, hacer algunos comentarios sobre las primeras secciones.

Un algebra de Stone C(S) es el dlgebra de Banach de las funciones a valor
complejo definidas y continuas en S, donde § es un espacio de Stone (es de-
cir un espacio topologico compacto, de Hausdorfl y extremadamente disconexo).kn
un espacio de Stone S se puede demostrar el siguiente teorema que es de vital
importancia en el desarrollo de este trabajo : Si X es un subconjunto abierto de
S, densoen S y [ es una funcion continua 'y acotada de X en S, entonces [ se
puede extender (de manera dnica) a una funcion en C(S) .

Un C(S)-médulo de Hilbert H en el cual se ha definido un producto interno
con valores en C(S) se llama un médulo pre-Hilbert (sobre C(S)) . Si ademds H
es completo para la norma inducida por el producto interno (lle]l =ll<o,0>]])
se dice que H es un modulo de Hilbert.

En este articulo identificaremos un médulo de Hilbert H (sobre C(S)) con
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un cierto espacio de funciones I'(7), definidas y continuas en S. En efecto ,
se puede demostrar que existe un isomorfismo de médulos, que conserva el produc-

to interno, de H sobre ['(#). Describiremos brevemente el espacio ['(7) .,

Sea Kx={neH:<h,hb>(x)=01}. Kx es un submodulo cerrado de H y
Hx= H/Kx es un espacio de Hilbert sobre € con las operaciones naturales y con
el producto interno definido por < b, g>=<h, g> (x). H_ se denomina la fibra

sobre x.

Sean E =fost y 7 la proyeccion de E sobre S (w7 (h+ Kx) = x). Enton-

-~

ces para he H se define la seccion b de E sobre S por b(x) =h+ K, yse
dota a E de una topologia tal que las inicas secciones continuas de E (sobre §)
sean las funciones ; . I'(7) es precisamente el conjunto de las secciones conti-
nuas de E (sobre §). I'(#) con las operaciones naturales y con el producto in-
terno <o,7> (x) = <o (x), 7(x)> es un C(5)-moédulo de Hilbert isomorfo a H.En

I'(7) se tiene

loll= 1< o031l = sup I ||y lol(9 = <0050 = [lo ],

donde la norma de la derecha en las igualdades anteriores es la norma inducida

por el producto interno en la fibra correspondiente.

1. K- MODULOS DE HILBERT

DEFINICION 1. Un médulo de Hilbert sobre C(S) se denomina un K -modu-

lo de Hilbert (sobre C(S)) si se satisfacen las dos condiciones siguientes

(KO) Sea {eﬂ una familia de proyecciones ortogonales en C(S) con m.c.
s.Ve y sea p un elemento de H tal que e¢; p =0 para todo i, entonces ep=0.

1) Una funcién f€C(S) se dice una proyeccién si f(x)=0 o f(x)=1 para todo x€S. Dos
proyecciones f,ge C(S) se dicen ortogonales si -fg = 0. Se puede demostrar facilmente

que toda familia de proyecciones en C(S) tiene una minima cota superior (m.c.s.).
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(K;) Sea {ei} una familia de proyecciones ortogonales en C(S) son m.c.s.
1, y sea { Pi} un subconjunto acotado de H, entonces existe un eleme nto peH
tal que e;p;=e,p paratodo i.
De (K,) se sigue inmediatamente que el elemento p ‘en (K;) es inico.
LEMA 1. Todo m6dulo de Hilbert sobre un dlgebra de Stone satisface (K ) .
Demostracion. Sea T'(7) un médulo de Hilbert sobre un algebra de Stone - :

$(C) y sean {ei} proyecciones orlogonvales en C(S) conm.c.s. ¢ y p un ele-

mento de I'(7) tal que ei‘p = 0 para todo i. Entonces |e;p | =0 para todo i

ypuestoque e;|p|=|e;p| y |p| €sunelementode C(S), se sigue que
2)

| ep|=e|p|=0"yestoimplicaque ep=0. x

2. EL K- COMPLETADO DE UN MODULO DE HILBERT

El objetivo de esta seccion y de la siguiente es probar que todo médulo de Hil-
bert puede completarse en el sentido de la definicion. En otras palabras, que dado
un modulo de Hilbert H es posible construir un K-médulo de Hilbert H 1al que
H sea un submédulo de H, y tal que todo operador acotado de H en un K- mo-
dulo de Hilbert H’ se puede extender de manera tnica a un operador acotado de
Hen H'.

LEMA 2. Todo mddulo pre-Hilbert puede completarse para obtener un modu-
lo de Hilbert.

Demostracion . No daremos los detalles de la demostracion ya que el proce-

2) sj {ei } son proyecciones ortogonales com m.c.s. e y e€;f= 0, doade fe C(S) ,en-

tonces ef=10.
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so de completacion es exactamente el mismo que se utiliza para completar un es-

pacio pre-Hilbert.

Si H es un médulo pre-Hilbert sobre un algebra de Stone y L es el conjunto
delas sucesiones de Cauchy en H , su completado H es el espacio cociente H=

L/~ donde ~es larelacion de equivalencia en L definida por {p, I~{ A | si

y solo si Hpn—/\nll—>0 cuando 7 > ~ ,

En H se define el siguiente producto interno

<pLA> = nl_z'zzo <p, A, >
donde p = tp,d y A= {)\n} son sucesiones de Cauchy en: H. =

-~

COROLARIO 1. H es isomorfo a un submodulo de H denso en H. m
COROLARIO 2. H es dnico salvo isomorfismos. =

Sea I'(7) un m6dulo de Hilbert sobre un algebra de Stone y sea E el espa-
cio topologico definido en la introduccion. Notaremos por X (7) al conjunto de
las secciones acotadas de § en E .

Nota. Una seccion p se dice acotada si el conjunto tllpx) ]| seSt es
acotado. La norma es la inducida por el producto interno en la fibra correspondien-
te.-

Es claro que X (7) con las operaciones naturales y con la norma definida

por

lell = su [l el
X€
esun C(S) - moédulo normado.

Sea H, el subconjunto de 2 (7) definido por: pe H, siy so6lo si existe

en C(S) una familia de proyecciones ortogonales { e;} conm.c.s. I tal que
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e;pel" (m) paratodo i.

es un submddulo de 3(7) que contiene 1'(m) .

LEMA 3, H,

Demostracion. Sean p, \e H, vy sean { e;}y ff]-§ familias de proyeccio-
nes ortogonales en C(S) con m.c.s. I tales que eip, /]. AeD'(7) paratodo i

y para todo j. Entonces | e; f]- { es una familia de proyecciones ortogonales en

C(S) conm.c.s. I,y

(el-/']-) (p+)\)=(ei/]-)p+(eif]-) A:f].(ez-p)+el-(f]-)\),

de donde se sigue que (el-f]-) (p+A) el (7) paratodo i ytodo j.

Ahora, si fe C(S), de
e;(fp) = (eif) p=fle;p)

se sigue que fpeH .
['(7) es una seccion acotada y

Finalmente, puesto que todo elemento de
Ip=p esclaroque ['(7) esta contenido en H,. ™

Sean p y A elementos de H, y sean {e; fy {f]} familias de proyec -
eslan en

ciones ortogonales en C(S) con m.c.s. 1 tales que e;p y /l-)\

['(7) para todo i y paratodo j.
Sea {gi].}= {el.f]-} ysea X =U Xij donde Xij= fxeS; gi]-(x) =11,
entonces la funcion <p ,A>  definida por

<p,)\>o (x) =<p(x), Ax) >

es una funcion continua en X . En efecto, <p,A> (x) =< g;iP> gij)\ > (x) pa-

ratodo xe Xz'j y puesto que las funciones <g;;p, gi].)\ > son continuas y los
. son abiertos y disyuntos se sigue que <p,A>, es continua en

conjuntos Xil
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Por otra parte, de la desigualdad de Cauchy-Schwarz

[<p(x), A(x)> | <{|lp)]|] ||[A0) |}

se sigue que <p, /\>o es acotada y por el lema 2 existe una dnica funcién <p,A>

definida y continua en § que coincide con <p,A>, en X.

LEMA 4. La funcion < p,A> no depende de la eleccion de las proyecciones

ortogonaleslie;} y {fjf i

Demostracion. Es suficiente demostrar que si f y f* son funciones conti -
nuas y acotadas en X y X' respectivamente, tales que f(x) = f’(x) para todo
xe XN X*, donde X y X' son subconjuntos densos en S, sus extensiones con-
tinuas a todo el espacio S son iguales. Pero esto se sigue inmediatamente del
hecho de que X N X’ es un conjunto denso en § y por tanto existe una dnrica
funcion g definida y continua en S tal que g(x) = f(x) = f’(x) para cada x en

Xnx:’. ]
LEMA 5. <.,> es un producto interno sobre H = con valores en C(S).

Demostracion. Se comprueban facilmente las cuatro propiedades del producto
interno. A manera de ejemplo probaremos la primera propiedad.

Sean p y A elementos de H, ysea X como en la definicion de <p,A> .

En tonces

<P (x) = <p,A>, (x) = <p(x), AMx)> = <A(x), p(x) > = <A, p>, (x)= <\, p> (x)

para todo x e X, y de la unicidad de las extensiones continuas se sigue que

& N = R DD L]

Nétese que si p, Ae['(7), entonces el producto interno del lema 4 coinci-
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de con el producto interno sobre I'(7) .
Se ha demostrado que H, con el producto interno definido anteriormente es un
moédulo pre-Hilbert (sobre C(S)) que contiene a ['(7) ,
Sea H el completado de H_, entonces H, puede considerarse como un sub-
médulo de H (denso en H) y por tanto ['(7) puede también considerarse como
un submédulo de H.

Probaremos ahora que H esun K-médulo de Hilbert (sobre C(S)) con lo

cual habremos conseguido la primera parte de nuestro objetivo.

TEOREMA 1. El completado H del mdulo pre-Hilbert H, es un K-mddulo
de Hilbert sobre C(S) que contiene a 1'(n) ,

Demostracion : Puesto que H es obviamente un modulo de Hilbert sobre C(S)
y todo médulo de Hilbert sobre un algebra de Stone satisface la propiedad (K;) de
la definicién 1, nos queda inicamente por demostrar que se satisface la propiedad
(Ky) .

Primero probaremos (K ;) para una familia lp,-} de elementos de H .

Sea {e;} una familia de proyecciones ortogonales en C(S) con m.c.s. I 'y
sea {pi } una familia acotada de elementos de H,. Notaremos por U; al con-
junto siguiente

Ui= {xeS ; el-(x)=1 Lg

Ahora bien, sea p la seccion definida por

p(x) - pi (x)

si x¢ Ui y p(x) =0 si x¢U, donde U =U U;-
Es claro que p es una seccion acotada en § y que
e;p=e;p; para todo 7.
Ahora, para cada i sea {

/.(i) } una familia de proyecciones ortogonales en
1; :
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C(S) con m.c.s. I tal que fj(,i) p; es un elemento de I'(7) para todo j;j y sea
i

(i) — (i) . (7)
&, eif].i ; entonces {g]-l_ }i’ji

en C(5) con m.c.s. 1. Mas ain, puesto que

es una familia de proyecciones ortogonales

(i) - _(2)
gji P gjz' P;

para todo 7 y todo j; y g]-(‘i) p; € '(7) , setiene que peH, .
i

Considérese ahora una familia acotada tp;} de elementos de H. Puesto que
H, es denso en H, para cada entero positivo » y cada elemento p; existe un
(i)
ele
leme nto A,” en H,  tal que

(i) 1
<d,

e~ A

n
- e (i)
de donde se concluye que para cada entero positivo » la familia { A, 1; esaco-

tada y por la primera parte de la demostracion de este teorema existe un elemento

o, € H, 1al que

€;0, = e; /\(’:) para todo 7.
De las desigualdades
lle;3,- ;8,11 = 11 A= e M [ < I eAP=e ;011 411 ;o =2 S < 1P ;1] +
! ) 1 1
o= 2P (<
se sigue que || 5,-0, || < 71” lo cual implica que {3, es una sucesion de

Cauchy. Sea entonces p e H el limite de la sucesion | 811} . Probaremos que
e;p=e;p; paratodo i, (1)

con lo cual quedara demostrado el teorema.
Pero (1) se deduce de

ejpre;pill < Il e; pmedy 1 +11e;0,~ esp; |l <llp=8, 11+ [|AP=p, I
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puesto que las dos dltimas normas tienden a cero cuando 7 tiende a infinito. =

DEFINICION 2. H se denomina el K- completado del modulo de Hilbert 1'(7),

3. OPERADORES ACOTADOS

Sean H y K médulos de Hilbert sobre un algebra de Stone  C(S) . Por un ope-
rador acotado T de H en K se entiende una aplicacion continua de H en K

que es a su vez un homomorfismo de médulos. .

TEOREMA 2. Sea 1'(n) un modulo de Hilbert sobre un dlgebra de Stone C(S)
y sea H su K- completado. Si T es un operador acotado de 1'(7) en un K-modu-
lo de Hilbert H’ sobre C(S), existe un dnico operador acotado S de H en H' s

tal que su restriccion a 1(7) coincide con T .

Notese que, al igual que antes, se esia considerando a I'(7) como un submé-
dulo de H .

Demostracion. Sea H el modulo pre-Hilbert definido anteriormente. |’r()l)arc;
mos primero que el operador T se puede extender a un operador acotado T’ de
H_  en H’ yluego extenderemos T° aun operador acotado § de H en H'.

Sea p un elemento de H  ysea le;} una familia de proyecciones ortogo-
nales con m.c.s. I tal que e;pel'(7) paratodo i, ysea A; = T(e;p) .Pues-
to que T es un operador acotado la familia {)\l} es acotaday como H’ esun
K-modulo de Hilbert existe un tnico elemento A€ H® tal que e;A; = ¢;A para
todo 7.

Definimos entonces

T'(p) =A.
Ahora, si {f:] es otra familia de proyecciones ortogonales en C(S) con m.c.
4 ]
s. 1 1al que fipe ['(7) paratodo j y A’ es tal que T(/]-p) = f].T(/]-p) =

]].)\', de
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el- f]' (A—A.) = fj(ei)\)-ei(f]-/\')= ij(eiP)-eiT(ij) =T(eif]-p—eif]~p) =0

y de la propiedad (K, ) de los K-médulos se sigue que A=A".

Hemos demostrado que la aplicacion T' esta bien definida. Por otra parte es
claro que T’(p) = T(p) paratodo pel(7), T’ es un homomorfismo de médu-
los. En efecto, sean p, Ae H, ysean p’' y A" sus imagenes por la aplicacion
T'. Si | eii y {f]- }  son proyecciones ortogonales en C(S) con m.c.s. I 1a-
les que e;py f]. A estan en I'(7) paratodo i ytodo j, entonces | e; fj }
son proyecciones ortogonales con m.c.s. I tales que eif]- (p+A)el'(7) para
todo j.

De la definicion de la aplicacion T se sigue entonces que

Tle; [;(p+N))=¢; ;i T" (p+A). (1)

Por otra parte

T(e; /].(p+)\) ) = T(el-/jP) + T(eif]./\)= eif]-(p'+)\’) s (2)
De (1) y (2) se concluye que
T'(p+A)=p"+ A" =T"(p)+T"'(N).

Ue manera similar, si /e C(S) puesto que e, (fp) = fle;p) el'(m), de las

igualdades
T(el-(fp) ) & fT(eip) Zies (fp’)

se sigue que

T'(fp)=fT' (p).

Con esto queda probado que T’ es un homomorfismo de modulos.

Por altimo, si M es un nimero positivo tal que || T(8) || < M || || para

todo 6el'(w), de
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lle; T*(p) [l =i Tle;p) || <Ml e;p|l<M|lp]|
se deduce que la aplicacion T* es continua.

Ahora, sea § la aplicacion de H en H’ definida de la siguiente manera :

Sea p un elemento de H, ysea {p | una sucesion de elementos de H , que

converge a p. Se define entonces

S(p) =1lim T'(p,)

n -» o0

Noétese que el limite de la derecha existe, ya que

HT*(p, =T (p ) =]l T*(p=p,) | <M |l p= Pyl
(donde M es un nimero positivo tal que |[T*(0) || < M ||6 || paratodo O H)
y por anto, { T’(p, )} es una sucesion de Cauchy.

Por otra parte, la definicion de la aplicacion S no depende de la eleccion de
la sucesion {Pn§ . En efecto, si {)\n} es ofra sucesion en H, que converge a

p, entonces

T Q=S || < N TN ,)=T(p ) ||+ [T, )-S(p)[| < M {[Ap,ll +
+1 T*(p,)=S(p) ||,

donde las dos iltimas normas tienden a cero cuando 7 tiende a infinito, y esto
implica precisamente que

lim T*(\,)=S(p)

n-xo

Que S es un homomorfismo de médulos resulta inmediatamente de las propie-

dades de los limites.

La aplicacion § es continua puesto que
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HT(p) ll= tim [ T*(p,) [ <M(Uim {1 p,!1)=M!!p ]|

i
n->o00 n-»oc s

donde M estal que |!T°(8)|[< M| 6! paratodo SeH,, yesclaro que §
es una extension de T’ y por tanto una extension de T .

Para terminar con la demostracion de este teorema probaremos que la extension
§$ es unica.

En efecto, sea R un operador acotado de Hoen H' cuya restriccion a ['(7)
coincide con T y sean p un elemento de Ho y | el-} proyecciones ortogonales

en C(S) con m.c.s. I tales que e;pel'(7) paratodo i. Entonces
¢; (S(p)=R(p)) =Sle;p)= R(e;p) =0

para todo 7, por tanto S(p) = R(p).

Hemos demostrado que § y R coinciden en Ho %

Ahora bien, sea p un elemento arbitrario de H y sea {p | una sucesion

n

en H_ que convergea p, entonces

S(p,) = R(p,)
para todo nimero entero positivo n . Haciendo tender » a infinito, de la conti -
nuidad de los operadores § y R se sigue que S(p) = R(p) y en consecuencia

.= R.. ]
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