
Reuis ta Colombiana de Matemtiticas

Volumen VllI (1974), ptigs. 253 _265

SOBRE EL K·COMPLETADO DE UN MODULO DE HILBERT

por

Rolando SAENZ

Este articulo corresponde a las u lt imas secciones del trabajo "E'I K -Comple-

tado de un Modulo de Hilbert" que el autor presen to para obtener el titulo de Ma-

gisterScientiae en matemat icas, en la Facultad de Ciencias de la Universidad Na-

cional de Colombia, Se hace entonces necesario, para la mejor compren aio n-del ar-

ticulo, hacer algunos comentarios sobre las primeras secciones.

Un algebra de Stone C(S) es el algebra de Banach de las funciones a valor

complejo definidas y continuas en S, don de S es un espacio de Stone (es de-

cir UII e spacio topo log ico compacto , de Hausdorff y extrem adamen te di sconexo l.En

un e spac io de Stone S se puede demostrar el siguiente te ore ma que es de vital

importancia en el desarrollo de este trabajo : Si X es un subconjunto abierto de

S, denso en S y f es una [un cidn continua y aco tada de X en S, entonc es f se

p ue de extender (de manera unica) a una [uncidn en C(S).

Un C(S)-modulo de Hilbert H en el cual se ha definido un producto in te rno

COli valores en C(S) se llama un modulo pre-H ilbert (sobre C(S)). Si ademas H

es complete para la norma indue ida por el producto interno (II a II = II< a, o > II )
se d ice que lJ es un mod ulo de Hilbert.

En este articu 10 tdenriflcaremos UII modulo de Hilbert H (sohre C(S)) con

253



un cierto espacio de funciones ['(TT), definidas y continuas en S. En efecto ,

se puede demostrar que existe un isomorfismo de modu los, que conserva el pro due-

to interno, de H sobre ['(TT). Oescribiremos brevemente el espacio ['(17).

Sea Kx = ! n E H : < h, h > (x) = 0 I. Kx es un submodu]o cerrado de H y

Hx= H/Kx es un espac lo de Hilbert sobre (; con las operaciones naturales y con

el producto interno definido por < h, g > = < b, s> i x), Hx se de norn in a la [ibra

sobre x,

Sean E = U H Y TT la proyecclon de E sobre S (TT ib + Kx)· = x) , Enron-
XES x

ces para b e H se define la seccron h de E sobre S por hex) = h+ Kx Y se

do ta a E de una topologia tal que las un ic as secciones continuas de E (sobre S)

sean las funciones h. ['(17) es precisamente el conjunto de las secciones cont i-

nuas de E (sobre S). [' (TT) con las operaciones naturales y con el produc to in-

temo < a, r> (x) = <a (x), r i x } > es un C(S)- modulo de Hilbert isomorfo a H. En

['(TT) se tiene

I ,

ll« ll = II <a,a>II'= sup Ila(x) II y lal(x) = <a,a>'(x) = Ila(x) II,
XES

donde la norma de la derecha en las igualdades anteriores es [a norma indue ida

por el producto interno en la fibra correspondiente.

1. K - MODULOS DE HILBERT

DEFINICION 1. Un modulo de Hilbert sobre C(S) se denomina un K-modu-

lo de Hilbert (sobre C(S)) si se satisfacen las dos condiciones siguientes :

(Ko) Sea {ei I una familia de proyecciones ortogonales en C(S) con m.c,

s.l)e y sea p un elemento de H tal que ei p =0 para todo i, entonces ep =0.

I) Una fun cio n JEC(S) se dice una proy ecc ion si j(x)=O 0 j(x)=1 para todo XES. Dos

proyecciones j,g f C(S) se dicen oftogonales si .jg = O. Se puede demostrar fiicilmente

que tada famili a de proyecciones en C(S) tiene una minima cota superior (m.c. s.l.
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(KZ) Sea Iei I una familia de proyec~iones ortogonales en C(S) son m.c.s.

1, y sea I f!i I un suhconjunto acotado de H, e ntonce s existe un e leme nto P e H

tal que ei Pi = ei P para todo t .

n, (Ko) ~e sigue inmediatamente que eI ele'mento P 'en (K1) es iinico.

LEMA 1. Todo modulo de Hilbert sobre un algebra de Stone s ati s fac e (K )
, 0

Demostracion. Sea I( TT) un modulQ de Hilbert sobre un algebra de Sione'"
,-

S(C) Y sean Iei I proyecciones orrogonales en C(S) con m.c.s. e y P UII el~-

mento de ['(TT) tal que e i P = 0 para todo i. Elltoll~es I eiP I = 0 para todo

y puesto que e. I P I = Ie. ply Ip I es un elemento de C(S), se siguet t '
, 2) .

I eP I "= e I P I "= 0 y esto implica que e P "= (j • •

que

2. EL K- COMPLETADO DE UN MODULODE HILBERT

EI obje tivo de esta secc ion y de la siguiente es probar que todo modulo de H il-

bert puede completarse en el sentido de la definicion. Ell otras palahras, que dado

un modulo de Hilbert H es posible con struir un K -mod ulo de Hilbert H tal que

H sea un submodulo de fl, y tal que todo operador acotado de H en UII K- mo-

dulo de Hilbert H' sepuede extender de manera un ica a un operador acotadode

-Hen' H'.

LEMA 2., Todo modulo pre-Hilbert puede completarse para obtener un mo du-

10 de Ii ilbert,

D'emos tracion , No daremos los detalles de la de mostrac ion ya que el proce-

2) Si Ie. I son proyeeciones orto gon al e s com mvcv s, e y ei I = 0, donde It: C(S) ,ed-
t

roneesel==O.
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sode comple tae lon es exactam ente el mismo quese utiliza para completar un es-

pacio pre-Hilbert.

Si H es un modulo pre-Hilbert sobre un algebra de Stone y L es el conjunto

de las sucesiones de Cauchy en H, su completado if e s eI espacio cociente ii=
L/""-' donde - es la re lac ion de equivalencia en L def'inlda por I Pn I-I AnI si

y solo si II r«: An II --> 0 cuando n --> 00.

En H se define el siguiente producto interno

tim < P ,A >
n~oo n n

,
donde p = IPn I y A = IAn I son sucesiones de Cauchy en H. ~

COROLARIO 1. H es i somor jo a un s ubmddulo de H denso en H .•

COROLARIO 2, H es unico salvo isomor jismo s, _

Sea ['(77) un modulo de Hilbert sobre un algebra de Stone y sea E el espa-

cio topologico de Iin ido en la introduce ion. Notaremos por ~ (77) al conjunto de

las seccipnes acotadas de S en E.

Nota. Unasecci6n P sediceacotadasielconjunto lllp(x)ll;scSl es

aco tado. La norma es la inducida por el producto interno en la fibra corre.spondien-

teo .

Es claro que ~'(77) con las operaciones naturales y con la norma definida

por
\1 p II = sup II p Ix) II

x e :s-

esun C(S)· modulo normado.

Sea "0 el subconjunto de 2;(77) definido por: pC"o si y solo si existe

en C(S) una familia de proyecciones ortogonales I ei I con m.c.s , I tal que
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ei P e F (77) para todo i.

LEMA 3. Ho es un submo dulo de ~(77) que contiene r(77).

D emo strac idn, Sean

nes ortogonales en C(S) con m.c.s.

y sean ! ei I y !!j I familias de proyeccio-

1 tal es que ej P, !j A ( r (77) para todo i

es una familia de proyecciones orlogonales eny para todo j. Entonces l e , t. I
I l

C(S) con m.c.s. 1 , Y

(e,'!,') (p+A)= (e1,!,,)p+(e.j.) A=!.(e,p)+ e,(!.A)I' l I I"
de don de se sigue que (ei!j) (p + A) (r (77) para todo i y todo j ,

Ahora, si !(C (S), de

e.(!p) = (e,!) p = fee, p)
I I I

se sigue que f o « Ho'

Finalmente, pue sto que lodo elemento de r( 77) es una se ccion acotad a y

Ip=p es claro que r(77) e sta c onten ido en Ho' •

Sean pyA elemenlos de Ho y sean I ei I y !fj I I'amilias de proyec-

ciones ortogonales en C(S) con m,c.e. 1 tales que ei p y fj A cstan en

T (77) para todo i y para todo j ,

Sea Ig .. I= ! e .t. I y sea
I' I l

entonces la [une ion < p ,A> 0 definida por

e s una [unc ion continua en X. En efecto, < p, A >0 (x) = < gijP, gijA > i x) pa-

ra todo x (Xij Y puesto que las funciones <gijP, gil> son continuas y los

conJ'untos x., son abiertos y disyuntos se sigue que <p,A>o es continua en
I}
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X.

Por otra parte, de la desigualdad de Cauchy-Schwarz

I <p(x),A(x» I~ IIp(x)IIIIA(x) Ii

se sigue que < p, A>0 es acotada y por el lema 2 existe una iinica func ion <p,A>

definida y continua en S que coincide con <p,A>o en X.

LEMAA. La [unc ion < p,A> no de pen de de la e leccion de las proyecciones

orto gonal e s 1 ei I y I Ij I •

Demostracion. Es sufici ente derno strar que si I y !' son funciones conti -

nu as y acotadas en X y X' respectivamente, tales que I(x) = !,(x) para todo

x e X n X:", dond e X y X' son subconjuntos denso s en S, sus exrens iones con-

tinuas a todo el espacio S son iguales. Pem esto se sigue inmed iat amen te del

hecho de que X n X" es un conjunto den so en S y por tanto existe una unica

Iunc ion g de lin idu y continua en S tal que g(x) = [I x) = !,(x) para cada x en

X n X'. •
LEMA. 5. <, > es un producto int erno sobre Ho con valore; en C(S).

Demostracion. Se comprueban Iacll nrente las cuatro propiedades del producto

int erno, A mane ra de ej emplo probaremos la primera propiedad .

.sean p y}. elementos de Ho y sea X como en la definicion de <p,A>o.

Entonces

<P,A> (x) = <p,A>o(x) = <p t x), A(x» = "A (x), p t x) > = <A,p>o i x) = <A,p> i x)

para todo x (X, Y de la unicidad de las extensiones continuas se sigue que

<p,A> = <A,p>. •
Notese que si p, 1..( r(77) , entonces el producto interno del lema 4 coinci-
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de con el producto interne sobre r (17) •

Se h a demo strado que Ho Con el producto inLerno definido anteriormen te es un

modulo pre-Hilbert (sobre C(5)) que conti en e a r(17).

Sea H el complerado de H ,enLonces II puede considerarse como un sub-o 0

modulo de Ii (denso en H) Y por tanto r(17) puede Lambien considerarse como

un submodulo de ll ,

-
Probaremos ahora que H es un K-modulo de Hilbert (sobre C(5)) con 10

cual hal:iremos conseguido la primera parte de nue stro obje tivo,

TEOREMA 1. e: completado Ii del modulo pre-Hilbert llo es un Krmo dulo

de Hilbert sobre C(5) que contiene a r(17).

Uemo stracidn t Puesto que Ii es obviam ente un modulo de Hilbert sobre C(5)

y todo modulo de Hilbert sobre un algebra de Stone satisl'ace la propiedad (K'o) de

la definicion 1, nos queda iinicamente por demostrar que se satisface la propiedad

(K 1) .

Primeroprobaremos (K1) para una familia lpil deelemenLosde "«:

Sea {ei 1 una familia de proyecciones ortogonal e s en C (5) con m.c.s. y

sea {Pil una familia acotadade elementos de Ho' Notaremospor Vi al con-

junto siguiente :

U i = I x (5 .. e i (x) = 1 I.

Ahora bien, sea P la s eccion del'inida por

si X( Vi y p i x} '" 0 si xfV, donde V = U Vi'

Es claro que P es una sece ion acotada en 5 y que

Ahora, para cada

para todo t .

una familia de proyecciones ort.ogonales en
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(')
C(S) con m.cvs. 1 tal que li.t Pi es un e lernento de r(7T) para todo ii y sea

t

g(i) = e.j.(i) ,. entonces 19.(i) I.. es una familia de proyecciones orlogonalesJi t Ji Ji t'Ji
en C(S) con m.c.s. 1. Mas au n, pue sto que

g(i) P = g(i) p.
Ji Ji t

para todo i y todo i, y gf~) Pi e r(7T), se t ien e que P e Ho'
t

Considerese ahora una fam ilia acorada IPi I de elementos de H. Pueslo que

Ho es denso en if, para cada entero pos it.ivo n y cada clemento Pi exisle un

eleme nro A~i) en Ho tal que

II A to II < -n1I Pi - n

de donde se conc luye que para cada en tero pos it ivo
(i)

n la familia I An Ii es aco-

tada y por la primera parle de la demostracion de e ste t eorema exi st.e un e lemento

para todo i .

De las desigualdades

Ilei(\-eiomll=lleiA~i)-eiA~) II::::II ei,<i)-eiPill+lleiPi-A~i)ll:::: IIA~)-Pill +

+ II Pi - A~i) II < ~ + m'

se sigue que liOn - °m II < ~, 10 cual implica que I on I es una succs ion de

Cauchy. Sea enlonces P e if el l imite de la suces ion IOn I. Probaremos que

(1)

con 10 cua] quedara demo strado el teorema,

Pero (1) se deduce de
(i)II eiP+eiPill:::: II eip-eion 11+lleiOn-eiPill::::IIP-Onll+IIAn -Pi II
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puesto que las dos iilt imas normas t iend en a cero cu an do n tiende a in lin ito . •
DEFINICION 2. H se denomina el K - completado del modulo de Hilbert n17).

3. OPERADORES ACOTADOS

Sean H Y K modu los de Hilbert sohr e un algebra de Stone C(S). Por tin ope-

rador acotado T de H en K se entiende una ap licae lon continua de H en K

quees a su vez un homomorfismo de modulo s .•

TEOREMA 2. Sea r(17) un modulo de Hilbert sobre un algebra de Stone C(S)

y sea H su K - completado. SiT es un operador acotado de r (17) en un Ks modu-

10 de Hilbert H' sobre C(S). existe un tinico operador acot ado S de ii en H' r

tal que su re striccion a r(17) coincide con T.

Notese que, al igual que antes, se esui cons iderando a r(17) como un submo-

dulo de ii .
D emos tracidn, Sea H 0 el modulo pre-H ilbert defin ido anteriormente. Prohare-

mos prime ro que el operador T se puede extender a un operador acotado T' de

H0 en H' Y luego extenderemos T' a un operador aeotado S de II en II'.

Sea P unelementode II ysea Ie-I unafamiliadeproyeccionesorlogo-o . l

nales con m.c.s. 1 tal que eiP f r(17) para todo i , Y sea Ai = T(eiP) .Pues-

to que T es un opej-ador acotado la famil ia !Ai I es aeotada y co III 0 H' es un

K- modulo de Hilbert exlsre un iinico elemento A e II' tal que ei \ = eiA para

todo i .

Definimos entonces
T'(p) =11..

Ahora, s i ! I-I es otra familia de proyecciones ortogonales en. C(S) con m;c,
J

j.pfr(17) para todo j y A' es tal que T(ljP)=ljT(ljP) '"
J

s. 1 tal que
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e . I, (A-A') = j.(e.A)- e.(j.A')= j.T(e.p)-e.T(j.p) =T(e.j.p-e.j.p) 0Z! ! z Z! ! t Z! Z! Z!

y de la propiedad (Ko) de los K-modulos se sigue que A = A'.

Hemos demostrado que la apl icac ion T' esta bien de Finida. Por otra parte es

cl aro que T' (p) = T( p ) para todo p e l'( 17). T' es un homomorfismo de modu-

los. En efecto, sean p, A e HoY sean p'.y A' sus imagen es por la apl icaeion

les que ei p

son proyecciones orlogonales en C(S) COli mvc..e, 1 ta-

son proyecciones orlogonales con m.e.s.

estan en r(17) para todo i y todo i. entonces 1 e . f. I
t !

1 tal es que e i fj ( p + A) e r ( 17) para

todo [ ,

De la definicion de la ap licac io n T' se sigue entonces que

T(e. f. t p + A)) '= e . f. T' (p + A).
t ! z !

(1)

Por otra parte·

T( e . f·( p + A) ) = T( e .j. pi + T( e .I. A) = «.I. (p , + A') . (2)z! z! z! z!

De (1) y (2) se concluye que

T' (p + A) = p ' + A' = T' (p ) + T' ( A) •

se sigue que

T'(fp) ~ fT' t p ) ,

Con esto queda probado que T' es un homomorfismo de modulos ,

Por u lt.imo, si M es un numero pos it ivo tal que II T(o) 11:s M 110 II para

todo 0 (r(17), de
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II ei T'(p) II = Ii T(eiP) 11:s Mil ei p 11:s M II p II

se deduce que la ap l icacton T 'es continua.

Ahora, sea S la aplicacion de Ii en H' definida de la siguiente maner a

Sea p un elemento de ii , y sea I p n I una suce sion de elementos de Hoque

converge a p. Se define entonces

S (p) = lim
n ...""

Note se que el limite de la derecha existe, ya que

(donde M esun numero po st tivo tal que IIT'(o)!I:SM [loll para to do OfHd'

y por tanto, {T' (p n) I e s una suceaion de Cauchy.

Por otra parte, la de Iintclon de la apl icac lon S no depende de la ele ccion de

la euces ion {Pnl• Enefecto,si IAnl e s ou-a sucealon en Ho que converge a

p, entonces

donde las dos ult imas normas t ienden a cero cuando n tiende a inlin ito, y esto

implica precisamente que

lim T' (An) = S ( p )
n ....oo

Que S es un homomorfi smo de modulos resulta inlllediatamente de las propie-

dades de los limite s.

La apl ic ac ion S es continua pue sto que
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11T'(p)li= lim :[T'(Pn)!I~M(l;m :!Pnll)=M:[p[!,
n~~ n~oo

donde M es tal que Ii T' (0) 11 ~ M 110 Ii para todo 0 (Ho, yes claro que S

es una extension de T' Y por tanto una extension de T.

Para terminar con la demo atrac ion de este te orema probaremos que la extenslon

S es un ica,

En efecto, sea R un operador aco tado de H en H' cuya re str icc ion a r(7T)

coinc ide con T y sean p UI1 elemento de HoY ! ei I proyecciones ortogonales

en C (S) con m.c .e. 1 tales que e i p e T ( 7T) para todo i. En tonces

para todo i , por tan to S (p) = R ( p) •

Hemos demostrado que S y R coinciden en Ho'

Ahora bien, sea p un elemenLo arbitrario de H' y sea I Pn I una suces ion

en Hoque converge a p, entonces

para todo numero en tero pos it ivo n , Hac iendo tender n a infiniLo, de la conti -

nuidad de los operadores S y R se sigue que S( p) = R (p) y en consecuencia

S R. •
R e[er enc ias

1. Hewitt, Edwin y Ross. Kene tb, Abstract Harmonic Analysis. Academic Press

l n c ,; New York, 1963.

2. Horvath, John, Topological Vector Spaces and Distributions, Addison-Wesley

Publishing Company, Reading, Massachusetts, 1966.

3. Kaplansky, Irving, Modules over Operators Algebras, American Journal of Ma-

thematics, 75, (1953),839-858.

264



4. Kaplansky, Irving, Projections in Banach Algebras, Annals of Mathem~tics, 53

(1953), 235.249.

5. Rickart, Charles, Banach Algebras, D. Van Nostrand Company, lnc:., Princeton

New Jersey, 1960 .

Universidad Central del Ecuador
Centro de Matematicas
Quito, Ecuador, S. A.

y

Universidad Nacional de Colombia
Departamento de Matematicas y Eetadist ica
Bogota, 6 r D. E., Colombia, S. A.

(Recibido en [ebr ero de 1974).

265


