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CONDICIONES SUFICiENTES PARA LA EXISTENCIA DE SOLUCIONES

DEBiLES DEL PROBLEMA DE FRONTERA

(1)

{

L11 '" s (u i x), x )

11 t x)> 0

Alfonso CASTRO

§ U. In tro du c cion , Para pl'eclos de terminologia y notar- ionc s "I !eclor pllc<!e

consnhar: 2 y IHI. En este art icu lo D, dcnola nna regilJll ('11 m" (II.' lt ;

a a /3
t.u > 2: (-1) /) {/af3' D II

10: I 0= 1

1/31'" 1

\U.I oper ador dc sr gundo urd eu , un iform emente e l ipt ico, a ut ourlju n t n, con c-or-li eit-u-

.tes reales a ~ =- a ( ~ 00 (n) , y, Iiua lm entc , g: lR x IT -> ll~; (li .x) -> g (11, x }
afJ (3 !X . .

una [un c ion continua que adrnite derivada parcial continua COil I'l'speclo a lI,Cuan-

do g es continua)' acotada, y el problema lineal homogl~lleo axor-i ad o H (I) ,

(2)
{

(L II) (x) '" 0

II tx) '" 0

posee un icamen te la s oluc iun u tx) '" 0 ell IT
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hil"s dl' 0) <e pllf'(le proh.u us au do 1"1 melodo de Schauder-Lpray. EI ea""o ell flue

C-!) I jCI'" ,",o!ucio'lI''' 110 tr iv ialr- s , la exislencia ell' s oluc lon cs dcbile"" ell' (1) ""

au n 1111 rrolJII'IIHl ab ie rro ; I'll [11 Lazer e t alt er dan condiciones s ulic ien tc s para

la solncil'" (II' l'~lc problema.

§ J . Soluc io ne s dfbiles, Anic s de cu unc iar 1'1 resultaelo principal dt· I'sle Ira-

bajo qneremos jlrccisar la noc ion dc s ol u c ion deb il .

NolenlOS eon II 1'1 e spac io de Sobolcv real dado por cl compl e ta do elel I'''pa-

cio rcal de las fnnl'iollcs ell' clasc
]

C Y ell' soporle c-ompucto r-ou te n ido ('II Q.

Reeordellos que e n H ('I pruduc ro ln ter ior <, >] e sta df'finido por

< II,V >
/

< 1/ .u >
o

(Y
< D 1I

ex
/) v '> o

donol' <, • .>
o

(02Las normus do n Y oL (0)

las no t a rc mu-i, rl'spcf'livamCnl(', por ~ I[ y I
'0

B (u,/)) "
a ex

"a(3DII,Dv>
(t 0

! a I.:::: [

i (31.:::: [

II, V e H ,

define una forma bilinear cun t iuua y, por 10 ran to , ex is te una con stuute real M

t a] que I B (u,v) I :S M [u[] ! v 1[, para u , V e n . Dieho 10 an te rior, para no-

solros una s olu c ian deh il de (1) scra una [unc io n II (/I que satisfaec la rela-

cion

B(II,1I') =1g(u(f,), f,) w(f,) df,

n
Tambicn necesilaremos los signientes hechos bi sieos acef('a de las solucio-
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III'S di'hile" lit-I !,r"hlt-IIIH 1'''I'''I'I,.al I, // A II, /I - 0 I'll an (\ ."a",' I ~, 1.- .. III,.a

('11 prillH'r Illgar, 1''''' la fl.'''il!,,,ddad .II' (,aa,.dillg, ."i ....t ru '·"II"lalll.· .... t . ,0
(j

y r. I '> 0 para la ....I'lIal.'" ".' I i"II.'

(3)
2

8 (1/, 1/) I (. /I '
(j'

V /1 , II ,
()

Si 8 (j "" la !'orllla hil illt'a!., iH'olada \ ....illlt~l,.ica d"l'ill ida .'11 II -. II 1'''1'

(4) 8
0

(1/,1))=13(1/,/')" (,0,/1,1'"
(J

e x i-st e 1111 olwradur l inr al al'ola.l" II t a l (lilt', dad"

t"llces 8 (1'/,1') = < /,1'>o 0
2

com" un a apl ica c iou 5~ (n)

para 10(10 /) e J-I, ~Ias au n , si ,·,," ....id('ralllO" T
)

,rt-(Q), 1'01' .'''IIlIH)si,'i()I11'''1I la ill\l'l'l'ii'll 1'''111-

2
pacla H -~ :t (n) . 1'1I10nc('" 'I. I'," 1111 "Iwrad"r posili\o, I'"mpaclo ) alll"adjllll-

rea I(~,.; , le . "k filii
k

'k 0,

y orra slice", ion 1 CjJ k I]"" , de c Ie m.'I1I,," dl' II

2
I [J!k I"", "S 1111sistema ort onurma l tip .su (n) ,

J

para la cua l y

1'",. I" Ialii 0, ,'"i

11k
1 C-- -

Cik
'0

de (4) y -,»:«, 11 ) < CPk ' l' "hlelll'm""
0

V.>
o

e" cI aru (IU" lim Ilk = "", Bus rl'laciuIII'" u t i lrs p"slcriurm.'IIII' SOli

k
co co 2

8( 2 c ,cp, L c . CjJ ) 1 II, C
j= I J J j = ] J J j=] J J
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(6)
00 2
2: e

J
,

i"" 1

§ 2, En nu ci a do y d e m o s tr a c ion del re sn lta do priuc ip al. NIIPsLro ohjPli\'o "II

es t a sec c io n PS proliar cl sigui('nLe te orema :

Tt:'ORE,l-1;1 1 st exi st en 1/11 ell/era po s it iuo N y 1I11111e'l'OSre a l es /Jo, /1] v

C t a l e s que

AN < fJ.o

(8)
rig

~---, (ll , x) < 11 ,

0"
para t odo u (IR Y Indo x ( a, y

(y) 2 G (II, x )

/I

2!g(S,XJ

o

?
ds > IJo u " - C para todo II ( lR

e n t ou c e s el sis/ell/a (1) ti en e por 10 m eno s un a s ol u cion debit.

En pr inu-r Int\ar (!<olllo,.;frarpI1l0s qu~ en el tc orc ma 1 podcrno s suponcr que t odos

los ,'U I"res jln)l'ios.dr' 1. son po",ilhos. En pre('fO"pn caso con tr ar io, es posihlc cucou trar

rv
)' e ll! c n lal forma qnp L = L + Y teng-a tudos sus va lore s propios pus it ivus

rv,
JIlas a un , 1'''' r-laro ,que lo,s va lorcs prop ios de L sun de la forma An+ Y dl'llllie

All cs un valor pr"l'io ell' L, Vc amos ahora que si (1) s at isf'ac e las condiciones

del t eore mu I, pi sislema

(10)
{

'~ (II)

U _ 0 en

LI/+Yu g(u,x)+yu

t amhic n las sal isl',wp. En c Ie c ro, se t iene

11; 1 ~ Y < AN I 1 + Y

t-;-b



d(g(lI,x)+yu) d
------.:.-- =0 ~ (u x] t y < /L) +)'a U .1 U

2 7
t- Y II "(flo + y) U- c ,

E", dcc ir, para el s is u- ma (10) las coustun re s /1
0

+ Y )' /11 + Y ,iIIC1!ilII los

pape les de 110 y /1], AllOra, si 11
0

s'lIi",ra(;f' (10) c"Halllf'lIle sc \t' qllf' sa-

tisfan' (I) . Es rlcr-lr, hasta dr-mo str ar c l te ore ma 1 supun ic ndu qlle lodo. ... los va-

lore s propios de L son pos itivos .

La prueba del te orema 1 la haremos a (rave" de "<trio'" lema", que, de uuu parle,

facilitan la lect.ura de esta y, de otra, pOllen de mnn ilie sto alguuil"; I'ropi,·dadc,.;

del ope rador J : H .... 1R, defin ido por

(11) J(U)=OB(U,U)-2jC (lI(n,~) df;

n
LEMA]: J es derivable en el s ent ido de Friebel (\-ease [a, pg. 1161) el

gradiente de J es continuo y

(12) <'YJ(u) t w>] =02B(U,W)-21 g(lI(f;),f;)w(f;)df;

n
para todo u e 11, w e 11. En particular, u es una s ol uc ion debi! de (1) s i ,

y s olament e si, 'IV J (u) =0 0 .

D'emostracion : Sean u, w e 11. ElllolICCS

(13) lim
t·.., 0+

B(u+ tw, u+tw) ~ fl(lI,W) =-oli1ll 2B(lIw)+tB(w,w)=o 2B(II,w).
t~ 0+
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( 1-/)

!.cdll( (~J~-)II'( 0 df,

Q

III (I~l)) (II) SIi!U(',." que'

!(III/W)-}(II) (1 )( I)) Ii", -"----...:..--- - 2 H (11. 1/1) - g (11 ( f, ) , f,) w (f,) d';
/ ,(j ,

Q

(lb) IH(I/'II)J;':(II(O,f)II'(f,-)df,l~ M~lIlllv!/+ K(medida Q)t·1u'lo
o ,

S ( til 1111/1 K (me did a m)); ) 1111 11 .

l in ca l c out inuo v , 1'01' 10 t u n Io , }

lim J (II" t w) -l..f.!!.L dl·finl· lin ol"'radllr
t--> 0-1 /

('s df>ri,ullie en 1·1seut idu de 4;all'>]II' (,,;a';('

13,1'1-;.]171).
,

V('all,o"-Ij'''' V.I I'S IlInlinuo: ('11 eft'elo" ,sean 111,112 ill.. ('nlonl"t's'

-; V1(1I)-\'.I(1I2)·II' 'I - 2 13(11/-112'11') -21 (g(1I1(';),';) -g(1I2(';),f,))w(f,) d';

n
. /

< 2 M!" '-"2! ,I "'I, -]11!{;t u ,I (i, ,1"2 If )-", « JJ, nd+"i<'-" ,1,;))u:I(Jd<
n 0

:::. 2,\1: 111 -112! Ii II' II I 2/1/1112 -11 / Io Ill' : 0 -: 2 (,\01tit J I 1 {/ I - 112 I] I II I J

L" i1l11<'riorurucs tru que 'I./} (.,. continuo y. 1'01' eon"'igllil'nle J ('f; .terivabk

l7n



(lor

fi(rl,w) _J<.)1 g (II(~'). () d() 11'(0 rI~'
( II

\1

dado quc B y _~.P_ sun eonl in 110";, A" (',,; 1.'0111 iu uo ; III"i,;" ('"i,~Il' "" op('rad"r li-
riu

neal, continuo Au: H '. II talII'll"

< Au u , 11' '>
/

I.lsundo la desigualdad de Cauchy-SI,II",arz, O],"'IIl'IIIO" para el II dado,la ,'-i-

~uiente re lac ion

J(rI+Sv) - J(u)< ---:~---_-::._- - A '() 10 >
S ' l

2 2
r:: ( s) [UI I :S t:(s) ill':

() '/
( 1/' ( If )

don de ,
t:(s) =( fI(J' l~ (11 ((). ()-.!!.!£ t u (,f) I S I I( (), (1 I rll):! {l2( ~") -:j I au all

!1 ()

Ahora bien, dado qne rJg/rJlI ('S coutinua, "~Is) ,0 ,....j s ,(),' "01110 II' f If

era arb itr ar io , si!!ue,..e liu a lmeu tr- qUI'

(Vj)(II) A
II

o ~~a,
2

< D J ( u) Ill, U1 .~ < A Il' 1/' >. II' I

0, e qu iva lc n tv mc nt c ,

(J 7)
2 Jag c

<D j(u)w,w>/=2B(II',7IJ)-2 -a-,-, (Il(S),

\1
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do"d,' f)21 C" (,III"8;,;iano de 1(\'case [8, pg. 1:111). Oadu (III(' ()g/all

2."'''iI "o"liilllit", r"slIllit lJlIC f) 1 cs con t iu uu, es dccir, 1It'IlIOS demos tra do

I,L.IL\ 2 : 1)21 es ,01l1i1l1lO ,

C,," ....id.,f(·IIIt'" ahor a cl ;';1I1"-"\H1(';O r-e rr adu Y de IJ gellerado pur el ('ol1jllnlo

1 ','oJ I I' 'r;\' ~ 2' , "I ) s.'a X = )/J. cl orlogonal de Y .. ('11 e s t a forma X co in-

"i,k "Oil "I ,,"lwspacio lincall!:t'llcrado por IqJI' ... ,q!N I.

('''1';''''01.101 x f X. s,'a I x: n -e m dada por I x iv) = I Ix +y) S: nutamos

,'Oil I' In I,roy(-,'('i,", ,I.- H ('II Y, COli p' s u adjun t a , p': Y -+ H _ de la de-

lin ic i o n .I" 1\ fj,,,,dla <JII" 'V Ix(y) ,= p'( V) Ix +y)).

2 .
"n .~) (U) porll'1I10'" cs cr ib ir lo ha]o la [orma"i"" tc« Y W = L C k. qJk. ' COil

k=I

C k f TN. "i,-it C 101 conslanl!- (\"C aparc~cc ell (9) tomando Tlo 10 suficiclI\(~mcllle

dad d,' (;aardil\~, o"I(-nclll'''"'' para 1/' f Y ,

,

(

(,1, ,2 Co I ,2
_ 2 -- !lI'! - --111'1

"o .I Tlo 0

(/-1 2 2\
+ -.:..!l..- • \'J+ .I !11' I -/1 J \ 1L'1 )

TJ 0 ° 0

dondr- h"l1\o;,; 1I,"a.lo (3), (6) y (l3) CI1 esll' ordc n , 1.III'~o

,2
Iw!

o

Jail



y, por la "S('o!:('llI'ia el., 7/U' I"IH'IIW"

2
< J) ) X (,.) II', II"

/ -
2 C /

---1(1'

f/ () I

2

2
C )' ('''lri('laolll'lIll' ('011\ ("0, v , I"'" 10 1,,"-

10, la exi"ll'1wi" dr- 1111 u n ir-u V f)' lal qlle

(IY) o '

.Ienotelllus a est e un ico )' por e (x); I'0r olra I'arll', "s hjell ...aLi'!o '1"('

para e (x) f )' c )' .

COIIIO (19) es equ ivalc nre a

(20) 0, para 1001i) II' I }' ,

s i definimns
* *F: X x)' ~ l m a g e » P 1'''1' (x.)') • /) ( \')(,\, )') )"111'"",(',,

rip
(-o-(x,)')) (ir)

0)'
fim

/ '01

_1_'_C_",,,,}_o}_+_'_I_I'_) __ 1'_(_,1'_'_)'_} '" P (/ill/ V )(."")'! '//) - V)(,\ 1 v) ),
, , ,0 t ,

Pur 10 tanto,

(2/ )
rJF '(-- (x, y») (11')rlY ,

* )I' ((1)-) (x1 )'» iu-) ).

LEMA 3: Para to do xo' X
rJ J' '~- (xu' (I (xo») I'S 1///0 (/ 11110, s oln:e y
,'Iv

SII

imagen es c er ra da .

1J<,lIIoslraciul/: '1'0111"1110" II' ( Y 1,,1 qlll' So' 1('I11:='a (j /; (x .o (xu» II'
0)' (;

() ..
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(22) o

de (22) ) (lB) o(,It-:llpmOS

o
2 C1 2

< /)2 J (x + e (x )) tu , W> > --I wio 0 1 Tlo 11

(JF
tit' do"d., ''''''ldlil '1"C lI'c-O,o de morlo qlle -~--(x().e(x(J)) I'S uno a 11110,

fJ)'

)1"
V",alllo" "h .. ru '1"1' la illlal;f'1I rll: ~y (Yo' e (.\'0)) I'S enrada, Of' US) o!Jlellc-

1lI0S quc , l'''l'a lod.. 1U e Y

(23) Ia r \':0.. -- (x + (j (,\,) ) U'ay 0 )
1

:;i
a F 00

es lin" slIce,..illll ell la imag(:n rlc --(x e (x )) Y' I z I "Oliver-a y 0' - 0 n 1

a Fzn = a y ('>:0+ e (xo) ) wn para algilll WI1( r . lucgo deg(' a

(23), para l,j 1'II1"roS !,ositivos, se t ie n e

(24) 2nC.1111',_wJI < I~F (x +O(x)) io, - a1' (x .et» ))11',\=1 z .. - z/' I
" 1 ,- o y 0 0 1 'J 0 0 J 1o 1 o v 1 1

oc

COIliO I Z (" f'S una ,'<lll'('si,'lIl de Cauchy, ('nIOnel'" I U', I (>~ t ambien una, su-
II 1 ' /I 1

c-c s ion dl' Call,'Ii.', ell \ irt ud til' ('2,1) ; ("OIliO Y es f'l'.rrado, 1/Jo = lim Wn( Y' im-
11 -'Jo oo

pi ie<l /1""

a F "luego Zo (',..1<1 ('II la illlilt;f'1I de --(xo.e(xo))' tal como quc r iamos 1lI0~trar 0

rJy
arSlI!'<lllgalilos I'illallllcntf' 'll1e a y' (xo' e (xo)) 110es sobrc ; CIlIOIlCCS cxisle

Z ( /magf'lI p', Z i 0 y ortobollal a la imagen de ~: (xo' () (xo) ) ; es deeir:



() F< ----- (x . (J (\ » II' Z > .= 0a,. UP' • V II' t )' ,

luego o , 0 ~l·C1,

)
< o: 1 (\() 1 e ('0) ) IV), P (z) > 1 O.

('II particular, para 11' Pz, 1('11('III os

o 2 ' 2 C 2
< 0 1 (xo+ 0 (xo) ) I'(z) , Pz> 2. ~ I P(z) I

o 1

y, ell cun secucnc ia , pz = O. Pcro ('01110

2
I z ]

1
< z , z >

1
<z,P*z>=<Pz,

I
z>

J
0, r

JFcontrudec imos quc Z 10. Lu('go -'-('>:0,0('>:0» PS sohrr-.
rly

La informacion sum in is trada por ('I lema 3, eI hl'cho de que ['(xo' 0 (xo» = 0 ,

la re lac ion (21) y el t e ore ma de la fuuc iou imp lic it a , garHnlizHn la exi sre nc la de

una ve c indad V de x en X v de una Iuncion iuye c t ivuo J

: V -, Y, dc c l asc

JC , COil inve rs a d ifcreno ia hle , ral flue Fi x, qJ (x))= 0 para lodo .v ( V .. ade-

lII<lS, si x e V Y 'F (x.y ) = 0, entonce s y = cp (x). COIIIO Ft x, e (x) ) = 0, ,...;e

t icue e (x) = cp(x) , ItIPgo e y cp co inc id cn en V. ('n particular, e e s dife-

rencialJle ell xo' y esto para eualqui(,r XOf X., Es decir, ICllelllOS :

1
LEMA4: Existeunajuuciol7 e:X ... Y declase C lalque Vlx(e(x»=o;

Sea ]: X .... IR, defin ida por

Y t Y , Y 1 0 (x) ,

'\.
lex) = l(x 1 e(x», COIIIO l(x+ e (x» $ lex) ,

ademas lx((J(x) j < Ix(Y) para
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1'''1''' pr"har qu{' . /illl J{.\) - -.",
1'\' : J ~C'v

('.'-' <u lir- iuu n- I'rohar (fill', (illl [t«)
~.v ) ....0;,1

N XEX

.'-'" t ir-nc

\' ('.

.\ ( .v : X '" ~ Ck \j'I,Ii. . , f(

fj (X ,\) - 21 c, (\ ( ~ ) 1;) d ~

n
J (\)

.\'
'\ ?_ A I, c~* J r, R.

.V J
k'\',;\kc~-Irf) (\2(()_.C)d(

o
{\

2
-'"0 ~ cli. t flue t m e d id a n)

. k

2
-; (\v - 110) i x i I 110 C (III ed irlan)

o

Lo',,,, X (',", ill' dilll"IISiilll fillila, c x ixt«: un a conxt an u- KZ;" 0 tal qu{' para lodo

X(.\', K,lxl]:o Ixio J){' a qu i rc s ul ta que

(25)

,
lilll l(x) ,.. oo

IX: J 'e-.J

.v ( X

y, ell \ irlud de I... a ut criurmr-n t c diello,

(26) I illl .I Ix) - . "",
i\ I , "'"

'\,
LEMiI 5: .I 1;('/1(' POl' 10 IIIfJIIOS 1/11 [i un lr) c rt t ico, ,,1 owl, ad« III cis , pode mos

'\,
e s co ge r t'11 [orm a tn ! qu« .I t om c alii SII maximo global.

IJellloslrrt,ioll: 11(· (LI)) I'l'sllita la exisll'rwia dl' UII R) 0 lal qut' Ixl] > R

la,1



im p l ir-u qlll'

(27 ) J(.\} -, J (0) - I

COIIIO la hola ('('ITada "II X dt' !'('lIlro 0

t al qlll' f( ) J(,v) _ .J(x)
'\,r Itlillcl .....u

X f X .• '011 v I <, I?,' 'I Elilpli -

I..." (27) 110,"'; die'" qll(' x ' ('II pari i cu l ar ,
,\,

\ } 1,\) n.

Uemos tra c ion del te ore iu a P'lra b t X 11'111'1110"

o
'\"
} ('r) . h < 'V J Ir , f) (x) ), h 1 A' (T) h

COIIIO e'(>:) b t Y, ('111011<'''''' I'm UO)rl'''lIlla flllt'

(28) o <V}(X I f) (x)), (-)' (.\'J h'·
J

Sallf'mos qu e cadn /I' (H pu crl« ""cribir,,,,;c ('01110 W ~ b "h', .1011.11'

b ' e Y.. Ill' 1110.10 qu'"

1/'>, I < 'V}(x -1 fJ I'f) ), /1' t- <, 'V }(.v, f) (,v) ), b '
J

ll"ando la rel ac io n (27), t e uc mus que ell (29) pi pri mr- r xu mundn .II' la <i,'"",!,11i1 ,''-';

o yen virrud .I...(20) e l segllndo t ambien c s 0 .. IHt'gu I'ur<l 10.10 /I, /I

<\I} (x + e (x) ) , /I' "
1

0,

es dcc ir,
\1 J (.v t- 0 I\') ) = 0 ,

luego, lor 1'1 lema 1, :>: + elf) ('s una ,-.;ollleiilli d,'·hil d.. (J). 1':,,,,;10 (·oll .. llI)'e Ia

prueha de I te ore ma 1

La concillsibn del tcurema ] " ... puedl' d ..dllcir lallll)ii'n, call1hialldo las lJil'llle;;i"

11.I5



(:3) ) «», I'0r la,..; "i~lIi'·IIII'."" rc spcct ivunu-n te ,

(8' ) [L '
()

(Jg
-)- (II.X)
( II

\'

t»: ) 2(;(11,\):: IIN1 JII
2 + C

"II ,'",1" ('a"o., ('ad,t j .v I ic nc 1111 u n u-o uui xi mo r-u Y, de modo (Ill" l a ('OIl"'tflW-

e inu til' la aplica('i.'111 0 ('II lIada S(' a ltera, Ell e s ia in-stunc ia, 'oc ('lfalldo

Ix 11 -> co 10c ua l lamLil'1l garallliza la r-x ixtr-nc ia de I plllllo cri t ico x, 1'1 cual

I'll !"~"'I('('a""o produce 1111 minimo

Las ('(mdi('ioll(''''; (U) y (9), ""'i ('omo tnm hir-n la..; (8') y (9') SOli c luramcnu- m;1'"

(30) 1'0 -,
dg

-:1- (II, x)a II -

Bajo l a hip,)!,'.",i'" (:30),011\ iuuu-n u- .,," t ir-nr- (,I f(''''ldtado eI.,1 It'ofl'ma L, p..ro adc-

mas (',::;po,..;ih'" I'roh"r la n n ir idad d,' la "'ol,wi,'", del s istc ma (1), algo «(Ill' 110 r-,::;-

nq .";1.10 ,' .. nj,·ltll"·' 0,1 r(' ....lIllado .I" .. "'1(' articulo ",illo qlll" t amhir-n sIIgiri6 val io-su-,
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