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CONDICIONES SUFICIENTES PARA LA EXISTENCIA DE SOLUCIONES

DEBILES DEL PROBLEMA DE FRONTERA

(1) Lu = g(u(x), x) xe ()

u(x)=0 xed ()

por

Alfonso CASTRO

§ U. Introduccicn . Para electos de terminologia v notaciones el lector pucede

eonsultar 2 y [31, En este articulo Q denota una region en R (n i),

B

" .
’i,H <D u

Lu= Y (-1)
faj=1

|
Bl =1

o
D a

un opf'rad()r de S('gundo ur(l(‘n, uniformemente f'lipli('(), aulmldiunlu, con coelicien-

tes reales a € SL)N(Q) , v, finalmente, g: R x Q5 R, (u,x) > glu, x)

ap~ “ga

una funcién continua que admite derivada parcial continua con respecto a w.Cuan-

do g es continua y acotada, y el problema lineal homogénco asociado a (1),

(Lu)(x)=20 xe )

(2)
u(x) =0 Ned ().

posee Onicamente la solucion #(x) =0 en la existencia de soluciones deé-



bites de (1) se puede probar usando el método de Schauder-l.éray. El caso en que
(2) tiene <oluciones no triviales, la existencia de soluciones débiles de (1)  es
aan un problema abierto ; en [1] Lazer et alter dan condiciones sulicientes para

‘kl S()lll(‘i(‘lll (I(‘ csle prnl»l(‘mua

§1.Soluciones débiles . Antes de enunciar el resultado principal de este tra-

bajo queremos precisar la nocion de solucion debil.

Notemos con H el espacio de Soboley real dado por el completado del espa-

. . ; 1 .
cio real de las funciones de clase €y de soporte compacto contenido en Q.

Recordemos que en H el producto interior < > esta definido por

Y X
Suv > Suv> o+ X <D wu.Duv >
1 0 o0
(1=1
> 52
donde < . > es el producto interior de Q). Las normas de H y Q)
0 :
las notaremos, respectivamente, por .‘l y | .
‘ Y 1la
Ademas, la expresion
. 0 04
B(u,v) Y < a'BD u, D v A u,ve H,
g 1 ]
1o [< T
i [‘3 i:_ 1

M

define una forma bilineal continua y, por lo tanto, existe una constante real
tal que |B(u,v)| < M 11111 | |, para u,ve H . Dicho lo anterior, para no-
sotros una solucién débil de (1) sera una funcion u ¢ H que satisface la rela-
cion
B(u,w) = gu(&), £) w(&)dé VweH
Q

También necesitaremos los siguientes hechos bi sicos acerca de las solucio-
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nes débiles del problema especiral

Luw ANu, w0

cn dQ (véase |2 lectura
14 1) : en primer lugar, por la desigualdad de Gaarding, (.'\i~l(~|| constantes €0
v (;l 0 para las cuales se tiene
d 2 2
(3) (‘l'"?I-B(”'”)‘ <, u” . v u e H.

Si B, es la forma bilincal, acotada y simétrica definida en H -« H por
(4) Ho(u.r)‘ B(u.v) + (

) u,1

>
. . ) y <
existe un npvm(i()r lincal acotado T : Y (Q)

2

Hotal que, dado /e £ (Q) en-
>
o

tonces B (Tf,v) = < [, 1 para todo v ¢ H. Mas ain, si consideramos 1
0
2

>

Ccomo una apli('u('i(m e Q) - Q). por composicion con la nycccion com-
2 .

pacta H - S\‘ (Q)) . entonces T es un np('rudnr positivo, compacto y al|||mu|.|un~

to. En consecuencia (véase [2  lectura 15 ] ) | existe una sucesion de nimeros
- |
reales ; X n §1 ’ con 'k posnl\u para todo £

g 1 oYy lim i = 02
: y 4
o
y otra sucesion | 8% &I . de elementos de 1 para la cual 1T p PR N
o0 )2 ,
} ';\kf ¢s un sistema ortonormal de € (Q). Porlotanto, si
ol

Y :
}\k L3 *T— . (
k

0

de (4) y g B, (rpk, v)= <P, v obtenemos

o

I}os relaciones utiles poslvrinrnn-nlv son
3 N s Al
S C.9.. X C:9.) 2 A G
(s) B(S, €0 X 690 = 2 N G



o0
(6) 12 C.o. | =3 C;
§ 2. Enunciado y demostracion del resultado principal. Nuestro objetivo en
esta seceion es probar el siguiente teorema :

TEOREMA 1 @ Siexisten un entero positivo N y nidmeros reales Roity Y

C lales que

(7) My < )\NQI g /\N<ILO
” de
(8) T (2, %) K iy para todo ue IR 'y todo xeQ, vy
u
u
(9) 2G(u,x) = 2] gl(s,x)ds >y, u?-C para todo ue R 'y xeQ o,
0

entonces ¢l sistema (1) tieme por lo menos una solucion debil.

Fn primer lugar demostraremos que en el teorema 1 podemos suponer que todos

fos valores propios de 1. son positivos. En efecto,en caso contrario, es posible encontrar

V)
v e IR cntal forma que [ = L+ y tenga todos sus valores propios positivos

Y
mas ain, es claro que los valores propios de L sonde la forma /\” +y donde

A, €sun valor propio de L. Veamos ahora que si (1) satisface las condiciones

del teorema 1, el sistema

v
L(u)= Lu+yu=g(ux)+yu

(10)
[. u = 0 cen o)

tambien las satislace. En efecto, se tiene

Hpsy AN, 1+V /\Nay’\,uowty ;
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dlglu.x) ¢+ yu)

ty S mup +y

du A u
u u
2
2'/(g(s..r)4}’,s)ds-‘Z'/—g(s,.\)(/s ey (v y) 1/2—('
) 2 o)
/) 0
Es decir, para el sistema (10) las coustantes oty y pupty juegan los

papeles de ey Y itp - Ahora, si ", satisface (10) claramente se ve que sa-
tisface (1) . Es decir, basta demostrar el teorema 1 suponicndo que todos los va-
lores propios de L son positivos .

la pru(‘ba del teorema 1 la haremos a través de varios lemas que, de una parte,
facilitan la lectura de ésta y, de otra, ponen de manifiesto algunas propiedades

del operador J : H » R, definido por
(11) J(u) =B (u,u) -2 fG (u(&E), &) d €&
Q
LEMA 1: ] es derivable en el sentido de Fréchet (véase |3, pg. 116 1) el
gradiente de | es continuo y

(12) <V]J(u), w>1 = ZB(u,u,r)—2fg(tl(f),f)ur(f)df
Q

para todo ue H, weH . En particular, u es una solucion debil de (1)  si,

y solamente si, V J (u) =0 .

Demostracion : Sean u,we H. Entonces

(13) lim Blu+ tw, us tw) = B, w) - 15, 2B (uw)+tBlw,w = 2B (u,w).
t50+ 1 1504




(14) lim -~-If((;(1/(f\ it (E), E)-G(u(E).E))dE

1> 01 /
Q
|
’/im [(f%_(_’ (u(E) s sty (&), Eds )u'(f)r/_f fg(u(f).f)u‘( & dé
>0 Aau
) *~o Q

De (13) y (11) siguese que

104 1

(15) i Jlus tew)- J(u) Z(B(u.u-) —[ g(ll(f).f)u'(f)df)
Q

PPor otea parte,

(16) \B(.'/,u)[ elul &), f)u'({)d{“ % .\l.u?li 13?,-: K (medida Q)2 a4 u"'o
Q
;1.\451/il4 K (medida (Q))z) 11/‘11

5t - v tw) - ..
|.u('gn, para cada . la expresion lim "(” w) I (u) define un ulu-rmlnr
! >04 1

lincal continuoy , por lo tanto, [ es derivable en el sentido de Gateaux (véase

13, pe- NT1) .

Veamos que V] es continuo @ en efecto, sean upuy e H ; enlonces

; \](,,)_\"(//3),,, ] ZB(NI—nJ.uv)-Zf (g(”l(‘f)-4?)“""’2(4?)’@)"’({) df
s Q)
1

< 2Miug-uy Ii w ) 2}/(//‘()5' (ul((f) s 11/2({‘_)—"’ (&), & )n’s) (ll,({"\—u](@)u‘(f)df
- o u i
'

B 2111/¢l~112‘»l=u:]1—7111‘112'11[.("‘11"“ = 2”"/‘/)1"1””2 EI 1 ll'“

Lo amerior muestra que V] ¢s continuo y, por consiguiente | es derivable
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en el sentido de Frécher, |

Y Y T .
Para cada we B considercemos awhora ¢l operador B sl H v IR definido
7 !

por

B,(v,w) = B(r ,w) —f,ﬂim(a b &) &) dé
A u
Q

dado que B y 9 son continuos, B s continno ; luego existe un operador li-
Au " °

neal, continuo A : H -~ H 1al que

B”(v,u') = < A”i‘, u A

Usando la desigualdad de (:au('h) -Schwarz, obtencemos para el w dado, Ta  «i-

guiente relacion

J(ursv) = J(u) 2 2
—Av, w> = t(s)lw! <e(s)  w . (well)
s 1 0 1
donde g
J8 dg 7 2 ‘
€(s) = 22 (u(E). E)= == (u(&E)  sre(E), Eridr| v (&) d¢
Q Ju ’ du
(‘\

Ahora bien, dado que dg/du e¢s continua, ~(s) 0 =i s >0 como W 1"

era arbitrario, siguese linalmente que

(V] ) - A

1
0 sea,
2
<D J(u) w,u »l =< A”u L / li”(u L W)
0, equivalentemente,
(17) <D Jww,w>= 2B(w.w)-2 —,/——(u(ﬁ\‘ EVYw(E dE .
du

Q
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o) Sty
donde D=J es el Hessiano de  J(véase [3, pg. 1317). Dado que dg/du v B
2
<o continuas, resulta que D~] es conlinuo, es decir, hewmos demostrado

>
ILEMA 2 I)-] ¢s continuo .

Consideremos ahora el subespacio cerrado Y de H g(‘ncrad() por el conjunto

} CPa . peeee by sea X yl el ortogonal de Y ; en esta forma X coin-

cide con el subespacio lineal generado por i(DI RN, ks
Para cada xe X, sea ]x :H 5 R dada por ]x(y) =J(x+y). Si notamos
con P la proyeceion de H c¢n Y, con P* su adjnnln, P‘: Y > H, dela de -

finicion de _[\ resulta que \1']_‘,()') d I’*( V](x+y)).

o) <)

Sea Y ;o oen Y (Q) podemos escribirlo bajo la forma w :k‘;l €p Pg . con
cpelR . Sea € la constante que aparece en (9) tomando 10 lo suficientemente
y usando la desigual -

_:_'rumh' para que scotenga 7)”(/\ NG —/11) > CH+ /\N+ K

dad de Gaarding, obtencemos, para w e Y,

2
I)Zl\.(\‘)u u / =2 H(u'.u'):/‘—,f;g—(y(f),f)u' (E)déE
C

Q
= _1 “ g 2
" If(u‘.u'):.l’.‘__.li (u'.u‘):[dA (), Hw (E)dé

2
e Mo du
Q
2 2
( ( 2 n -1 i i
s 2 __1_,, -2 i ! /\\, ;o —pgu
Mo 7y 0 Mo ! 0 0

donde hemos usado (3), (6) v (8) en este orden. Luego

2
it | w
Mo 1 Mo 0

20 B " T’()(/\NQ]—NI)_AN-fI-C(I

2
<D j"_(\)u'.u' ]3
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Y, por la escogencia de 1, lenemos

2 2.0y
(18 <D ] (N)w,uw —_—u
. & I - To 1

2
De (18) siguese gque J, es de clase €y estrictamente convexo, v, por lo tan-

to, la existencia de un unico ye Y tal que
(19) \]\‘(_\') 0
denotemos a este unico y por 0 (x) ; por otra parte, es bien sabido que

J(0()) < J () para () 7y Y

Como (19) es equivalente a

(20) <V]'\,()') ,w \l =0, paratodo wcY
si definimos F:XxY » lmagen P’ por (x.y) > P \J(x o v) rentonces
o A v) 2 - 1( s ) * ) ( _ , )
((?I(x,\’))(u')- ltm Flxy)+ 1w) X p (i VI (xeys tu)= V(x4 ).
dy % 104 t t >0+ !
Por lo tanto,
ar PRI 2 o=
(21) (— (xy) )(w) = P (D7) (xsy)) (w))
dy
LEMA 3 : Para todo x ¢ X . —-(i—l— (x,.0(x,)) ¢s uno a uno, sobre su
Ay ¢

imagen es cerrada .

iy . Jd 1l .
Demostracion : Tomemos w e Y tal que se tenga —(-;—— (v, 0(x,)) u 0,

por (21) entonces l’*(')zf (xprO(x,)w))= 0; liego
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(22) <P D2, 0 (x) ) w) w> = 0

de (22) y (18) obtenemos

‘ P
0=<D?j(x +6 2C1
< J(x + (xo))u',u',\l > ——T-’:-'u';l

de donde resulta que w0 de modo que

(x

s 0,0 (.\‘”) ) es uno a uno.
ay

Veamos ahora que la imagen de _(')_I:_(,\' O (x ) ) es cerrada. De (18) obtene-
3 y 0 0

mos que, para todo weY,

pJ ( . "
“ G ad F
(23) u (x +0(x,) ! ‘
Mo 1 ~ |9y Yo o) ) U ;
Si | z, {m es una sucesion en la imagen de QL(.\' ,O0(x )) y } e iM conver-
L : a9y © o ]
gea z . entonces z, = -5))—\’ {4 (l(\‘o) ) w, para algin w, € Y ; luego de
(«

(23), para £,j enteros pnsili\'us, se tiene

29 24 W LSSV TASY OF (v 0(x Du;|=|z;- 2|
b - w .l < X x b9 (v O )wl=z; - z;
Mo 1y I]*I— ay o o Wi dy © ot V] Ii i )lI
Como |z {\' es una sucesion de Cauchy, entonces 3!1‘”( es también una_ su-

1

cesion de Cauchy, en virtud de (21) ; como Y es cerrado, w, lim w, € Y im-

n -» 00

pli('u que

or. . } - g F,. . Lo RE ~
H—\—(.\U,()(.\”) Juw, n/:,”: 3+ (,\“.(}(.\0))11” nli’l Z= 2o

Iu(-gu 7, estaen la imagen de —,()—-(.\'0. f (.\0)) ., tal como queriamos mostrar .

ay

Supongamos finalmente que -g—‘- £ ()(x()) ) no es sobre ; entonces exislc

=z ¢ Imagen Ptz 70 ) urlugnn‘dl a la imagen de -g—ly- (.\'O,H(xo) ) ; es decir:
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JF

& X (.\'“,()(.\'U) Jw, z ‘l 0 Vuey.

* 9
luvgo <P ([)"j (.\'”: ()(.\'0) ) w), =z q 0 , o sca,

2
< I)_] (_\")1 U(.\'U) Jw ), P(z) \’)1 _—

en palrti('uhlr, para w = Pz, tenemos

2¢ 2
0 =< 1)2] (x()» ()(.\‘0) )P(z), Pz > > . 1 | P(z) |
Mo {I
Yy, €n consecuencia, Pz = 0. Pero como
2 *
lzI =< z,2> =<z,P 2> =<Pz,z> =0,
1 1 1 1
contradecimos que z 70 . Luego i.i(xo,() (x,)) es sobre.
- dy

La informacion suministrada por ¢l lema 3, el hecho de que F(x , (x,) =0,
la relacion (21) y el teorema de la funcion implicita, garantizan la existencia de
una vecindad V de x,en Xy de una funcion inyectiva ¢ :V 5 Y, de clase

1 : 5 ! on B o ol V. ade
C" , con inversa diferenciable, tal que F(x, ¢ (x))= 0 paratodo x ¢V ; ade-
mas, si xeV y F (x,y) = 0, entonces y= ((x). Como F(x,0(x)) = 0, se
tiene 6 (x) = @¢(x), lu(’go 6 v ¢ coinciden en V ;en parli('ular, 0 es dife -

renciable en X, y esto para cualquier x ¢ X .. Es decir, tenemos :

y ;
I.LEMA 4 : Existe una funcion 6 : X »Y de clase C  tal que N], (0(x))=0;

ademds ] (0(x) )< J(y) para y e Y , y70(x).

4"
Sea _;\’: X » IR, definida por [J(x) = J(x+ O(x)); como J(x+6(x))< J(x) .
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para probar que  /im J(x) - -~ es suliciente probar que  /im J(x) - —~~ . Ve-
X ] N A 00

. N ve X
riliquemos éste ultimo hecho : para x ¢ X, x Vkll Cp iy Setiene
J(x) - Bi(x,x) —z] G(x(E),E)dE
Q
e 4o 2V~ ) dE
L’—Ilk okt 17 (x"(E )~ C) dé
§)
N i
N 2 N\ 2 s
& '\k Cp Ty, = cp ot I, C (medida ())
2
(Ay -phg? tx} -4 ey C (medida ) )
o

Como X es de dimension linita, existe una constante KI >0 tal que para todo

e X Kpix| oo a0 . Deaquiresulia que
g 0
- ' 2 -

(25) J(x) - Kl(’\.\’"”o) {x i 4 /10(.( medida Q) ;
como por (), AN Z e 0., de (25) tenemos

lime J(x) -~

A ] Y ou

Ye A

v, en virtud de o anteriormente dicho,

(26) lim ] (x) ~ .
RN ;

LLEMA 5 : ] tiene por lo menos un punto critico, ¢l cual, ademds, podemos

’\’ - -
escoger en forma tal que | tome alli su maximo global.

Demaostracion : De (26) resulta la existencia de un R > 0 tal que x| | > R
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impli('u quc
(27) J(x) < J(0) -1

como la bola cerrada en X | de centro 0y radio R, es compacta, existe T X
tal que X j 5 Ry J(3) J(x) . paratodo  x
\,
ces (27) nos dice que 7 toma su maximo valor en ¥

e X . con N y 3 R . Futon-

\
cen particular, N (X)) 0.

Demostracion del teorema 1 : Para b ¢ X tenemos

0 ’]\'(r)./v NJ(x 0(3)), h+0(X) b ;
como (X)) he¢ Y , entonces por (20)resulta que
(28) 0=<VJ((X10(x)) 0(%)h !
Sabemos que cada w ¢ H put'(lv escribirse como w - b+ b, donde he X 3

h'eY ; de modo que

(29) <VJ(x+0(%)), N'\'l =<VJ(x+6(3)), /7“1 v NJ(X+0(X) ), b’

Usando la relacion (27), tenemos que en (29) el primer sumando de la derecha es

0 y en virtud de (20) el segundo también es 0 ; luego para todo w1l

VI(X+0(X)).u \I'O,

es decir,

VIR 0()) =0

luego, por el lema 1, T+ (%) es una solucion dehil de (1) . Esto concluye la

prucha del teorcma 1.

l.a conclusion del teorema 1 se puede deducir también, cambiando las hipotesis
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(8)y (9), por las siguicntes, respectivamente,

(8" ; _ﬂ :
) Ho S (&)
\
(9*) 26 (. N ) iy //2 + &
. I\Q l v

en este caso, cada ] + tiene un anico maximo en Y, de modo que la construc -
. - . .- ’ . ’\‘
cion de la aplicacion ) en nada se altera. En esta instancia, f(x) >~ cuando
x|y lo cual también garantiza la existencia de | punto critico ¥, el cual
en este caso produce un minimo .
Las condiciones (8) y (9), asi como también las (8') y (9°) son claramente mas
débiles que éstas .

Jdg

30 _— e s
(30) o $ T (u,x) - ",

Baijo la hipotesis (30), obviamente se tiene el resultado del teorema 1, pero ade-
) I I
mas es posible probar la wnicidad de la solucion del sistema (1), algo que no es-
ta garantizado por el teorema i .
Finalmente, debo expresar mis agradecimientos al profesor Man Lazer  quien
) | £ I

na solo conjeturo ¢lresultado de este articulo sino que también sugirio valiosas

ideas conducentes a la solucion del problema .
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