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1. Introduccion. En los ¢htimos aiios se utiliza preferiblemente en la introdue-
cion a la teoria espectral para un operador autoadjunto 7 en un espacio de Hil-
bert separable (ver [4] . [6].[81,112],[15]) la forma de operador de multipli-
cacion del teorema cspectral (que esencialmente fue desarrollada en el Tibro [ 16]
de M. H. Stone) v no la formulacion clasica con la medida espectral (T[N dEN));
conforme a eso <e dan demostraciones para ella que no usan la existencia de la
medida ('sp(‘(‘lrul (sino que la impli(":m)( l.a razon matematica para este cambio es
sobre todo la bisqueda de una mayor analogia con el caso de dimension finita(ver
[6]) ; las razones [isicas son la mayor utilidad de la forma de operador de multi-
plicacion para calculos practicos (ver [81) y la posibilidad de usarla como subs-
tituto para ¢l postulado de expansion (ver [3]). o bica como punto de partida pa-
ra precisar esie postulado en la teoria de desarrollos en funciones propias  gepe-
ralizadas (ver [7]1.19]) . Como desventaja se considera [recuentemente la arbi-

trariedad ]msil»l(' en la seleceion de las medidas que definen el espacio de repre-



sentacion , aunque este problema esté resuelio desde hace tiempo en la Ilamada
teoria de la multiplicidad espectral (ver [16], [18], [111, [17], (5], [21, [10]
y otros) mediante una canonizacion de la escogencia de estas medidas (*‘repre -
sentacion ('spv('lml canonica’’). Pero esta teoria gonvmlmvnle se considera co-
mo muy profunda. Otra complicacion nace de las formulaciones aparentemente muy
diferentes que los articulos anteriormente mencionados hacen del resultado cen-
tral, a saber, el llamado “‘teorema de multiplicidad espectral’’, que puede sercon-
siderado como una exposicion mas precisa de la forma del operador de multiplica-
ciéon del teorema espectral, que satisface completamente las exigencias de unici-

dﬂ(l .

[.a meta de la primera parte del presente articulo es exponer la equivalencia
de diferentes formulaciones del teorema de multiplicidad espectral. Se trata, en
primer lugar, de una version parecida a la de [5] , que probablemente tiene  una
mayor analogia con ¢l caso de dimensiéon finita, y se da para ella una demostra-
cion sencilla, que se basa directamente en la forma del operador de multiplica -
cion del teorema espectral y que fuera de los teoremas de Radon-Nikodym y Lu-
sin usa solo argumentos elementales de la teoria de la medida e integracion. El
énlasis reposa cn una transicion de una representacion ('Sp(‘(‘tral coman a la for-
ma canénica, particularmente, en una determinacion sencilla de los *‘conjuntos
de multiplicidad ”’. En esta primera parte no pensamos en una presentacion  de
nuevos resultados y ain menos de métodos nuevos de demostracion ; mas bien se
trata de mostrar,por medio de una presentacion autonoma de la teoria de multipli-
cidad, que se puede leer sin conocimientos especiales ; como la representacion

espeetral no canénica contiene ya toda la informacion sobre el operador que es



relevante para la teoria de multiplicidad. Esto muestra una ventaja mas de Ja for-

ma del operador de multiplicacion del teorema espectral sobre la forma ¢lasica.

H!l la ‘i(‘glllld'ﬂ parte de este lrﬂlmjn,x(- deseribe primero de qué manera a ca-
dﬂlunn de las formas diferentes del teorema de multiplicidad le corresponde  una
“funcion de multiplicidad espectral”, que esta definida en IRy toma valores
en NU{C, ~}. FEn el caso de dimension linita estas funciones se reducen a
la funcion v,: R > NU {0}, que asocia a un numero real la dimension del es-
pacio propio correspondicnte a T . Ahora, el objetivo sera eomparar esias fun -
ciones entre si, examinar en qué medida determinan el operador (salvo equivalen-
cia unitaria ), y tratar de describirlas independientemente de la forma del teorema

de multiplicidad usada para la definicién .

En todas las partes de este trabajo, las afirmaciones Yy demostraciones se pre-
sentan de tal manera que siempre es reconocible la forma en que ellas se pueden
transferir al caso de una (,’*-élgehra conmutativa unitaria de operadores acotados
sobre H , si se parte de la forma del operador de multiplicacion del teorema es-

pectral para estas algebras.

2. Notaciones y preliminares. lLa o-algebra de los conjuntos de Borel en IR
se denota por R} - las funciones medibles en (R, $) se llaman funciones de Bo
rel : una medida de Borel en IR es una medida positiva sobre (IR, B) con
p (K) < oo, para todo compacto KCR. La integral de una funcion fe L(R,8,
1) sobre R se denota por [ f(X)dp(A); la integral sobre un conjunto & por

[ f(X) du(X) . Escribimos I,z(u\ c= L2(R B ). Sioee B, entonces Ie
b

denota la medida de Borel en R definida por Mo (b) = p(bNe) (be R ). Defi -



nimos 1,2 (e.pn): = Lz(e, eN ,‘B,# | ﬂ‘R) , I") (e, p ) es isométricamente iso-
(4 A
morfo a 1‘2(;1(,) de manera natural. Si e, ¢’ ¢ B, entonces escribimos e=e’{j‘a.¢.)
en IR, si pleAe’) =0 donde eAe’ = (e-¢')U (e*!-¢). lLa singulurida\d de
dos medidas de Borel ;1 y la continuidad absoluta de i con respectoa v
(denotada por < 1) vy la equivalenciade 4 y v (denotada por p. v) se
definen como de costumbre (ver por ejemplo [131) . Un papel central lo juega el
tcorema de Radon-Nikodym, que dice que para p finito con y <v existe una
funcion  ® > 0 integrable respecto a v y univocamente determinada (v -a.e. )
en R, con pu(b)=[@(A)dv(A)  para todo b¢B. Como de costumbre de-
dp . - o F .
notamos %1 : = ¢ . Fl soporte de una medida de Borel p  se denota por
”
e:=tA: N0 |

supp(u) . Usaremos varias veces que para g <1 con

vale

(2.1) supp () = tAe R:v ((A-2 A+ €) Ne) >0 paratodo ¢ > 0 .,

Esto vale, en particular si  p = v, - Si (Kn) es una sucesion de espacios de

Hilbert, entonces o K, denota el espacio de Hilbert de todas las sucesiones

n
n 2
(x,) ¢ I1 K, con 3| xn|| < o, dotado del producto escalar
n n

(x,y) = 3. (%, . yn)Kn para . x = (x.) oy =R

Sea ahora H un espacio de Hilbert separable sobre ¢, T:HODp > H  un
operador autoadjunto. Muchas descripciones modernas presentan el teorema es-

pectral para T en la forma siguiente (ver, por ejemplo, [2], p. 1209 ; i 0

[13]):

TEOREMA S : Existe una sucesion (pm) de medidas de Borel finitas en



IR y una aplicacion unitaria

(s.1) U:H > H- o L2(p )

m
J.oom o~

tal que para el operador correspondiente a T en H . 1T Ul 1 (con dominio

l),IT = ('n.l.) vale :

» ~ A 2 . 2
(5.2) I),l, *.\' ‘ .\m( -)| : > [ A ,\"” (A) | d Pom (A) <~ i
1< m ~
(5.3) [TE W=A% N p -ae R, 1<m < oo
- m Pm ¢ en <m <

(para todo « = | ;m(') [ € D»f )es

U se llama una representacion espectral (ordinaria o comin) de T . Ella
convierte a T en el operador de multiplicacion (con la funcion A A ) en I;.
Se dice que T tiene una multiplicidad total < N, si existe una representacion
especiral U . para la cual todos los P,y Son iguales a cero, salvo N excepciones
posibles. Si N= 1, T se llama ciclico (o operador con espectro simple). Esto
se cumple si, y sélo si, existe un vector x ¢ l),[m: 1: o ,\rl) DT” tal que la en-
volvente lineal de los T”x, 1< n < ~. seca densa en H. La demostracion del teo-

rema § Si(‘lllpl‘(‘ se redu('c a esle caso.

Finalmente sea § una C*-algebra comutativa unitaria de operadores acotados
sobre H, sea A el espectro de 4 (es decir el conjunto de los homomorfismos

de § sokre C); las transformadas de Gelfand de los T ¢ § se denotan por T(.).

Euntonces vale:

TEOREMA §': Existe una sucesion (p,) de medidas de Borel finitas sobre



Ny una aplicacion unitaria

- >
v : H ~H @ 1.7(p )

m
I« mew

. < . . . . -
tal que los operadores 1 ¢.) se convierten en los operadores de multiplicacion

coi T(+) en H : Para T =UTG™!

vale

[”“‘;‘] (\) = TQA) - -’\‘m()\) (p,,-a.e) en R, 1< m<~

m

(para todo = "1( DleH)

Para demostrar este teorema se puede partir, por ejemplo, del teorema 12,22 en

[14] (pag. 300) y aplicar a éste ¢l método de transicion del teorema  espectral
clasico para un upvraulor autnu(ljunln al tcorema § (ver [1] en el caso eicli -
co ); naturalmente se pll(‘(l(‘ también prm'(*der directamente modificando las prue-

has mas recientes del teorema S

En lo que sigue queremos estudiar la teoria de multiplicidad para un solo ope-
rador autoadjunto (posiblemente no acotado), partiendo del teorema  § . Como ya
=e (lijn en la introduccion, una aplivm'i()n de nuestros métodos al teorema §* con-
duce a una discusion correspondiente de la teoria de multiplicidad de 9. Solo
hay que hacer ciertas modificaciones si se transfieren las alirmaciones sobre sis-
temas completos de invariantes unitarios, ya que el espacio basico A depende

de J.

3. Versiones diferentes del teorema de multiplicidad espectral. Para reduecir
considerablemente la arbitraricdad de la seleccion de la sucesion de medidas (P

la cual existe en ¢l teorema  § . se debe hacer una ‘seleccion canénica’ de estas



medidas, Mediante ésta; las medidas <e determinan salvo equivalencia, en forma

tal que a T se asocia una sucesion unica de clases de (‘qui\uh‘n('iu de medidas
Esta sucesion determina el np('raulnr salvo (‘(||Ii\il|l‘ll('iil unitaria. La diferenciaen-
ire las distintas versiones del teorema de muhipli('i(lu(l ('N[n‘t'“‘ill consiste en una

determinacion diferente de esta “‘seleccion canonica’ .

Una primera tal posibilidad ya se encuentra implicitamente en los trabajos
de E. Hellinger (1909) y L. Hahn (1912) sobre invariantes unitarias de formas cua-
draticas de un mimero infinito de variables ; se formulo para el caso abstracto de
un ope rador autoadjunto arbitrario por M.I1. Stone ( [16]), p. 258); F. Wecken [ 18]

elimino la S(‘para(:i('m un poco ('umpli(ra(la entre el espectro continuo 'y el punlual:

TEOREMA M.1: a) Existe una sucesion B> pyoees de medidas de Bo-

rel finitas sobre IR vy una aplicacion unitaria
- "
(M.1.1) UpiH > Hp =@ LT

~

tal que T, = U, T(’—l] es ¢l operador de multiplicacion en H; , es decir, valen
las ecuaciones (M.1.2), (M.1.3) que corresponden a (8.2) . (5.3). l'l se llama

una representacion espectral canonica de T

b) Para toda otra representacion espectral canonica de T con la sucesion
’ ’ 7 ’ <
R > eee vale W™ 1y, DATA I<m<e,
¢) Si se tienen dos operadores T, T' con las sucesiones correspondientes

I > [L:Z S +e. . entonces T es unitariamente equivalente a

T, si, y solosi, o py, para 1<m<oc.

Dunford-Schwartz (ver [ 2] . thm. 10, p. 916) expresan esa scleceion canonica

~



de la mancra siguiente :

TEOREMA M.2: a) Existen una medida de Borel finita y sobre IR , con-

juntos de Borel IR = e; > €yl yuna aplicacion unitaria

-~

i il 2
Mm.2.1) Uy : H »~ Hy = @ L (e, .p) .,

1 <m<oo

-~

tal que Ty = U, TL;’ es el operador de multiplicacion en Hy :

2
i ~ L Te : 2
(M.2.2) DTz—fix-- [xm(-_\'.'l’ S (A l"‘,,,()\H dp(N) < oo
Sm<e €
(M 2.3) [78] W) =A% A (p-ae) en e, . 1< m<w

m m

( para todo % =[¥ ()1 e Dp ).

Una tal representacion espectral de I se llama representacion espectral ordena-
da de T .
b) Para toda otra representacion espectral ordenada de T con la medida '
- ’
) 1 s ] ' Cl = e R S > =
y fos conjuntos de multiplicidad IR = e} > e) vale pop' . e, =€,

(ju-a.e.) en IR para 1 - m< ~,
¢) Estas condiciones caracterizan también la equivalencia unitaria.
.‘ - .
Nelson [10] presenta una teoria de multiplicidad para C -algebras conmutati-

vas de operadores acotados sobre un espacio de Hilbert no necesariamente sepa -

rable. Su teorema espeetral, en el caso especial que estamos estudiando, dice(ver
[10] . thm. 12, p. 96) :

TEOREMA M.3 : a) Existe una medida de Borel finita v sobre IR, una suce-



sion d. dy.....d_ de conjuntos de Borel disjuntos que recubren a IRy una

aplicacion unitaria

M.3.1) Uz:H - Hy e  w.rtd, ),

n
I <n< o~

-~

que convierte el operador T en el operador de multiplicacion en Hj

b) Sise tiene otra tal representacion espectral de T con la medida de Borel

v' y los conjuntos dy,dy, ... . d! . entonces vale v v’ d,=d) (-a.e. )

en IR para 1<n < ~ ,

c¢) Estas condiciones caracterizan también la equivalencia unitaria .

Aqui se define

n.Lz(a'”.p) = ® L7 ),
e

2 2
~ « L (d",(')v‘ & L (d , 1') .

:j\c\‘

Se ve inmediatamente, que cl teorema M.3 s6lo es otra manera de escribir el teore

ma M.2. En la alirmacion de existencia, por (‘i(’mpln, se pu(-dv tomar en ambos teo-

remas la misma medida p =1 . En la transicion de M.2 a M.3 se deline d, =
e _=e 1 para 15 n<oo , d = n e entonces H y ”3 son iso -
n n+ ¢ oo 1—\: m< oo 2

métricamente isomorfos bajo la aplicacion

-~

2|d2

(.\‘],xz....)w(xlld ,-x”d, %56 s

] ) "xl\dm’;zidm’...)'

Con esto el operador de multiplicacion en H, se convierte en el operador de

5%
multiplicacion en Hj . Transfiriendo M.3 a M.2 se define ¢, = U d,
: lll:n;m



(I~ m<~) v seprocede correspondientemente. También las afirmaciones b)

A (') d(‘ ill!lli(lﬁ leoremas se ('(II‘I‘(‘N'HIII(I('I’I una a otra,

l.a siguiente version del teorema M3, que se encuentra sin demostracion  en

[121, esta en la misma relacion con éste, como el tecorema M2 al M1 :

TEFOREMAM.4 : a) Existe una sucesion viovg.. v de medidas de Bo-

rel acotadas sobre IR mutuamente singulares y una aplicacion unitaria

7
(M.4.1) U,:H > H, = @ u.l,‘-(l'”) ;

PN

que conrierte ¢l operador T en el operador de multiplicacion en Hy.

b) Si se tiene otra tal representacion de T con medidas Vypivy et 5

entonces vale 1 1 para 1 < n < oo,
n = e

c) Estas condiciones caracterizan tamhién la equivalencia unitaria.

Conociendo los métodos de demostracion se puede ver facilmente (ver seccion
4), que no solo los teoremas M.2 v M.3 son equivalentes, sino que efectivamente
se lrata, en todos los cuatro teoremas, de versiones diferentes de una misma afir-
macion. Mientras la demostiracion para el teorema M.1 es todavia algo complicada
v larga en las presentaciones de Stone y Wecken, la del teorema M.2 en Dunford -
Schwartz [2] ya es muy claray elegante pero particularmente en la parte en quese
demuestra la existencia de p vy €pr L<m<e, utiliza ampliamente la
existencia y las prupi('dud(w de la medida v.sp('rlrul E(.) (definida sobre B )
de T . Para aplicar los teoremas M.1-M.4 (por ¢jemplo a desarrollos en fun -
ciones propias generalizadas) es preciso saber camo, por ejemplo, en el casodel

teorema M.3, se pu('(l(‘ obtener la medida 1| los conjuntos (1’. v, PR | y

oo 7

10



la transformacion unitaria 3 purlivn(lu de una representacion no canonica (S 1)
de T ya conocida. Sobre todo seria satislactorio, poder extraer un  sistema

" (/1 i {/2. 6% (/N . pertenccicnte a T, directamente de (S, . En este con-
texto queremos recoger un método de construceion, que sc¢ debe a John von Neu-
mann [111 | ¢l cual satisface estas exigencias en mayor grado que los métodos

de [21, 161, [12] . [10] .,

Primero tenemos que reformular el tcorema M.3 un poco, describiendo los con-
juntos de multiplicidad dy,dy. ....d_ wediantewna funcion de multiplicidad

k:R >IN U {}. Paraesto definimos

k(A) =n si Aed (1< n<oo)

n Lo

k(.) c¢s una funcion de Borel v vale
(3.1) d = X k(XN =nl (I1<n<o),

Ahora el teorema M.3 puede ser enunciado asi : Al operador T corresponden una
medida de Borel finita + y una funcion de Borel & : R - INU {wt, tales que
T tiene una represemtacion espectral (M.3.1) con los conjuntos d, de (3.1).1.as
condiciones en b) y ¢) dicen ahora simplemente : k= k' (1 -a.e.) en R. De
la conexion estrecha entre los teoremas M.3 y M.2 que describimos anteriormen -
te, se concluye que en M.2 los conjuntos e vienen dados por €, N R(N) = m}
(1<m<«). Con esotenemos también una formulacion del teorema M.2 median-

te la luncion .

ENIR version (l(‘l teorema (I(‘ lllll'lil)“l‘ida(l (‘NIN‘(‘[I‘&]I es ahora una llill‘l(' dl‘ Iﬂ

alirmacion del Thm. I, pag. 422 en [111, donde la teoria de multiplicidad  se

11



describe por primera vez usando la 1eoria de las integrales directas. l.a demos -
tracion contiene Imrlic'u|a|run-nl(~ una (|(-\(-rip('i()n muy sencilla de la funcion £ .

funcion que queremos Hamar Ya funcion de multiplicidad de von Neumann de T

La medida ;10 en los teoremas M2, respectivamente M3, es equivalente a
la medida ('spn'lru| E(.) de T en el sentido de que gy E() ticnen los mis-
mos conjuntos de Borel nulos. € Iroiag [5] utiliza en su version de la teoria de
mllllip'i('idad una medida i . respecto a la cual E(.) es absolutamente continua
en el sentido de que, para todo b ¢ B con p(b) =0 vale también E(b) = 0.
Queremos recoger esta idea, porque con ella ¢l teorema M.3 (o M.2) se puede trans-
cribir en una forma que tiene mayor analogia con ¢l caso de dimension finita, en
el cual T esta determinado, salvo ('qui\'alt'n(‘ia unitaria, por la funcion de mul -
tiplicidad espectral v (ver la introduccion). Primero tenemos que describir

nuestra situacion inicial sin utilizar la medida (-spv('lral de T

(3.2) DEFINICION : Sea 7 una medida de Borel sobre IR . Fscribimos T <r,

si para una (y con eso para toda) representacion espectral ordinaria (S.1) de T

vale

(b)) =0 > p (b) =0 para 1 < m <o,
m

Escribimos T~7 si para una (y con eso para toda) representacion esp('('lral

ordinaria (S.1) de T vale

7(b)=0 <=>p (b) =0 para 1< m<o .
m =

(Aqui & esun conjunto de Borel arbitrario .)

Si T~7 , entonces eseribimos en vez de (7-a4.¢.) también (T -a.e.) y en

12



vez de 7 -conjunto nulo también T - conjunto nulo. Tenemos que demostrar toda-
via la validez de *“... v con eso para toda ™ en la definicion (3.2). Para  esto

scea

(8.1) vi: H -~ H'

I< m<e

otra representacion (~.~|)('('lrn| ordinaria de T. Hay que mostrar, que para un con-

junto de Borel arbitrario, b vale :

(3.3) p (b)=0 para I-m o<=>p' (h) = 0 para | < m-  ~.
m = m

Para demostrar esto considerarcmos la aplicacion unitaria

-1
W:= U'U : H > H'

Si F es una [uncion de Borel acotada, la multiplicacion con - en H y H’
se define de manera natural (es decir, por componentes). Mostremos primero (ver

[21., pag. 977, ecuacion (*)) que

-~

(3.4) W(F.¥)=F.WX para todo X ¢ H

Para demostrar esto basta considerarun X¢ Do, Sea x7 = Wx . Hay que

mostrar que

-1

(U (F.X%)y) = (U'_I(I’..?'), y) para todo ye H .

ocon y=Uy , y=Uy:

(3.5) (F.%,%)= (F.X",y) para todo yeH,



Por (S.3), respectivamente (S.3%), esta relacion vale primero para F(A) = A

& &

fac? X B ey - L
(puesto que en este caso se reduce a (TX, §) = (T, ") . Puesto que xe Do,
(3.5) vale también si I° es un polinomio ; entonces también si F es funcion
continua con soporte compacto y, finalmente, por una aplicacion del tcorema  de
Lusin (ver por ejemplo | 13 ). 54) vy del teorema de la convergencia dominada |

I jemyg s | 3 &

para toda funcion de Borel acotada. (Fn eslos pasos los prodll('lo.\' escalares se

deben considerar como sumas de inu'gral(-s\ Con esto (3.4) qucdu demostrado .

‘(b) =0 para l<m<e . Su -

) i » I 3 . . - . >
Para demostrar (3.3) supongamos ahora que p

pongamos tambicn que existe un m,ocon po (b) > 0 Sea entonces X =
0

0, ..., /\'/,, 0....), donde X, denota la funcion caracteristica de by esta
. i arde 2. Se ti 2 WS .
en el m -¢Simo lug.lr de X. Se tiene X ¢ H ., x| p'"o(b) >0 ; por otro

S0 )= l"(,\'b. o =X . Wy, es

S e

lado, vale, por (3.4) : Wx = w0, ..., X

decir,

e

. ‘ 2
| W P Wx = *(A) =0
ko L= ]m(/\) ! dpm

1< m <

puesto que  p’ (h) 0 para [ <m< e, Pero esto es impusil»lv ya que W es
m

unitario.

1

Una medida con p~T siempre viene dadapor p= ¥ T T T 5 ¢

P P P t f 1 <m<oc 2’",,"](1R) Pm

Para esta o  vale : 7 T < T<p . T T <=>7 p. Veremos que en (M. 1)

f f 12 1

-(M.4) vale : i T, respectivamente, p- 1, respectivamente, v T , res-

pectivamente b -;)~—!'~~ —~ v, tv 1 . Ahora la quinta version del
I<m<oo 2 l'u(lR) I

14



tecorema (‘NIN'(‘“‘RII illlllll(‘iil(‘il anteriormente se [)ll(‘(l(‘ cnunciar ;

TEOREMA M. 5: Sea T - 7, a) Entonces existe una funcion de Borel
kiR >N U1VO0 ~t (la llamada funcion de multiplicidad de von Neumann dc'l

respecto 7) y una aplicacion unitaria

~ g )
(M.5.1) Us: H +Hs = ® n Lo (d 1)

I<n< o ”

donde dn =Nk N =nt para 1<n<~ . que convierte ¢l operador T en

el operador de multiplicacion en Hs .
b) k‘,(-) estd univocamente determinada (7 -a.e.) en IR .

c) $i T. T’ <1 sondos operadores con las funciones de multiplicidad
kr(' ) , k2(.) respecto T, entonces T y T' son unitariamente equirvalentes
; 3

si, y salo si, kr(/\) = k;(‘l\) (r-a.e.) en IR.

!\'("lll"dllll“l]l(‘ s¢ l)ll(‘(l(‘ enunciar laml)i(-n una \ersion ('l)l‘l‘!'ﬁp(illl'i('ll“‘ a \I_)

del teorema M.5, con Pl W kr()\) >mi (1« m<x),

4. Demostracion del teorema de multiplicidad espectral.  No es dilicil trans-
cribir V.3 directamente a la forma M.5. Pero puesto que aqui se debe desceribir ef
método de construccion de John von Neumann, apliquemos este método directa -
mente a M5, quicn posec una afirmacion de existencia mas general que M.3. l.a
demostracion de las afirmaciones de unicidad b) y ¢) solo es una traduccion  de
la demostracion en | 2] de las alirmaciones correspondientes de M3 a M5 ella

solo se da para ('mnpl('lur la presentacion.

(i) Demostracion de la alirmacion de existencia en el teorema M.5 Para

15



la construccion de /(T( <) yde U's partimos de una representacion espectral

5 5 dp
comin (S.1) de T . Formamos las derivadas de “adon-Nik()d) T ¢ in-
d;

troducimos los conjuntos de Borel

d
r . 9Pm
(4.1) c —(m-f)\eR.»-J——(/\)>0( ‘

ni
t 7

Entonces la funcion de multiplicidad de von Neumann kr de T respecto 7

vienc dada por

(4.2) k_(A) - D3 X, 7{A) .
1

: c
L m<oc m

La demostracion de la unicidad que daremos mas tarde, prueba en particular que
k_ no depende de la seleceion de la representacion espectral (S.1) (excepto en

un conjunto nulo con respectoa 7)), Para construir US . notemos primero que

2

. 2 ¢ 2 b 5 ¢
los espaclos I. (pm) y I (c ],r) son isométricamente isomorfos mediante la

aplicacion
2
L (/’ ) ? ‘ ( ) v \/“pjﬂ( ) o () e Lz(( it )
m 5

la cual es compatible con la multiplicacién con A v A, y podemos por eso subs-

tituir la representacion espeetral (S.1) por la siguiente :

2
(s.1% vt :H > ® Li(c,.r) .

1*_:7”("0
Es claro como deben modificarse (5.2) y (5.3) .

Sea d ={x: k(A)=n } (1 < n < )., Ahora nuestra tarea es construir

una aplicacion

16



I<m < o

por la cual el operador de multiplicacion en el primer espacio de representacion
se convierta en el operador de multiplicacion en ¢l segundo espacio de represen-

tacion. l.a rvpr(‘s('nla('i(m vspv('lml llamada l’5 es entonees l’5 : \'s U’ .

Para la construccion de V5 introducimos sulr('()njunlns upmpiauln\‘, comunes

a los R Si Ae d, . entonces denotamos los  » indices i con
A€ ¢; segin el orden natural por i (A) <i,H (A) < ovn - l””(/\\ para <7< oo,
i (A)< i 5(N) <eee  para »- o, \hora definimos para I o m- o~ los
o 1 o0 2 -~
conjuntos
11 21 22 ol =2
t N g esen i R > ;
m ,m e m "’ m m
mediante
. d } k 1)
> = / < n< oo , 15 ” 4 .
te=hed, i, (X)=m 3§ (1< nsw <
I nk | iy | )
LOS . ’ : 5 > N b Q > < - ( r eS1e YO
0s 1 son conjuntos de Borel, puesto que los ¢ v d, - son de este tipoy
puesto que para [ < n< ~ , T m<o vale
nl
t = - & .
m dn N <,y U :

1<j<m ]

ypara 1< n<e , 2< k<nel , IS m<o vale
nk g [ U [ e
P o= c,. N . : ) NS, N . " -
m n m l(-“]]<]2(‘“'“‘//<’-l( m 11 /2 k-1
U ¢, Vi
1<j<m /

P70 e dp-1



Valen las relaciones siguientes, donde ¢l punto indica que se trata de reunio-

nes disjuntas
W ot (l<n< o~ , 1< k<nel)

(4.3)

8] t (1 < m<oo)

c 5 X
I<n<e I<k<nil ™

=

Después de estos preliminares podemos ahora definir VS de la manera siguien -

te :
.»?-.(i-l.;?z,...) b VgE o= x
donde x = (x , ; ; v Beue se define por
’ 11" 21722 T ) P
g Y3 nk .
.\”k(,\ .\m()\) para A € lm (1< m< o )

para 1< nw< ~ . I k<nil. Lasfunciones asi definidas son medibles y

por (4.3) ale

P 2 [ A dr(n)
WX = & = xRN | dr
, ‘ 1< n oo lik<)l+l dﬂ A
- o o~ .2
z 2 [ 1% (M) ] dr(X)
I<n<oo 1<k<nil 1<m<ec “pp ™M
' m
> 2 D 2 )| dr(a)
= T
I§m<c\: ISIISM ng\‘rul ftnklxﬂl( l
m
. 2 3
= 3 [ Exm(/\)i dr(A) = || %]
1 <m<e

m

18



Ny

~

-~
~
-

en g
[/ — s

>
X

5 ! i . )
Por eso 1V 5 €= un homomorfismo isometrico de
o

2 "
n. 1. ((/” .7) . Elhecho de que Vs sca sobreveetivo se concluve directamente

(I(‘ I‘d construeceion @ =i

>
x "(4\-”‘..\.21,\22, ’\r\,l’\'\z‘ ) ¢ : \L’:I‘\\u 1 (11”, ) .
A N 2 .
entonces vale x = Usx, donde  X¢ ; D I ((‘m .7 ) se define por
< M~ ov
% nk
-\m(/\\ = .\‘nk()\) para  Ae (l=nw<~ , 1<k nil

para 1< m<o . Obviamente, Vg es tambi¢n compatible con la multiplicacion.

(ii) Demostracion de las alirmaciones de unicidad en ¢l teorema M5 2 Prime -
roh): Sea k; IR 5> NUYO0,~ 1 otra funcion de Borel a 'a cual corresponde

una represen tacion (‘Sp(‘(‘l l‘ul

A 5
(M.5.1") l'; : H > Hé I\;b-,—\ w. L (d”,r Ve,
donde d;] =4 NelR _Ie;( A =} (1 < n< ~), Consideremos la apli-

cacion unitaria

Se ve, como en la seccion 3, que para toda funcion de Borel acotada F, vale

(4.4) W(F.X)=F.(WX), para todo X ¢ ’;5 i

(l‘:n la demostracion se debe tener en cuenta que 7 €S 0o- finita). Demostrare -

mos ahora que k= k' (7 -a.¢.) cn R . prolmn(l() por induccion matematica que

19



(4.5) (/j : d‘j (7 -a.e.) en IR (0s j~o)
Para esto son atiles los vectores
)

z% = (1, y 0 , 0,1, ,0,0:... ;1 ,0,0....)
|4y "y | 4 #%

-~

ZI o= (0'()'11d2’0'1i(13' 0,'...,'0, Ildm,o,...)

2 =(,:0,0:0,0, 1,4 ;...:0,0, 14 ,+¢-=
% 2 Ildg | d )

(1 denota la funcion constante Xy 1)

(4.5) vale para j=0: De no ser asi se tendria, por ejemplo, r(d(’) - do) > 0.

Se escoge entonces un conjunto de Borel s C d'o- do con 0<7(s)<e~ y se

A 2
considera el vector & = X . 2% Hg . Vale || X% = > r(sNd,) ~0.
o s ) I1<n<e *
puesto que de lo contrario seria 7(s) = S r(sn d") = S (s N d") =0
<m<e I1<n<

oo
: " D e
(por snN do = &) . Porotrolado, ya que sc tiene W 2= Wix4<.z9)= Ng -

~0

20) = v p e
W(Xs,,\ ) >‘s'"" . vale

2 2
Wzl = y s f \[’u‘.?olk(A)g dr(A) =0
2.

]

puesto que s (/,', = h, para 1< n<oo, Fsto contradice la isometricidad de
W,

Supongamos ahora que (4.5) vale para 0 < j< ] r(‘d]. A d]f )=0. Para

mostrar que también 7(d I"\ d'* ;) =0, suponemos que, al contrario ,

b & I

20



7 ( (/] Jl A\ t/]' X I) - 0, esdecir, por razones de simetria, simplemente que

7(4'14 1 --1/]+ I)* 0. Ahora elegimos un conjunto de Borel s d'j ‘ l_d], jcon

0<7(s) ~x definimos vectores .‘\"j( I;i para 0 < j< J+1 mediante &/

Xs";j . Los f’j forman un sistema ortogonal en ’;5 v son no-triviales : Si

valiera, para un j lijocon 0< j< J+ 1, que || .Q'jilz ] ; > r(sN d )0,

¢ Idaptes

entonces se tendria 7(s) = ‘ > (s ﬂa'”) = S ) 7(sN d”) — 0-, puesto que
o< n< oo O0<n<j

s ﬂd]” =¢ y r(sNd)<r(d -d,)<7(d, Ad,)=0 para 0. ng] (ob-

sérvese que s C R-d,'l para »n # J+ 1.) Entonces los W.f'j c0<js )1

forman un sistema ortogonal de vectores no triviales en  HY .

Sea ahora d C s un conjunto de Borel arbitrario con 7(d) ~ 0 . Definimos
‘).’j( H’ mediante 5'/: Xg- 2!, 0<j<J+1. Entonces los Wf'], 0<j<J+1,

0
también forman un sistema ortogonal en Hs . Por esto vale, ya que se tiene

Wil —wex, 2y won x .2 - ) =x, . wif
y'o= (d )—‘(kll.,\s.4) ‘(,\(d..\) >‘(1' X

y dC (lj’ 1( es decir, d N d;’ =¢ para n7 [+ 1), que

. 2 . . I .
nwali o mwast waly= ) o / p o] -
(4.6) 51.]..HWy || =(Wy ", W) )-(Xd,ux X g WX )

= f S A ) -al(h) dr(d) .
1<k<y+1 k k
d - -
~ e
‘\qui hemos introducido las abreviaciones (Wx ')j' I k(. )- uk](. ), 1< k‘i J+ 1.
0<j< )+ 1, para simplificar las notaciones. Puesto que (4.6) vale para todo
conjunto de Borel dCs con 7(d) >0, se concluye que vale (7 -a.¢.) en

s



% apA)ﬂ(M=o (0<i<j< J+1)
l:k;]Jl
2

- o ,
N (A)Y >0 1 << 1)
1<k ger M (I<j<J+1,

b i 2 .
Puesto que 7(s) >0 , existe /\”f s para el cual valen ambas relaciones. Para
|

u] : .
este A los vectores (u] (Ap) o ooe, . I()\O) ), 0<j<J+1, forman un sis-

J

tema nrlugunal de J+ 2 vectores no triviales en ¢ Esta contradiccion de -

muestra la alirmacion para 4 1.

\hora ¢ ) : Sean 1.1’ < 7 dos operadores autoadjuntos con las funciones de

7
multiplicidad de von Neumann &, £* con respectoa 7, Entonces T, T' tie-
nen las representaciones espectrales {(M.5.1), (M.5.1"). Primero, sean T, T’

unitariamente cquivalentes, es decir, que existe una aplicacion unitaria V :H > H

con D, = VD TV VT en D . Entonces la aplicacion unitaria L,v;. &

U2V :H > H. esotrarepresentacion espectral de T . puesio que para x¢ DT

5

vale

w1 A) = (U VTx S (UIT V) (A) = A (Us V) (A)=A(Ux
s T )”k( ) ( . \)”k(,\) ((’ \)ﬂk ) A( 5‘\)”ka A(ls\)”k(/\)

(7 -a.e.) en d'; (1< m<oo , 1< k<nt+l).

Con eso tenemos segin b) que k(\) = k’(A) (7 -a.e.) en RR. Entonces vale

-~

{]" L d;; (r-a.e.) (1< n< ~), por lo tanto, H5

-
,
= ”5 . es decir, tanto 1
-
como T’ son unitariamente cquivalentes al operador de multiplicacion en Hg

son unitariamente equivalentes uno al otro

luego T y T’
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(iii) Equivalencia de las versiones diferentes del teorema de multiplicidad es-
pectral : Primero se demostrara que el teorema M.3 es un caso particular del M. 5
que corresponde a la seleccion T 7- ., Para esto, en la parte de existencia
solo se debe mostrar que con esta seleccion de 7 vale k(A) =z 1 para  todo

Ae R (es decir, R = U d ). Segin la definicion de k.(.) (ver (4.1),

> n
1‘_1"_*_\_09

(4.2) ) esto significa que 7(c;) = 0 para c :={A: k (\)=0 izﬂ(I: l,fl _
Pero esta afirmacion se concluye de
d
p (c )= —{)—m—drz() (1< m<o)
m (] 7 g
o

L pﬂl e

(()l)S(‘I'\ ese qllp ———— S 0 en C ) v 1 T .
7 05" oy
Si tenemos reciprocamente una representacion (M.3.1) de T con U...d;=
I<n<e

IR , entonces se debe tener v ~ T, puesto que podemos escribir la formula (M.

3.1) asi :

2
U:H -~ H = @ n.l‘(r'l
1&71_&«; ()1

y considerarla por eso como una representacion espectral no canénica de tipo (S.1),
en la cual las medidas participantes, que son (posiblemente) diferentes una  de
otra, son 1‘(11 T Entonces, segin la seccion 3, vale

2 o

VvV = 2 v f\,T.
1<m<oo dn

De lo anterior y de b) en M.5, se concluye la afirmacion b) en M.3 .

o) ’ .
Demostracion de ¢) en M.3: Sean T, T operadores con las medidas  co-
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»

rrespondientes ¢, 1y las sucesiones (d,) . (d},) de los conjuntos de multipli-

cidad. Si T . T’ son unitariamente cquivalentes, entonces la afirmacion

(4.7) T ER AR d:, (1 -a.e.) en IR para 1< n < «

se puede reducir a la alirmacion va demosirada, como en la demostracion de la afir-

macion ) de M5 . Si, al revés, valen las alirmaciones (4.7), entonces primero T

2
es unitariamente equivalente al operador de multiplicacion en @ n.L (d 1)
1< n< e
1)
\hora observemos que, puesto que o', se puede suponer _‘15_()\) > 0 para
3

2
todo A e IR . Por eso, L (d", 1’)  es isométricamente isomorfo a L (d",v )me-

diante la aplicacion

que es (-umpulihlc con la mulli|)|ivu('i|'nn. Esto demuesira que T’ es unitariamente
. N T , 2
equivalente al operador de multiplicacion en & n. L (d” . )., Venlonces
3 p
S <

tambiéna 7T .

Ya conocemos la relacion entre M.2 y M.3. En la transicion de M.3 a M.4, se de-

fine (como ya lo hicimos antes) Vo T 1'{1 para I <n<e~ |y, (~urrvsp()mli(‘nl('-
n
mente, en la transicion de M4 aM.3 , p = ,2 - ;}«-l—-u—m V¥ i (l” =
dis I<n<oe 2 1/,7(m) @
A~ (A)> 01}, Similarmente se procede con M.1, M.2.  Se puede renunciar
v

ahora a la presentacion de los detalles.

5. Funciones de multiplicidad espectral. En ¢l caso de dimension finita sé -
lo hay un método razonable de definir una funcion de mnhiplicidad del operador 7,

a saber, la funcion v (ver la introduceion). v, es un invariante wnitario comple-
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tode T (es decir, determina a T salvo equivalencia unitaria). Fn el caso  de
dimension infinita queremos considerar, como funcion de multiplicidad (lg- T, a
una funcion unitariamente invariante ¢ : R > NUJ 0, &}, que, (i) en el caso
de dimension finita se reduzea a ty Jii) aplique a 1odo valor propio aislado  la
dimension del espacio propio correspondiente y que (iii), segin ella los operado -

res de multiplicidad total < N estén caracterizados por v(A)< N en IR.

A cada una de las versiones del tcorema de multiplicidad espectral tratadas an-
teriormente corresponde una delinicion natural de una tal funcion. Si T <7, és-
ta ¢s, en el caso del teorema M.5, la *‘funcion’’ de multiplicidad de von Neumanu

’

de T conrespectoa 7, k (.)
7

F que cumple todas las exigencias de ¢, stem-
pre y cuando éstas se modifiquen tenicndo en cuenta que & _(.) esia definida
univocamente (7 -a.e.) en R . kr (mejor : la clase de equivalencia determina-
da por k_) es un invariante unitario completo de todos los operadores <7 . kr
se puede obtener de una representacion espectral comin, arbitraria, (SSD de T

(ver (4.1), (4.2) ). Los conjuntos e estan caracterizados por la siguiente condi-

cion :

PSP (es decir, p  esta concentrada sobre ¢ )
m m
m

r(b) =0 paratodo HCc ~ con pm(/?) - 0.

Por eso los ¢ se pueden considerar como portadores de masa de p, conres:
m

pectoa 1,

Si T se da previamente, sin asignarle ninguna medida, entonces la arbitrarie-

dad I)()Nilll(‘ en la seleccion de una 7 se pn(-d(- eliminar considerablemente exi-

ro
N



giendo que kr(/\) > 1, paratodo Ae IR . Sabemos, de la seceion 4, que en es-
te caso se debe cumplir 7 -7y que k_ esigual (T-ae.) alafuncion de
multiplicidad de von Neumann %4 de T, introducida en la seccion 3, la cual de -
respectivamente, d,, en el teorema M.2, respecti -

termina los conjuntos oL

vamente, M.3 . k& se asocia directamente al operador (es decir, noa la pare ja
T <7) ynawralmente cumple también las exigencias hechas anteriormente a una
@ I . . . " . . . . . g

funcion de multiplicidad. En particular, £ es un invariante unitario (T-a.e.) en

R de T.

Mientras las funciones de multiplicidad de von Neumann k. y k. que ticnen
su origen en los teoremas M.5, respectivamente, M.2, M.3, sélo se pueden definir
razonablemente en relacion con una medida, los teoremas M.1 y M.4  conducen a
funciones realmente definidas en forma puntual. Con ¢l teorema M.1 esta ligada la
amada funcion de multiplicidad de Hellinger de T (ver [161 p. 267 ; [9]), la
cual se define como sigue

(5.1) m(A\) > Xs”pf’(l‘»m)()\).

I<m<

Esta definicion naturalmente no depende de la seleecion de los f, « Segin la

alirmacion b) en el teorema M. 1.

La funciéon m(.) describe (mediante su//p.(\“m) ={AeR:m(N)> m) lasu-
cesion supp () O S"M'("z) )+« , que por el tcorema M. se asocia de ma-
nera inica a T y que se pucde interpretar como espectro escalonado de T.Pa-
ra (‘\pli('ar esto partimos de una representacion (-sp(‘('lral comin (S.1) de T. Me-

diante ésta, el operador se descompone en la suma ortogonal de los operadores ci-
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=1 i
clicos T, = U "TU =1, 2 . Aqui vale

f § = T | = 7
ol(T, ) =0o(T| )) su[)p(p'”) (1< m< o)

y ademas

o(T) = U supp (pm )

1< m<

Si ahora, en vez de (S.1), se considera una representacion espectral canonica (M.

1.1) de T se obtiene
U(T)=(7(Tl) Dol(T,)

O(Tm)=§)\:m(/\)2m} (1< m<o)

lo que justii'ica la interpretacion de m(.) como “('sp('('lru escalonado’ de T
Segin el teorema M.1, m(.) es un invariante unitario del operador T, pero uno

que (como el espectro) esta muy lejano de ser completo.

Podemos utilizar también en el teorema M.4 los soportes (determinados univo -
camente por T ) de las medidas participantes v, enladefinicion de una fun-
cion de multiplicidad espectral :

0 si A¢eIR- | supp(vn)

Sn<oo
(5.2) m(N): =

supt n: e supp (v ) en olro caso .
n

El teorema M.4 muestra, en particular, que  m es un invariante unitario de 17

Pero la funcion m no determina los soportes de los v, mediante los cuales es-

N~

L



ta definido.

Se puede ver facilmente que  m oy m también son funciones de multiplicidad
de T en el sentido de la definicion dada al principio de esta seccion, es decir
que cumplen las alirmaciones (i) =(iii) . Finalmente Hamamos la atencion <sobre el
hecho de que & (v &) toma como valor, aon en los valores propios no aisla -

7

dos, la dimension del espacio propio asociado, hecho que no se debe cumplir para

las funciones m y . como lo muestran ejemplos sencillos

0. Una caracterizacion de las funciones de multiplicidad ., la cual es indepen -
diente del teorcma de multiplicidad espectral. Lo mismo que en el caso de k.
pueden obtenerse las funciones y m directamente de una representacion es -

peetral ordinaria (S. ) de 7 : Con e . FA RN md d = {N k(N =)

n
vale
suppp, ) = supp pem) (1 < m<o )
supp(v, ) snp/)(p{/”) (I<n: ~)
. & I
donde v I . porcjemplo, p N —
’ I m m

~o 2”/ . /)]” (IR )

La delinicion (5.1) tiene una semejanza formal con (4.2) : Fn (5.1), envez de
los €+ €S decir, de los “‘portadores de masa de los p, respecto p "’ se con-
sideran los soportes de los P La diferencia decisiva entre las dos definicio -
nes es, que, en (4.2) se toma como base una representacion arbitraria de 7, mien-

tras que en (5.1) una representacion (*.sp(-rlrul canonica . Queremos examinar aho -

ra, hasia qué punto la definicion de  m(.) depende de esta restriceion. (Una posi-

28



bhilidad de describir m.0) mediante |)|'upi|'(|;u|1'- de |uu|li|t|it'i(|al(| de la wedida es-

|N‘(‘|l‘il| de T se encuentraen [91])
Partamos de una representacion espectral arbitraria de 1 dada por (5. 7) . \na-
logamente a (1.2) definimos

(6.1) /l_(,\\- 2 A)

1< m<o

’\lsu/i/)(p )
m

I,rilll(‘ﬂ) llil_\ que conslatar que tU d(‘l)(‘lld(‘ on gl'illl lll(‘(lidﬂ ('(‘ Iﬂ \'("(‘(‘(‘il’”l ('(' [

lampoco s¢ pu('(lv decir de mancera aigulm que /7 es determinada (71 -a.¢.) en

U
IR por T.

(6.2) Ejemplo : Sca p la medida de Lebesgue en [0,1] . Existe (ver [13].
p. 0, ex.3) un conjunto de Borel e C [0,1]. tal que para todo intervalo 12[0.1]
vale: 0 pCe N t) < (1), Seaahora T el operador de multiplicacion en

5
1.7(lo. 1V . ). Vale obviamente que

1 para A\ ¢ [0.1]

m(A\)
0 para A e R - [0.1]

\hora delinimos /ll =] y[ . Entonces la ﬂpli('m'i(m

e By” 0.11 - e

2 2 2
UerT (o), gy L ([02), ) e L(lO1], oy

definida por Ux = (x,x) es una representacion espectrab de 1, Ya que

suppp ; ) osupp(py) 1001 | . vale entonces ,l (A 2 paratodo A [0.11.



Después de este ejemplo podria parecer que
(6.3) m(\N) = min } ,l'( A) s U representacion (‘,Spo('lral de T }.

) . .- i & .
Pero esta afirmacion también es falsa generalmente, puesto que se |)uvde mostrar
que este minimo es cero en todos los puntos del espectro continuo. [lustramos es-

to en el caso del ¢ i('mplu anterior para A =—-I— N
’ 2

(6.4) Ejemplo : Sca T como en (6.2) : consideremos la sucesion

: 1 3 Mpligeiig s
e;=10,—1] U [+ 1}, =[-= 21 U[=-=1,...
r e gl Uil 6 [4 8 L

Definimos TR L T T Entonces tenemos una representacion (*spv('lral
" n n

de T

2 2 -
vt (o)) B @ I (l(),l].llv”) .

Aqui se tiene supplp,) e, . 1 <n<os , esdecir, ’U (~é ) =

Cuando se intenta caracterizar m(.) por una relacion de la forma (6.3), en
el lado derecho no se deben considerar todas las represcentaciones espectrales U
de -7, sino que hay que limitarse a representaciones que cumplan ciertas condi -
('inn.cs adicionales. Hasta ahora se logro encontrar una tal condicion natural s6-
T e¢s finita. En este caso  una

lo en el caso en que la mullipli(-i(lud total de

nueva funcion de multiplicidad se puede definir razonablemente por

(6.5) 1(A) = min ,l' (A) : U representacion espectral finita de T 1},

La proposicion siguiente responde a nuestras preguntas en este caso :
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(6.6) PROPOSICION : Scea T de multiplicidad total finita. Entonces para to-
do A e IR wvale

m(N) = m(N)= t(\)

Demostracion : a) Mostremos primero que m (X)) = m(A) . Con este fin parti-
mos de una representacion espectral ordenada (M.2.1) de 7. A ésta perienece

una representacion espectral canonica (M L.1) con p =p, (1< m<~) yuna

m
para I <n<o, d 1]

representacion (M.3.1) con d, = e =
® I<m<oo

n ¢nsl
Entonces, con v, S ug (1 < n<~) setiene una representacion espectral
»n

(M.4.1). Demostraremos ahora que

(6.7) S“PP(ll,,,) :m<y<m su[)p(p/”) para 1< m< oo
Urimero vale e, = §] d, para 1< m<o , Deestoyde ladefinicion

m:_i n< oo

de los bV, SE concluye (ver (2.1)) , que U supp (v, ) C supp(,;m).sﬂl
n * m<n< oo
al revés, Ae supp(um) Si Ad U supp(v,) ., entonces existe €3> 0 con

”l_(_ﬂSoo
(A-€, A+ €) N supp(v ) =¢  para m< n<oeo, Entonces vale

(A -EAE)) =p((A-e A0 Ney,) = 5 p((A-eAee)Nd,)
= b v ((A-€,A+€)) =0 ;
mSnSeo n

es decir, Ad supp(p,). Con esto(6.7) queda demostrado.

Si ahora la mullipli(‘idad total de T es < N, ecntonces (6.7) se reduce a

supp(;zm)=m(\_[iﬁNsupp(,f”) (1<m< N).
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De esto se concluye directamente que m(A) = m(A)  para todo A ¢ IR .

b) Demos ahora la demostracion de t(A) = m(A) . Por el teorema M. 1, se
cumple trivialmente que #(\) < m(A) =m(A), Para mostrar que ;)/(/\) < H(N),

hay que probar que, para una representacion espectral finita arbitraria,

(s.1) , U:H - ® . LiNp '} ;
N ]

de T vale: m(\) < tl' (A) . Para ver esto, seguimos el proceso descrito en ta

seccion 4 que conduce a la representacion espectral

(M.4.1) Uy : H - @ L (v
I<n<N #

de T. Con este fin escribimos, con 7 p - T, (S.1) en la forma
2

_— i
(s.1%) vt H o l«ijm\’ | LN 1) TN

e introducimos la funcion de muhiplicidad de von Neumann % definiendo ademas
= . o & < J e S 1ene B #*®

d” fA2 k(M) =nt , 1< n<N. Entonces los v, vienen dados por Vy Vd"'

Si_m(A)=0. nohay que mostrar nada. Sea m(\) = n, con l<n,<N. Enton-

ces se cumple particularmente A e supp(v, ). Con las notaciones de la seccion
o

4 (ver (4.3) ) valen las relaciones
d = W 1° (1<k<n,).

Por eso, para todo K(dn , existen indices my(k), mz(K) L, oMy, (k) con
0 (7]
n _k n k
0
KeS = n 79 . Puesto que ¢ 7
. I1<k<n '”k('\‘) m m

’
"ok__

- ¢ para k7k’, los

0
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wm(/\) deben ser diferentes uno del otro, es decir, S, esta contenido en por o

menos n de los ¢, con indices diferentes. S6lo hay un namero finito de estos

3K . sean SKI, S ,....8 . Para estos vale entonees rl” = U S  Pues-

K2 KM o 1<1<M *

o que Aesupp(r, ) vale p((A-F,X4¢) N d,) >0 para todo -0 . Enton-
0

ces existe un [o ell,.... M} con p((A-,A+F)N .S'K )+~ paratodo £ 0
(ll . g . " - . 9
principio de los cajones’ : aqui se usa esencialmente, que U esuna represen-

tacion espectral finita ). Por eso para los . ale -
I f ) para los ¢ = con 3.0 G, vale p((A-rAs
o
€) N cm) > 0, es decir, ¢ supp(pm) . Puesto que segin lo anterior SK Com
7]

se cumple por lo menos »  veces, se concluye que Il,()\) 2n,=m(A).

7. Comparacion de las diferentes funciones de multiplicidad espectral. — Pri-
mero queremos comparar m y m en el caso de multiplicidad total infinita. De

(6.7) se concluye que sicmpre vale

(7.1) m(A) < m(N\) para todo A e R

y que

(7.2) r;/'(/\) =m(\) , para todo A ¢ R,

es valido, si U supp(rv,) es cerrado para 1< m< ~., Si esta condicion
g oo n

no se cumple, puede suceder que m(A) < m(A) :

(7.3) Ejemplo: Sea p la medida de Lebesgue en [0,1], sea d,= ’—H—I—I, ~'17]

para 1 <n<e , d_ - . Delinimos T como ¢l operador de multiplicacion en
- oo

@ 2 1 2((1 ) Entonces se cumple supp(v,) = [ 1 | para

N , - J ¢ 1 2 ) - T M « <

1<n<o et 4 ntl 7

I <n<e, supplv ) =¢ , es decir, m(0) = 0. Por otro lado, tenemos de
s ~
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una representacion csp(-vlml canonica

1
e, = U d. = (0,—=1]; = >
" m<n<ow " 5 m] o | ME
de T en I:m@‘\m L (,um) . Puesto que supp(p,)) = “)‘711}' | para 1< m< o,

se ('umplc m(0) = .

es un punto de acumulacion de la sucesion

En este ejemplo A - 0

(5"/’/’(1"1))1 ~en el siguiente sentido : Existe una sucesion de nimeros na-

<n<oo

turales My<ny<eeoo ypara 1< k<o A, €supp(v, ) con A, > A, Ejem-
k k k

plos de este tipo son los anicos contraejemplos, puesto que de (6.7) se concluye

si A es un punto de acumulacion de supp(v )),
" l<p<oo

oo

m(A) =

#(0) en otro caso .

Por lo tanto, también la funcion de multiplicidad de Hellinger m(.) puede ser de -

terminada directamente de la representacion espectral (M.4.1).

Ahora comparemos las funciones m, m con k. Aqui vale siempre

(T-ae.) en IR

k(A) < m(A) , k(X)) < #(X)

(7.4)

’ 2,

Por (7.1) sélo se debe demostrar la segunda afirmacion. Para la demostracion de-
una sucesion de medidas v v, ..,1
12 %)

\,’I"

finimos d” = fiNsk(X)=md ., Si p
T, viene dada por

con la cual tenemos una representacion espectral (M.4.1) de
Hay que mostrar que p({A:k(A)>m(A) })=0. Se cumple

v

n~ Pd
n

I ck)>a(A)= U A k(M)=n>a@)C U dy N (R-supp(v,) )
l_<_n§oc I:n«'e.,

1/

y aqui
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,;((/” N (IR -supp (i

p) ) (R =supp (i, ) ) 0 para T n- ~

No debe valer A(AY  m(N) ni k(N) m(N) (T-ac¢.) en IR

(7.5) Ejemplo : Sea p la medida de Lebesgue en [0 1] 0 ¢ como en el
) 2 2
ejemplo (6.2) . Sea T el operador de multiplicacion en 1.7 (1 0.1]. p) @ L (e.p).

":nlun(‘(‘s se cumple Ly = T ) . 0 ara 3 < om o~
PRI TP 170, il I h:

’ ) ,
1 I|0,ll—('
vyTp v =0 para 3 <min~ 5,,/,/,(“]) sn/)/;(,,z)'—su/)/;(,v,) su/)/;(,-z)

e n

[0,11. Entonces m(\) = m\) =2 para todo A ¢ [0.1]. pero k(A) -1 pa-

ra 1odo ,\(|(),Il—¢*) p(l().l!-e) -0 .

Como ultimo pmbl('mal examinemos Imj() cuales condiciones la funcion k£ coin-

cide con la funcion m. La luncion m es superiormente semi-continua, Se tiene

(7.6) PROPOSICION : Si k(.) se¢ pucde ¢scoger superiormente semi-conli =

nua, ¢s decir, si los conjuntos e,

, €n teorema M.2 se pueden escoger cerrados

entonces rale  m\) = k(X)) (T-a.e.) en IR

Demostracion : Sea = p 1< m<e~. Delinimos ¢’ ¢ supp(n. ).
3 f P m
m €m = m 7

k(A > X , y demostramos primero que

g

¢
I~ m<~ m

(7.7) k'(A)=k(A) (p-a.e.) en R :

Trivialmente vale k'(A)< k(\) paratodo Ae R ; hay que mostrar que p( tA

FaAY - k(A L 0. Esto se concluye de
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]

EA 2 k2 (N) < k(M) u A R(N) > m=Fk"(A)

0<m< oo

C U“oc €mi1 N (R-(e, v supplu,, ;)))

osm

:0<’l;’J<m “m+1 g -supp(#"“ 1 ))

Terminamos la demostracion (7.6) probando que

(7.8) Si k(.) es superiormente semi-continuay k(A) < m(\) para todo

Ae IR | entonces vale k(N)=m(AN) paratodo \elR .

Demostracion de (7.8) : Bajo las hipotesis hechas, e, €8 cerrado y

e Csupp(p ) para < m< ~, Porla definicionde , , vale R - ¢ =
m Prty m I %) ) Hom um( m )

p(R -¢, ) n ) = 0. Puestoque IR-e, es abierto, se concluye R-e, C

. m

R - su/;/:(“m) ;oes decir, #5043 su/)[)(“m) . Eutonces m\) ila "l,_l<w XS”PP(}L,”)(A)

<Y X, ) - kN .

=
g ¢
1<m-<~ m
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