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1. hrtrodu cc ion, Ell Ius u l t un us rtiiu", sc u t il iz a prc·l'pribl('IIlPlllt, ('lila lut rod ur--

cion a la t cori a espe c tra l para 1111 opcradur a ut ou dju n tu T ('II 1111 cs pucio tit' (liI-

he rt s('pal'ahle(ver[cl], [G], [31,11:2.1, []5'1) ILl lurma d(' upcl'adurdc mu l t ip l i-

cac ion dc l tr-orcma (''''ppctral (qur- 1'",('11(' ia lmr n tl' [u e dn;arrlJllada ell ('I l ihro ['161

ell' ~1. II. 5101le) y no l a Iormu luc io n c lri s ic a eou la mod irla ,'spl'ctral (T= fA dE(/\)):

1'0111'01'1111'ap",o s e dall dc rnustr ac-i oucs para c l la qlle 110 usn u la cx i-u cu c i a de la

medida l'spectral (s in» qlll' la im pl ir-nn ), La raZtlll matcmat ica para ('sll' call1bio es

s o hr e iodo la oll"qllclla de una iunyor analogia COil el ("asu de d imcus io n fillila(\('r

[G 'J) ; la';,razulle;; fi"jcas son la mayor u ri l idad de l a [or ma de operador de ruu l t i s-

p l icac ion para cu lculus pra ct ir-os (vcr [31)) la pos ib i l irlarl de usur la como"'lIhs-

t it nt o para 1'\ pos ru lado d(' l'xpan",i,'111 (\ r-r I ~ll),II l,il'lI COIII\1 plllltu de partida pa-

ra pfl'cisar e."le postlliado ell 101 leoria dl' de"arrollus ell fllllt'i')lIe" propia." t!('I~('-

ralizada", (VI'r r 7] . 191) . (01110 d.'"v('lIlnja ,,;e ('oll ..,idcra frc'cllelltl'lllf'III(> In arbi-

trarif'd::111 posible en la "1'1('('('1011 .I" las lIIedida", qlll' defillen 1'1 espaeio de rl'prl'-
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sl'ulaeion" auuquc' t'~le problema "sli- resuelto des de hace tiempo I'U la l lumadu

t eor in dt' la mult ipl lcidad e spec tra l (vel' [161 , [181 , [Ill , [171 , [51 , [21 , [101

y lIll'lI,.,) mcdi autv un a ('auolli:r,acicllI dc la cscogeucia de e s tas mediclas ("rC'JIf(' -

s eu t ac inu c spr-c tra l caucluif'a"). P(>ro r-s t a leona geucralmeule se cons idc-ra 1'0-

1110 mil)' profuuda. Otra com p llc acion nac e de las formulaeioucs aparentemente muy

d ilr-ren t e s que los art icul os an te rlormen te me nc ionados hac en del re sul tado ccu-

Iral, a snhe r, el Ilamado "Ieorema de mult ip l ie idad e spe crral'", que pue dr- s er c on-

s iderado como uua e xpos ic ion mas precisa de [a forma del operador de mu lt ipl ica-

c ion del teore ma es pcctra l, que satisface completamente las exigencias de uniei-

dad.

La meta de la pri mcra parte del presente articulo es exponer la e quivale nc ia

de difc'rentes Iormu lac ion es del teorema de mulriplicidad espectral. Se trat a, eu

primer lugar, de una vets ion pare c ida a la df' [51 , que prohahl e mcutr- t icn e una

mayor analogia COli c l f'a~o ell' dimension [iuita , y se da para ella una demoslra-

cion sencilla, qlle 51' basa direelamellle en la forma del operador de multiplica -

cion del tcorema especlral y !Jill' !'uera de los tf'orcmas de Radon-Nikodym y LII-

sin lisa solo argumenLos f'1l'nwntales de la Leoria de la medida I' integraciouo EI

~n!'a~is rcposa I'n una Iransicion de una rel'reseulacion espectral comull a la for-

ma can6nica; particularmcnte, en una determinacion senciJla de los "conjuntos

de multipl icidad ". Ell esta primera parte no pensamos en una presentacion de

nuevos resultados y aun mcnos de metodos nuevos de demostracion ; mas Lien se

Irata d(' mostrar.por mf'dio de una presc'ntaci(JI\ anLonomu de la tcoria de multipli-

cidad, que se plH~de leer sin eonocimicntos especiales ; como la reprcsentacion

('spectral no canollica conLielle ya toda la informaci6n ~ollf(~ el opcrador que es
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rr- le vun tr- para 1£1tcori a de m u l t ip l icida d, E"lo nuu- s trn una v c u t a ju m,!s d., I.. for-

lila dd o pcr arlor dp mu l t ip l icac iou d"ltporcllla ('''ppelral "ohre la forma c la-s icu.

En la se!!nnda parle til' (''''1(' tra lrajo ..",p d,'s(,l'ih .., pr inu-ru (J.. qu,', uuuu- ru a (,£1-

da una dl' 1£1'"I'orllla", dil'l'rpntcs del t r-o rc-m a de mnllipli"idad It- "orrt""IHllldp una

"Tunr-iou de mul t lp l ir-idud ('spp(·trnl", '-Iuc .'."'ta de Iiu ida e u U(, y tom a val orr-s

en NUl c, 00 I. En e l caso til' dimension fin it a ('sta", I'uncioncs "ll' rt,duccn a

la Iune ion 111': lR -e NUl 0 I, que asocia a un nume ro rcal 1£1d imcu s ion del cs-

pacio prop io corre spond ie nt e aT. Ahora, e l objc rivo s cra compumr e s ta s fun -

ciones entre si , e xam inar en que me d ida de terminan 1'1 operador (saIYl) c qu iva len-

cia unitaria ), y tra tar ..II' deseribiriasiudep.,ndienll'lIll'nll' lie la forma del te orr-ma

de mu lt ipl ici dad usada para la definicion.

En todas las paries de este trahajo, las aFirmuc ion cs y de mo strac ionvs s e 1'1'1'-

s eut an de lal manera que s ie mprc es reeonoeibll:' la I'orllla en que elias se pUf'den

Iransferir al easo de una C'-algebra eOlllnulati,a unitaria elf' nperadores aeolad",",

subre H, si se parle de 1£1forma del operador de lIIultiplicacion ..1.,1 teor('ma es-

pee-Iral para estas algebras.

2. NotacioNes y preliminares. La a-algebra ell' los conjunlos de 1301'1'1en m

se denota pOI' ~ ; la,., funciones meeliblf's en IlR, p,) se lIaman flllH'iones de I3tt

rei; una meelida de Borel en IR es IIna medida posiliva sohre IlR, p,) con

11 IK) < 00, para lodo compacto K C·!R. La integral de IIna fUflcion jf LIlR,ill,

IL) sohre lR 51' denota por r jl A) dll I A) 1<1integral 501,rl' lin poUjUfllo b pOl'

rjIA)d/l(A). Escribilllos L21/l):=L2(lR.J3,/l), Si ef~.B ,cntoflcesile
h
denota la medida rle Borel en lR defin ida por /11' (h) = /1 (b n e) (b f p,). Del'i-
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n imos L 2 (e . /l ) : = L 2 (e • e n :B. /l I pn ~i3)' L 2
(e, ,1) f' ~ iSO 1111;I r i(' a IIII'nl I' i so-

1II0rfo a L2(/le) dp man eru natura l, Si e. e'(:J3, entonccs escribimos e=e'111!a.e.)

en lR. , si It (e 8. e') = 0 tlontll' e L'. e' = (e - e') U (e' - e). La sinpu lnr idad tip

do~ mcdida s de 130rel p. , /1 Y la f'onlinui(Iad ahso lura de 11 con rf'speclo a //

(denOlada por 11 < //) Y In e qu ivaleucia de It y // (denotada por /l'" 1/) S('

dcfinen ('01110 de co stumbre (n;r por ejcmp!o []31) • Un pa pe l cenrra l 10 juega 1"1

t eorcma de Radon-Nikodym, que dice que para /l finito r-on /l <.1/ existe una

Iunc ion cp 2 0 integrable respccto a v y univocamenle determinada (1/ -a. e. )

not amos

con u tb) = r q;( 1\) d 1/ (1\) ,para torlo' b ( :]3. (01110 de costumbre de-
b.!!£ .' = cp 0 FI soporte de una mcdi da til' Borel

dl/

ll sarc mo.s var ia s veer-s quc para /l < 1/ con e:

/l s e d e n ot a

11\ :-(~I!. (1\) > 0
dl/

por

en tu ,

(2.1) SIIPP (,d = 11\ ( lR. : // ( (II - E , II + E) n e) > 0 para torlo E > 0 I.

ESIO vale, en particular si /l = 1/ e . Si (K ) es una f'uccsion de espacios de
n

Hilhert, {'nlonccs de nota el cspacio de Ililhert df' todas las sucesione,.;

(Xn) ( II Kn con
11

<Cl"C, dotado dl~I produclo escalar

Sea ahora H un espacio de Hilhert separahle sohre ('. T: H J DT .....H un

operador autoadjunto. Muchas tlescripciones 1II0dernas presenlan el teorema es-

pectral para T en In forma siguiente (ver, por ejemplo, [2'1, p.1209; [121 ,

[ 131 ) :

TEOREMA s: Exisle una slIcesion (Pm) de medidas de Borel linilas en
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IN .\' 11/10 ap li ca c ion o ui t ari a

(S. I) U:II T1 ~ It)
/ m

L 2 ( )
/) III

tal que para e l op era dor c orre s p on d i e o t « {/ T ('II II 'I

(S.2)
~

I i\ 2 2/)7 ~h r,~ (:)1 " ;11/ (A) I dPm(A) <<Xl I
III

7 < 1/1·, oo

[r ;\ (A) = A ;. 111 (A) P - a. !'. en IR 1 < III < DO

111
III

(5.3)

( para todo x=[.X (')[fDI':)'m

U se llama una re pre scntac lon espectral (nroinaria 0 comun ) de T. Ella

conviert e a T en 1'1 operador de mu lt ip l ie ac ion (con la Iunc ion A .... A) en II.

Se dice que T t ie ne un a mul t ip l ic id ad nu al ,S N, ."i ex is rc IIl1a repn'se'll,wii'lI

espeelral U. para la cua l t odos 10"" Pm SOli igllales a cero. sah'o N e xccpc ione s

I'0siltles. Si N = I, T se llama ci cl ico (0 operador COli cspeelro siml'lC'). Esto

sc. cumpl c s i, y sol» s i, existe 1111 vector x f DToo:~< n <..~ DTn tal que l a 1'11-

volventc l iucal de los Tn'(, 1 < 11 < 00, sea d en sa en II. La derno st rac ion del leo-

rema S s ie mpre sr- reduce a e sre caso.

Finalmenlc sea :J una C·-:ilgt·bra comutativa un irar ia de operadore s acotado«

solJre If, sea 1\ e! espectro de ,-:J (es decir 1'1 conjun to de los homomorfismos

de ~ sol.re C); las tran'sformadas de Gelfand de los T f ff' se denotan por T(.).

Enlonees vale:

TEOUEi\'IA S'; Exisle IIna sllcesion (Pili) de medic/as de HOT!'/ fiJlilas sobre
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j\ )' I/lW apl ic ac ion IIIIUmia

I' 1/ 1/
)

6l -(el1/)
1 <. l1/ <, co

/(/1 que los o pcra dore s 'l (~f s « c on rierte n en los o pe ra dor e s de unil t ip l i c a cio n

,011 r(.) ('/I II Para T UTI' -1 IJalC'

['1-\] (,\)
l1/

T(A). x (A) (p, -a. e.) e n H~, 1::; m < c-om II

( /J {/ r (/ / n d0 .v = I \" /) • ) 1 f fI ) ,

Para r1.. mllstrar "ste t co rrm a --e p ur-de partir, [lor c.iempro, del t e orem a 1~.22 ('II

I Ltl"1 \ pag. :30h) y apl i"ar a ,"'ste el mt"'lodo de tr au s ir- iun del t e ore ma espec trn l

c l a s ic-o para un o pcrad or au loa dju n to al te ore mu S (vcr r 11 "II c l l:aso cic l i -

Cll); n nt uru lm c ntrv-«: pllcd(· t amb ien pror-cd er d ircct am en tc mod ilicaudo l as prlle-

has rnas rec iou t es d"llcor('ma S .

.En 10 qllc sigllt' qll('l"cmo ..., ('sllldiar 101 t enr ia de lIIulliplieidad para 1111 ";010 lll'('-

rarl or auto adju nro (posiblemt'ntf' 110 aco tado), part icurlo dc l t e orc ma S. Como ya

st' di.i0 en la illirodll('ciilll, un a apl icac ion dc IIl1estros lIIelodos al II'0rcma S' 1'011-

dllCl'll UII,i discllsiilll ('orrt'sp'lIIdicnle de la teoria de I1lllltiplicidad de ~-. Solo

hay que haecr eierla,,; lIIodil'ieaciollC's si se trallsl'ierell las afirmadolles sohrC' sis-

lemas complt'(08 de in\'arialltes unitarios; ya qlle cl espacio lHisico 1\

de :J .

3. Versiol1es diferel1tes de! tf!orema df! l1/ultipllcidad esf,ec!ral. Para rcdllcir

COllsiderablemenle la arbilrariedad de la s(dccciull dt' la slIcesion de medidas (p ),rn

la cual {~xisle I'll 1'1 teorellla S. St' (Iclw hacC'r IIna 'selPccibu ean()nica' de estas
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medida,". \Iedianl., ,"sla, las IIll'didas ,";I' dl'l.'rminan ,.;a"'o "'1uhalt-ncia, ('n I'orma

ESla s ue e xion de t erm in a 1,1 opl'raclor sa I\'I) (.(IIIivul eur- iu un it ar iu. I,a .1 iI'.'n'n c'ia "n-

Ire' lu s distinla,,; ver's iunc s del t eorem a dl' 1lII1IIiplicida.les\"'I'lral I'onsi"h' vn nna

de u-rtu inuc ion dif"rt'nle d{' e s t a "SI,II'{,l'iun l'anllnil'a" .

Una primera t a] posihilitlad ya sP e nr-ur-ut ru impl ic it auu-n t c en los trabaios

de E. IIP1lingPr (1909) y II. Hahn (11)]2) sohrp in var iaute s u n i t ar ia s d.· I'orma" c uu-

rlr at icus de un nu mero in lin ito de "'triahle,.; : sc Iormu lo para 1'1 cas o uhs trar-t» ell'

un ope rador auto adjunto arbitrario pOl' M.II. Slone ( r 16]), p. 258); F. Weckpn [181

e l im iuo la s ep arac io n un poco eumplicada e n t rr- 1'1 ,'spedro r-ou t iu uo y 1'1 pun tu al:

TEOREMA M,I: a) Existe uu a s uce s iou /1 "II ', ... de medidas de Bo-
J "'2'

rei [iuita s s obre lR y ttn a apl i c a c io n nnit ari a

(M.I.])

tal que T1 '" V 1 TV~J e s 1'1 o p e ra dor de II//litiplicatioll ell H], es de c ir, uale n

las ecuacio/les (M.l.2). (M,1.3) que correspollde1J (/ (S,2) , (S.3). Vi se llama

u/7a represe17tacioll espectral callollira de T.

b) Para toda atra represe17tacio/7 espectral ca170llica de T call /a sllcesio17

/1 i > Ill> ... vale ]117/"'" /1l~ para 1'::; 17/ < 00 •

c) S; se t;e17e17 das aperadores T. T' C017 las sucesianes correspondientes

III > /12 > .. " /1 '1 > /1 2> elltances T es unitariamellte equi'ria/eute a

T', si, y solo si, /1711" 11~1 para] < 1l/ < 00

Dunford-Schwarl": (vel' [21 , Ihm. 10. p. 916) l'xpresan ('sa seleccion eauonica
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de I" man era signicnlc :

1'h'OREMA /\1. 2: a) Exis ten uu a me did a de Borel [in ita /l sabre IR, COII-

[uuto s de Borel IR = e 1 J e 2 J • •• y IIl1a apl ic ac ion uui tari a

(M.2.1)

tal qlle 1'2 - 1V21'V2 es el ope rador de l//ultiplicacioll ell H2

(!\-1.2.2) [x (.)
TIl

2 2}'; r;.. I ,; (;..) I d 11 (;..) < 00

l<l1/<ooe III_ m

['{x ell ell/ . 1<1Il<""

(paratodo x [';m(·)l (Di i .

Vila tal re pre s en t a c io n es p e c t ral de 'I s « llama re pr e se nt acion e s pe c tral ord e na-

da de T.

b) Para to da o tr a re p re s e n ta c io n e sp e c tral or den ada de T call la m ed id a /l

y ios CUll [unt o s de m ul tit)! i ci dad lR = e'/ J ei ) ...
(It -a. e.) en lR para J -; III < eo

c) E s ta s c ond i c io ue s c ara cteriz an tall/bien la e quiual enci a unit aria.

Nelson [lOl prc sen ta una tcori a <1(' mul t lpl ic idud para C·-algehras conmutat i-

vas de npe rarl orc s ar-orados sobre lin espacio dr- Hilbert 110 nccesariarnentc sepa-

ret 1.'1'. Sn tl'Ofl,'IIH1 l'spcetra I, en c I caso '''''reci al qUI' ('sl amos e s tud ian do, dice [vcr

[ 10 1 , 111111. 12, p. fJ6) :

TEOU EMA AI.3: a) Exis t e un a nre d id a de Borel [iuit a II s obre IR. un a s uc e-
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Si611 dl, d2, ... , doo de c on junt os de Borel dis jnnt os qlle recubre n a U~ v IIl1a

a p li c ac io n uu itar ia

(M.3. J) L' 3 n 2
II. I. (dll• I' ) ,

que c ouuier te e l operador T ell el op erador de mnl t ipl ic a cion ell H3

b) Si se t ien e ot ra tal re pre s e ntac idn e s pe c tr a l de T cOII!a m edi da de Borel

v' y los con juntos d'i' di .... ,d:O ,. ent onc e s ua le IF' 1." • dn = d
l
; (/' ·a.e. )

en IR para 1:S n < 00 •

c) Estas condiciones c ara c teri z an tamb ien la e qu iua len c ia unit aria .

n . L 2 (dll, /' ) @ 1.2 (d
ll
. /,) ,

t s i s »

v) .

51' vc inm ed ia mm e nt e , que c l t eor e ma M.3 solo 1''' otra mauc ra de e sc-riblr 1'1 t eore-

ma M.2. En la alinn ac lon de e x ixt enc ia , por cjemp lo, SI' pue rle t muar eu amllOs 11'0-

re mas la m ism a me d irla IJ. = 1/ • E" la transj c ion de M.2 a M.3 se define d =
11

para 1 < II < oo • d- '""
n e

1:5;111<00 III
en tun ce s SOli iso-

me tr icam ente isomorfo s bajo la apl ic aci on

(~ -
.'I:1,xi···) .... ... ) .

Con ('510 el operador ,de mul t ip l ica cion en H 2 51' c onvic rtc en 1'1 opcrador de

muhiplir-aciiHl en H3· Trallsfiriclldo M.3 a M.2 51' define em= U. d'llII<n,,,,,
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(l »; III <"') Y H' pmc('d., f'orrcspOlldi.'nl.'m('III('. Tambi<'11 la,s afirm, u- ion('s I.)

y .. ) ..II.' aml.os Ipor"IlHIs Sf' corrt',spolld.'n una a o t ru,

La "ig-nienle ,,'rsi,'ln ..1.,1 It'on'ma M.:1, qlle ,s., I'llt'lI('lllrii sin d"lIIoslrill'ii'll "11

[121, ('sill r-n la m i-anu rr-lar-illll COli e st o, como el tl'orr-lIIa ~L2 al ~1.1

Tr::OUEMA "1,4: a) Exis te uu a su c e s idn II ],1'2" "'/00 de m edi da s de Bo-

I'd a c ot ada s s obre lR m u tu amen t e s in gul are s )' lI11a ap lic ac ion unit aria

("',4, I)

qu « c ou ri e rt e e ! op era d or T ell I?I op er ador de mu l tip l ic a c ion ell H4,

h) Si se t iene ot ra t al re pre s en ta c ion de ,T can m edi da s I/j, Ill' , , . ,1<><>

e nt ou c e s ual e l'II'~ "II para / < /1 < 00 •

c) F. s t as c on d i cione s c aro c t eriz au tamb ie n la eqa iu al en c ia uu i tari a,

CUllfwiendo los 1II1"Iodosdc d.'lIlustraci6n SP pliedI' "PI' Iaci hur-n te (ver sccc iou

4), qlll' no slllo los It'orclllas ~1.:2 ~' ~1.3 SOli e qu iva lr-u tus-. ,sino qlle -r...ct iv amente,
se tra t a, ell todos los «ua tro t eor emas, de ver s iuue s diferl'llll's de IIl1a mi xma alir-

m acio n. ~Iicnlrasla .!('mostraei6n para 1.'1 tc ore mu ~I.I f's lodOl' ia Oligo eomplif"Hla

y larga en las presclltiwioncs d., StOllp y WeekC'lI, la del teorema 1\1.2 ell Dunford-

Schwartz [21)'a es muy clara y elegallte pew parlicularmcllte ell la parte en que se

demucslra la existcllcia de II y e ,1 < m <00,... m - , III iI iza ampliamente la

exiSlI'neia y la,<; prupit'dades d., la 1111'..1ida ('sIWI'lral F(,) (ddillida sobre ~))

df~ T, Para aplicar los leorcm<lS ~I.I - ~1.4 (pur cjemplo a desarrollos en 1'1111 -

ciolles propias gClleralizada,,;) es preci~o salwr como, pOI' I',iemplo, ell el easodf~1

teoremi1 M.B, se puede olltl'lI('r la ",('(Iida Il, los l'oUjlllltos a /' d2, , •• , dO<) Y
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la Iran"formaeion u n it a r ia 1'3 parli"llflo d .. uuu rt'I""'" ..nla"k,n 110 ";lIll',ni,'a (So I)

de T ya cono"ida. ",obn' lodo "l'ria <ut i,sfa.'lorio, pod"r .. vir.u-r 1111 "i.sll'nlil

t ext o q'II'rl'mo" rt'l'ogl'r 11111IIl-lodo dl' "011 "Irtll'"j,"n, 1111"s.' 11..1)('a .lohn \011 1'].-11-

rnann fIll, 1'1 cuul sat isfacc 1',<;la" exi!!f'neia", ell mayor !!rado '1l1e lo s nll"lodo,s

de [21 , [161 , [12] [Ill].

Primero tcn emo s qlle re lormu lar ,~I t c orem a ~1.3 UII IHIl'" , deserihi"llllo 10'" con-

juntos de multipl Ic idad til' d2, ... ,d", medianle UII<l (/lucion de mnlt ip li ci da d

k: /R .. IN U 100 I . Para e sto rle Iin imus

k(A) /I si (IS; /1<00

k (.) I'S 1111a Iunc iou dl' non,1 v \'01 II'

(3.1) d
11

I x 11 I

Ah ora 1'1 leorema M.3 puerle scr enune iado asi: AI operador Teorresponden una

mc d ida de Borel lin ita l/ y una fllllCil)n ric Borel k: D~. IN U 1001, tales que

T Iien I' una rcpr es eutac ion espe c tral (~L3.1) COli los r-onjun los «; de (3.1). Las

cond ic ion es en b) y c) di ce n ah ora s imp lcmcn te : k, = k' (" -ac e .} en 1R, Dc

la cone xiou e strccha en-tre los te ore mas M.3 y ~I.~ que dc scr ihunos anleriofinclI-

le. se concluye que en 1\'1.2 los ..on.junlos e \iellen darlos IJOr e =1'\:k(A» 1/11
III 1Il-

(I :S III < 00 ). Con ('SO Icnemos lamhiell una forllllllacibn del If'orema 1\'1.2 IIIcdian-

1 e la fUllf'ibn k.

ESla \crsibn d(~1 tcorema dl' mllitiplieidad 1,'slwctrall"s alrora 1111£1parle dl~ la

afirlllacii'n del 'I'llIn. III. Illig. 422 en fIll, dond,' la teoria de mllltiplieidad SI'

1 1



Jeseril\(' por pr imera \ c:t. IIsalldo la I('oria de las iut e gra l e s dire c t a s, La rlf'IIIO'" -

Iraci"lIl cOllli"IIt' part i...i l.rrm cu t r- IIl1a rI,'scripcioll 1II11\' s"IIf'illa d,· la flllll'ioll k,

"III1Ci,"1I'lll(' '11I"rt'mo,'" Ilamar la [uuc io n de mul tipl ic idad de 1'017 Ne um au» ,If' T

La medida I{·o/' I'll los I('flrelllas 'I.~" rl'sp,'('linllllclltc ~1.3" cs r- qu ivu l r-n t e a

la mr-rl idu (""pe('tral h' (,) (J.. T ('II el sc uti do J r- qlll' Ii Y I:J,) I iCIll'1I los lIIi",-

1110,", ('olljllntos de Borel 111110,"" C. I,'oiat; [51l1tiliza en "'II vvr-sio n .1(' la uor ia d"

mul t ipl ic tdad una med id a II, reslwclo a la c ual E(.) cs ahs olumment c c-on tlnua

ell 1'1 S('lIlidll dc «JIlt', pam Iorio b (:B con 11(b) ,,0 vale t amhie n E(h) " 0,

QUf'rt'1I10Srccoger {'sla id('a, porqlle COli ella ..I t eore ma ~1.3 (u ~1.2) se pUl'de trans-

rr ih ir I'll IIl1a Iorrua '1111' t irru urav or analogia COli c l ('.1 .. 0 de d 1111"liS ion iin it a "II

r- l cuu l T f'slii d,'II'rlllillario sa lvo equ ival r- ncia un it ar ia , por la fUIICi{lII rlf' mul>-

-t ip l ie irl ad ('SIIt'elral ;'1' (\Tr la inlroduceion). Primero lenemus que describir

1I11,'"lra sitllaei"l1l illicial sill IIIi1izar la IIl1'diria ('Sp(','lral de T,

(3,2) IJEFINICU]N: S,'a T IIlIa lII..diria de Borel solJr(' 1R, FscrilJimos T.; t,

si para IIl1a (y ('on (',..0 para toda) r"prt'Selllacioll ('spectral ordillaria (S.]) de 'I

T (b) o ~> (I (b)
171

() para 1 <. III < 00 •

si para IIl1a (y ('on ('so para loda) represelliaeion especlral

oroinaria (S.l) oe T vale

T (h) " 0 <,~> P (b) "0
f/I

para I < 111 < 00 •

(Aqui b cs un cUlljUlltCl de Borel arbilrario .)

Si T"-'T , enIOIlCf'S cscriltimo," en vez d(' (T'G.e.) lilmbiclI (T-a.e.) Y ('II

12



\I'? .II' T - ,'onj II II 10 111110 tamlJi"'1I T, l'lllljllllio 111110. '1'1'11"1110'" '1111' dl'llIoslrar t od a-

vi a la ,alil!.-? dl' "", v .. Oil 1"";0 !'ara loda .. I'll la 1!.-l'illil'i"'11 (:Ll). Para 1",.;10

sea

(S.l) V' II --. II'
2

L (Ji'
I,- ,11/'-"" III

otr a repn'splltaf'itln I',slwclral ordiu ar iu de T. Uay '1111' mo-urur , '1111"para 11111'011-

junto de Borel arhi tr ar io, b ,all':

(3: 3) () , (b)
11/

a pant I <, /II, oc <~'> p' (h)
-- III

() para 1<;111<"':

Para c1ellloslrar ('slo cOllsi(ll'raremos til aplil'ilt'iiln u n it nri a

W:
.- J

V·V II II'

Si F I'S uua [unc ion lip Ilorel al'olada, la 1III1IIiplif'a('ion con I· I'll H Y H'

Sf' dt·rille Ill' m an eru natura] (es ol'cir.; por l:OmpOIII'Il IPS), ~loslrclIJo", I,riml'm (ve r

[21. pag.977, eouac inn (*» que

(3.4) W(F. ,\') P. W x para 10<10 X / II

Para deuiusrrar csro hasta cOllsiol)rar lin Xl J)'T 00 St'a x Uay <Jill'

mosrrar (1"1'

-1
(V (F.x).)') para rodo )' ( II .

o ('011 Y U)' U')'

(3.5) (F. x. y ) (F.x',y') para rodo y ( II .

13



POl' (5.3), r""pl'l'l i\ <11111'11'"(S.T), (',--Ia rc lac io n vale primero para P (t\) ,\

~ -
(plll'''I" 'I"" 1.'111''''11' ('01"'" "'I' redlll'(' a (T,~, y) = ( T' ,\", .y') , PIII'''III lillI' ,\'f f)'T"'"
(3.:1) val" lamhi';11 ",j r 1.''' 1111po l inomio ; I'nlullces tam h ir- n si F

c ont in ua COli "'01'01'11'('ol1lpa('lo y, lin a lmcn t e, pOI' IIl1a aplicacioll del t corr mu de

Lusiu (\"1' 1'01'pi('m!,l" r 131 , p. :14) y dcl t corcma de la ('ollvcrgcllcia do minuda ,

para lo..la fllllCiilll II.- Borl'l aro t ad u, (Ell ('sios pa",o'" los producto s e scal arc-. s('

d,'hell ('ollsidl'rlU ro mo sumas de inll'1!ral('s), COli e",11I(3.4) que da demos tr ado

Para d"IIwslrar (:'l.H) "'1I1J1,"!!amO'"ahoru !jue P;I/ (b) = 0 para J S m < 00 Su-

!,"II!!a"\,,,"" t .unhlr-u '111('I',i",'" 1111 11111 1'''11 Pili (b) "> O. Spa 1'1110111'(';'; v =
o

(0, ... , Xb' 0, ., .), .1011.1" X b dcn ot a la [u nc io n earu c t eri s t ir-a de b Y (',,1,1

"= Pm (b) > 0
o

pOI' 011'01.'11('1 !IIr;-(;",imollll!ardl' y.Selienc X(

lado \ak. 1'01'(3.4): IV; -, W(O ..... Xff 0, ... ) W(X
b
,\) =Xb. \11.\', cs

_ 2
'[ W \i'I. ~

I <, III < ex:
[ w\- 1 (t\) I 2 d r: (,.\)

!II ' III
o

h

!'"('Slll Iflw P' (b)
111

o para J < 111 < 00 Pero "slo e s impos ihlc ya Ifllc W es

unitario.

J
Una mediJa p con p"'.T siempre viene dada pOl' p = l --2-;;--'-(-/R-)- Pm'

1,-::; III <00 Pili
Para esta p, val.,; T <.. T <~, T < P . T '1' <=> T p, \'/'1'('1110'" qll(' ('II (\1.1)

-(M.4) vale; Ii J ',. T

PCCIjvamcnf(' ( )'
1 ~ ;; '-. fXJ

1---- --~-
211,/ (IN)

II

",l I

re""peci ivamentc, resp.'ctivallll'IIIC, v n~ T , rcs-

14



Sea I < T, a) liu tonce s exis t e nn a /IIIICioli de ls o r«]

kT: IU,/N U 10",,1 (la [l a nrada [nnc io» de m ult i trli c id ad de fl011 N""l11alill d« 'I'

r espe c to T) Y IIl1a apl ic a c iou un itar ia

(M. 5. 1) Gl

1 <, II <, '"

?
11.1, - (d

II
T )

don de dn = I A " k (A) zz- 11 I
r

para T ell

e I oper ad or de mul t ipl ic ac ion "II 1/5'

h) k~ (.) e s t d nu itroc a me u t e de t crm iuada (T -a. e.) <'II II?
I

c) Si' T. T' < T 5011 do s o pe ra d ore s COli las [uuc ion es de m n l t ipl ic i da d

k
T
(.) , k;(.) r e s p e c t o T, eu t ou c e s T y T' 5011 uu i t ari ame nt e e q uiia leu te s

51. X solo si. kr(A) ~ k~(A) (T - a.e.) ell IN.

del t eurr ma M.5, eon e m I A " k (A) > III IT -
(I _. III <- (X' ) "

4. Ue mos tracion del t eorem a de m ul t ip l ic id ad e s pe c tral, No ('S dil'icil tran s-

cr ih ir '1.1 dir ec t amen tc a la ['orma M.5. PPro,pue,..to 4111' uqui ,'-ieddJ{' t1",.;;nihir t'~

mplorlo de cou struccio n de John von Nellmann; apl iquc mos eSlp ruerod o direCLa -

11I('nl.ea ~1.5, qu io n posce una alirm ac iou (J.. cx ist eur-i a mas general qlle ~1.3. La

dc mos truc io n de las afir mac ionc s de unicirlad h) y e) solo es una t raducc ion de

I'aru

IS



la ('ollslnwcioll de I' 5 par' imos de IIl1a rq.lreS,(·lIlaci'J11 C",,"'('lrill

d P,li
d.

C ill-c omun (S.I) de 'f. I'ormamos las dcrinldasde Hadon-N ikodym

I rod IIC i1110'" los COli j 11111os de Bor(' I

(4.1) e-
m

T
Cm

Enlo1wes la l'U1wi('1I1de mul t ipl ic idar] de \011 Neumann k
T

de T resl'pclo T

v ie lie dada por

(4.21 k
T

(,\)

La d('IIIO"'lr,l('i(lll de Iii IIl1i('idad '\lIe darcmus mas turde, prue ba ell purt icu lar qU(~

k
T

110 dc pcndc de la scle('cioll de la rc presentac ion e spectral (S.1) (e xcepto ell

UII conjun ro 111110('011 r(''''pf'('IO aT). Para con struir U 5' notemos primcro que

los espac io s I 2 tp )- m 5011 isomclricllmenle isomorfos me(liante la

aplif'aei6n

2
'~(p):3,~(.)

//I III
t-> j~d£.'!l( .) ,; (.) e L 2( )d r III C:m, T ,

la eua] es compat ih le COli la muhipli{,acion COli A H A , Y podemos I)()r eso subs-

tit uir 1;1 reIJr('",clllaciilll r-spccrra l (S.l) l.ltlf la siguienle :

d = 1,\ : k (,\) '= 11 I (1 <::: 11 ~' 00 ). Ahora nue stra tarea e s conetru ir
11, T --

IIl1a aplicadoll

16



<J)

1 < '/I '

?
II , L - (rill' T )

tac ion, La rl'prp'='Pl1laeilHl (,,,p('('lral l lu m arla U5 P,... ('111011('.'S U5 = V5 U' •

Para la con stru cc ion de V 5 in t ro duc imus subc onjun ro s "propiatlo,..., ('01111111(';;

para ,,~oo. ,\llOra tI.,l'illilllo,=, para 1 <, 111"-00

('on;1I1110S

21
I
III

22
1m

I
III

nud ia nte

(1:5"..("" Sk<I7+1).

I~os
17k

/1/1 SOli eOlljlllllos tI., Borel, pu('SIO qllt' los '1/1 y d" SOil de est c t ipo y

pucs 10 que para < '11< -c 1 < III < co vall' :

111
t dll n <: - U c,

m 1 ~j<m J

y para j < 11<00 2 < k < n T l 1 ~ 111<"'00 vale

Ilk
t

111
dll n c 111 n [ , . U ,- . . [ C j 1n c j 2 n ... n

lSJ1<J2<···<Jk-J<.1II

,.
I k-1

u c. 11
ISj<1II J

jljj.i2' .... jk-J

17



Valen las rc lac ioue s siguic'ntt's, dOlldl' ('I pUIII" in d u-a qUI' sr- t ra la dl' re un io >

III'S disjulltas :

d
11

Ilk
I

TIl
J .; 11 < ,:; k < /I + 1 )

(4.3)

l:J
l':;k<n+l

11k
I
'Ill

Oespups dl' estos pre lim inare s pode mus ahora dcfinir V 5 de 10 manera siguien-

t e :

( .\: '.... \ )
11 .. x21 • x22 .. . .. .. .'".""i' \'" 2 •... se def'iuc por

para

para I < 17 < <Xl • J <, k. <. 17-; 1 . Las [une ione s asi df'l'initlas son ,"('dillies y

por (4.:~) va lo

2 2
II ;'Ii 2 L fd .v kO.) I d r i A.)

IS 11'::;00 l':;k<n+l
/I.

11

2
~ L L f I x (A.) i d r i A)

IS 17':; 00 1~ k <11+ 1 1 < 'Ill <00 17k 'Ill

I
'Ill

2
L L L f Ix ('\)1 d r i ); )

I < 'Ill Ceo 1::;11 ~ oc l~k<n+l nk 111
t
111

2 2
~ r I :;m (A.) I dT(A.) -- II xii

1 :s: 111 -Coc c m

18



1'01' (·....0 \1'5

2
II. I. Irill' r ) •

2
Gl I. (cIII,;) "II I 6l

I :: 11/ <, ('-J ~ JJ :::- ('J

EI h,'dlll d" fill" V 5 ""'a ...ol'I'(·\l·Pli' 0 ",. "011..111\'" diro'C'lalll"nll'

x = I:, ,~ )J J ,. 2 J . "22 ..... ,.x'" J ' "'",,2 ' . .. (
2

E!J II. I. Irill '
J :::::II.::: co

'"= dOlld.·
')

ED ClclI/';)
J <, III <ov

0;" ddillP pm

Ilk
para i\ ( 'III I I .:::,II S co J -, k <, II I I)

para J< 11/< <Xl. Oh,ialllclIlC', V5 "';; uuu hir-u "olllpalihie eUII la 1IlIlIIipli,·al'i'-'II.

(ii) l.Iemoxtr ac io u df' la'" afirm ariunc s ell' IIl1i"idad "11 .. I 1"01'1'111<1 \L~l : Prillll'-

1'0 b) : Sea k' : D? -e IN U 1 0, oc Ir

IM.5.]' ) U'
5

/I
2

J < ,~< "'.. II. L (rI,;,; ) .

(Iuude rI' :=Ii\,JR
11

k' ( i\ ) = II Ir
(I ::: II < -o ) • Cousirleremos la a pl i-

car ibn IIU i t ar in

I\' U' -t
5 U5

11'.
)

Se ve , cornu en la s('('cibn ~, que para t o da [unc ion de Borel acotarla F, vale

(4.4) IJI(F.x) F. ( II' ; ), para rodo ,x, II 5

(En la dl'lIlo,,;traci")11 sc de he t cu er en ,'ucula qlle t "S a- [in itu]. J) .. moxt ra rv>

mils ahora qlle k = k,' L r -a. e.) en U?, probaudo pOl' inelnrl'iiin lIIat'~lIlal ira que

19



(4.5) d. z; s : (i -a.e.) ell lR
/ /

ZO (/ Id
l
: Ild2' 0: I d . O. 0; , ., : II d ,D, D.... )

3 ""

z
1

(O;O.lld ;D.1Id ,D; ... ;D.1Id ,D .... )
I 2 3 ec

z
2

(D;D,O;O,O.lld ; ... ;D.D,lld , ••• )
3 oo

(I dellola In fllllf'itJII t"IIl"'lalll(~ ,\" I ) .

(4.5) vale flara ;=-D: [Ie Ill) ser as i sc ten driu, pur ej emplo, i(d' -d ) > D .o 0

Se CSf'og'c ('111011('(','" 1111 ('Olljllulo de Borel s C d~ - do CUll D < r i s) < cc )' se

2
con s idera t,l vcr-tor .\ ~ A. Zo( 115 . Vall' 11.\-°11 =' ~ ;(sn dl1) > D.

o s I::: I/~""

plleslo que de 10 ('Olllrari" seria r (s) =' 1 r (s n d ) = 1 r (s n d ) =-D
0<11<"" 1/ 1<11<"" 1/

[po r s ndo = ¢). PorOlro lado, ya q~c;;;e t ie ne III.Yo= 11'{X2.z0
) = AS's

~ r
l c k c n« 1 .I
- s I] d'n

2
1(11';,01 (A) I (liP,) = n

Ilk

pues to qlle sn d~ 1), para 1 < 11 ~ 00. ESlO con tradice la isomctr ic idad de

III.

SlIpongalllos ahnr a (JlH~(4.5) vale para 0< /' <]: r(d,;\. d~ ) z; o.
- J J

Para

mostr ar que tamb ien T (d] +- 1 i\ dj +- 1 ) = 0 . supon e mos que, al c on t rar io .

20



,(dJ »< )'>0., .ld
r(dj+ I -d

J
+ I»~ O. Ah ora elqdmos 1111 con] 11 II10 dr- Borel s v, dj, I-df., 1"011

) dl'fillimos \'(,l'lort'S .\.i( H5 para 0 ~ j s J + [ UlI'diallll' .\.j

, es rlcr-ir, por ru zon es Ill' <i mr-tr ia, simpll'ml'III(' (1111'

o <, r t s ) < 00

, ~ j
X s"\- J. Los x formall 1111 !;islI'ma orlogouHI ('II II 5 Y SOli nu-tr ivinlrs : Si

. 2
va li era, para 1111 j Iijo cun 0< i s !» 1. '1"(' 11.\/11 =. 2 T(Sn d)=O.

J! [S II::;""
entuur-e s sc tendri a T( s} = 1 T (s n dlJ) 2. T (S n dll) '" 0, pIli' ":'10 (\Ill'

O~lI~oo 0SlIS1
s n dJ+1 '" ¢ Y r I s ndn) < red - d'l ) < r(dl i'i d' ) = 0 IHUH 0" 11< J (011-

- nl- 111 --

serve se quc s C IR - d~ para n =I .I + 1.) EIII 011('(' s los
~j

\II x
~

forman 1111 sistema orlogollal III' vr-c tore s no Iriviales ('II /1'5'

SI>a ahora des 1111 r-ou ju nt o de Bur('1 ar lri trar iu "Oil r t d) c' O. Ddillimos

~j ~.5 d Aj X ~j E I)' (II me ian t e )' = d' Z ,0$ j'S,J+1. IIloIlC('S os
,

tamhie n lorman 1111 st ste mu urlogollal ell H.5 . Pur est o vale, ya que se tielle

Y de d' (es decir, d n d' = ¢. para 17 i J +- 1). que
J + 1 11

1\ qll i hell\os illtrolllleidu las ahreviae iOlles (W .\~ j) J+ 1,k (. ) ~ ~1(.), 1.s kS J + I,

O~ j S.I! [. para simplil'i,'ar las 1I0IaciOlll·s. Pll('~IO '1"(' (4.6) \ale para lodo

l'onjlllllu ..1i- Bu ...·( de SCUll r(d) > 0, se eOllcluyl' '1111' "tI(· (T -a.~,) ('II

s :
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� ii:(A)Ii;(A)=O
J:::k~J~

(O,i</~J~J)

P,WSln que T (5) '> 0 ,('xisle "of 5 para el c ual val en umhas re lar- ion us. Para

eSle Ao Ius vcctore s (/~lj (\ )~ " 1,1\0 i/ (Ao»' 0 < J' < J+ I, forman un "'is-J + I - -
. , I "J ~ I E' ',',.. It rj vra es en.~ . ~sla contrar \t't'wn (e-t ema orlogona I de J.j 2 \'eelures no

IIIIWSlra la anrmat'i(ln rara J + 1 .

.\hura t' ): S"all 'J', 'J" '. T dus npt~radores anltHllljnnlo,", r-on la,", Iuncion cs de

mul t ip l icidnd de vou Neulllann k, k' con respccto aT, Enlonces T, T' lie-

IH'n la,,,,;rc prosr-nt ac iunc s t'speelrales (M.~.l), (M.S.l'). Pr imero, <can T, T'

uu itur iu uu-utr- c qu ivah-n tc s , t's dec ir , (lUI' exi s te una apl ic ac ion un itur iu V :H·, H

cou J) T' Enlonces laap] ic aciou un it ar iu u" ;:::
5

u; V : H ., /lj es 01 ra repl'f'...;enlaeiun espeelra I de T, pUI'slo que para x lOT

vale

(U5"1J<) k('\) = (U5'V'Lx) (A)=(U:rV.\) (A)
11 nk) 17k

(T -a.e.) en C/'
11

:;k<1I+J).

Con eso tenemos se gun h) que k (II) = k '( II) (, -a. e.) en 1R. Enlonces vale

d ~ C/' (,-a.e.) (1 < 11 < ",,), pOI' In tun to, H
511 n - - es tlt'cir, runto T

como T' son un it ar iamc nte .'quivalentes '11 uperador de lIIultiplieacibn en H5 ..

Iuego T Y T' son ullilariamenlc ('qllivalcnl('s IIl1n al 011'0.
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(iii) Eqlli\all"ll"in de las \"('r.Siolll'S difercnles dpl I"orellla de' 1III1IIipli"idad e s-

pcerrul : I'rillll'ru s c demoxtrura 'IIII' cl t e orema ~L3 cs 1111 casu par t icu lar del M,5

qll'~ l'orrespollde' a la sclecl'iilll T' r~' 1/. Para l~slo; rn In pal'l I' d,· '''"is'('lIciil.

,\ ( lR (e s dcc ir, lR = U d
tl
). Segflll la definicion de kr(·) (vel' (1.1 ),1:::;11::;,,,,,

eslusignificaqlle r((o)=O para co:=I,\:kr(,\)=O!=IR-U Co
1::; 7Il <, DO 111

(4.2) )

I'pro es ta alirmac ion sc couc luye de

P (c )=J dPm dr=O
m 0 d r

Co

l<Ili<DO)

o Y T ,,·r •

Si te nemos rcci proca men te una repr cse ntac ion (M.3.l) de T con U d =
l:::;n::;DO n

]I ~,T. pue sto que pode mos c scr ib ir la fornl\;la (~1.lR, en t on ce s se dehe te ner

3o}) as i ;

U:H H
2

(B n i L (]ld ) r

1 S n'::;' DO 11

Y con s ide rar la pOl' csu como una re prc sentncion I'spcC'lral I1U canou ic a de lipo (S,l),

en la e ua l las med idas part ic ipante s , que son (pusiblemenle) diferenles un a de

ulra, SOli )/ I .]1 d r 0 0 o. ]I d
c 1 2 DO

Entonces, segtll1 la se cc iou 3, vale

De lu anteri or Y de II) ell M.S, se cone luyc la a lirm ac iou b) en M.3 .

Demoslraeion de c) en M.3: Sean T. T uperadores con las mcdidas co-
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rrc spond ie utc s I'
!

t :' Y lu!'; succ-s ionc-, Id) t d'. j de los cunj untos dt' mul r ipl i-
• 11 • "

cida,1. Si T. T' "'Oil uu it n r iame nj e c qu iva lcn re s, entoncus la a lirmuc iou

(4.7)
" ." d

"
d'
"

(" -a.e.) ('II lR para IS"S'"

se plle,le r.~,IIIt'ir a III ul'irnHII'r'')1I ~'a d('mn~lr:ula, 1'01110 ell la (ICmnSlral"'ioll d" la a lir-

mac inn e) (I.. ~L5 0 Si, <II rl~vi's'i vn h-n Ius alirmac ioucs (4.7), cntoncr-s pr imero T

iod o ,\ f JR. Pur I"'SO,
7

L - (d
17

• I")

7
(j) 17 • r.- ("".,,' ).

1<11<00

1/" V " ,'51' pue de s\lpoller _cf.-'!-}'\) > 0
dl/

2
('s isomelricanll'nlc isomorfo a L (du' 1/ Ime-

para

('s uu it ar iamenf e e-qu iva lente a\ o pcrador 0(' m n lt ipl icac ion en

;\horn ol. .scrvcmos qUI', IH!CSlo que

diall!" la "l'li"'I('ii",

2
e qu ival e ntc al opcrudur d,· m ult ipl ica"iilll ell (jJ". L (d

ll
• 1/ ), :v ('IIIOlll'eS

I :S II S:. 00

Ya COIIO(','II\OS In rc lur-i on ent re ~L2 y 1\1.3. Ell la trn ns ic ion d(' M.3 a 1\1.4, se de-

fiul' (COIllO ya In hicimos .illle:-;) /'

"
para 1::: 17:S N ,)', corn'spoIJllif'III(,-

menle', e\l In transicioll (II~ M.4 a 1\1.3 , 1/ '" L L~ __ /' -1 I,'

I < 11 < 00 211 v OR) rl <Xl

- 11

Sim i1arm'elllc S(~ pro('(·de COli M.I, M.2. Sf' puede
"11

dVll,\ : ---- ( ,\ ) > 0 I .
dv

allOra a la presenlacion de los delall('s.

rellullcial'

5. Funciolles de mllltiplicidad espectral. En ('I ('usn Ill' dimcnsion l'illita Sll-

10 hay UII mclodo razllnabl(' dl' Ilefillir una l'ullci()l1 ell' mnlliplicidad del opt'rador 1;

a sa her, la fUIICiol1 ve (\'er lil illlro<!ueci{JII). ve e<; I!li in\'ariante I1l1itario compl,,-
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dimension infin n a qllerelllos con s irlcrar , como Iunr ion (Ie mu lt i pl ic idud de T, a

una func io n un itar iamon tc inv ar iant e ti : IR ~ IN U I 0, <X, I, que, (i) ('n ('I easo

de dimension lin i ta S(' re duv.cn a lie ,(ii) ap l iqu e a tod o valor propio ai,slado la

dimension del espacio propio corre s ponrlicute y que (iii), segun ella los operado -

res de multiplicidad total :s N esten caracterizados por 1J (A):s N en IR,

A cada una de las vers ione s del t c orcm a de mu lt ipl ie idad e spe ctrul tratadas an-

t er iormente corresponde una de lin ic ion natural de una tal fnncion. Si T < r f'''-

t a CS, en 1'1 caso del tcorema M.S, la "I'uncion" de multiplicidad d .. von Neumanll

d r- T con rc sp ee to a r :», ('), que ('lImpk lodas las (',igl'lll'ias d., i/ , ,;i"III-

pre y cuando e stas se mod ifi quen ten icn do en cucnt a que k (.) e s t ar def in ida

univoc ameu te (, -a. e,) en IR. k (mejor: la clase de e qu iva le nc ia deterlllina-
r

da por k,,) cs un iu varj an te unitario completo de todos los operndorf's <,. k r

se pnede ohtcncr de una f('pr<'scntacion espectral c om1111 , arhitraria, (S.1) de T

(\'f'r (4.1)., (4.2)). Los conjunlos cm eShin caraclerizados por la sigllif'nle condi-

ciou:

('sta ('oncl.'utrada sohn> e )
1/1.

y
db) o para todo bee

1/1
COli P (b)

m
o.

Por eso los e se pueden considerar como portadores de masa de p con res-
111 m

pecto a '.

Si T se da previamf'nlf'. siil a,signarle nin1!una medi(la, enlonc('S la arhitraric-

oad posi'''e ('n la "f']ecciun dl' una
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gielldo qlle k, (,\) > 1, l.lura tudo ,\ e IR
T - Sabemos" de la SI"'cii)1I 1, qlle ('II p,;-

Ie caso se de be cum pl ir J' 'T k
T

I'S igllal (T - a. e.) u la flllll'iilll dt'

mu l t ipl ic klad de \011 Nelllllallll k de T. introd uc ida ('II la S(>('cioll 3, la t'ual <11'-

tr rmlu a los conjuntos em' respcct ivamcnte , dn. en 1.'1 te orema ~L2, rt'''pecli _

vn menre , M.:J. k se asoc lu d irect ament e a l operador (e s dec ir, no a la pareja

T < ,) y nu lura 11111'111 I' cum I'll' tamhien las ex igencia" hechus antc r iorme nt I' a IIl1a

fllllCioll de mu lt ipf ic idad. En part icul ar, k I'S UII in variunte un it ar io ('1'-0.1'.) ell

n~ de T.

Miclllras las funo iou cs <It, mu l t ipl ic idad de \011 Neumann k
T

Y k. (1111' t ieue n

SU urigell ('II los te orcmas ~L5, res pc c t ivamente , M.2,~L31 solo St' pucdr-udefm lr

raz ona ble mente ell re luc ion con IIl1a mcdida, los t eore mas M.l y MA conducen a

func ione s rea IlIIe III t' del"ill ida,; e n forma I'll nl ual. Con e l t eorema M.l csta I igada la

lIalllada [uncion de m ntt ip li c id ad d« lie/linger de T (ver [161 , p. 267 ; [91 ), la

cualse d{'rine como ,;igllC' :

(5.1) III (;\) ~ )'

1 <.m-::<XJ

ESla delill icion lIaluraluwule no dqwude de la sclccf'ion de los /1m' S('gun la

'afi;'lIIacioll b) I'll cllec:rema M.L

La fundon m (.) descr ibe (med iau Ie SU/1P,(/l17/) = 1,\ { IR: 111 ( ,\ )? 111) la SII-

ccsiou SUPP(/lj) J SIIPP(/1
2
) -""> ••• , qlll' fJor clleorema M.1 51' asocia de lIIa-

ncra iillica a T y que Sf' puede iutf'rprl'lUr ('UIIIO espectro escalonado de" T. Pa-

ra explic:ar estu parI illlos dl' ulla repre~'Wnlac ion especlral CUllIllII (So1) de T. M(~-

diante cSla, el operadur se <I,.,s,·olllponf' l'n la suma orlogou.al dl' Ius operaclores ci-
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u-l.i u I - 1 2
U L (p )

111

Aqui vule

SliPP (p )
1//

(ISI//<oo)

y arlc mas

oCT) U SlIPP(p)
1< m c s: 111

Si ahara, en ve z de (S.l), se considera una re prc-se nt ac ion l'sp('etral cuuon ir-a (~I.

1.1) de T se obt iene

o(1'm) lA m(A)?,m!

10 quc just ifica la int crpre t ac io n de m (.) (;01110 cs pe ct ro eS('alonaelu" ric T.

Segiln el te or e ma M.l, m (.) es un in var ian te un it ar io del operador 1'. peru uno

que (como el e spcctro) cs ta mJlY l ejauo de ser complelo.

Podemos utilizar t amhie n en el te orema ~1.4 los soport c s (dl'lf'rminados univo >-

came nte por 1') de las med idas part ic ipante s v en la definicion de una fun-
17

e ion de multiplicidad espectra l

(5.2) ;;((A): [ o si A(lR U supp(v)
1$11:500 17

SlIp!ll:I\(SlIpp(v)1
11

en 011'0 caso .

Elleorema M.4 mues tru , en pu rt ic u la r, qu(' 111 es un iuv ar iruu e un itar io de T.

Pero la fUJI cion m 110 de term in a 10.<; supurles ell' lu,.; 1/ n mediante Ius cua lcs es-
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hl dc Iin idu .

que Clllllpl('11 las ulirnuu-iouc s (i)-(iii). l,'illalllll'lIh' l la ma mo-, l a a t e nc io n ...olon· 1'1

11I'cllO dl' Cltl" k ( \' 1<
. T I 0111a 1""110 v a lor , uuu I'll los valon's propios 110 aisla-

do......la d iuu-n .... io n del ('spaeio propio u-soc iud o. hr-cho que 110 sr- dcllf' cump l ir para

las fllllt'i,,,It'''' III Y III. ('01110 10 mue st ran I'jelllplos selleilills.

o . l'/Ia c ara ct eri z ac id» de las [uuc iou e s de m nl t ipli c idad , 10 c ua l es in de tie n -

d! ..u t e del t eorcm a ric- 1I/I/IfiJIlicirilld .. sp er t ral . 1.0 lIIisllI" III!I' "11 cl easo tI" k .

per-tru l urd inaria (S,l) de T .. .011 em !,\ k('\)~llI dll = !,\ : k ( ,\) = 1/ I
\ all'

SlIjJjJ(/JllI) SlIjJP ( Pc
1lI

(J S 17/ < co )

SII!'II(/III/) ~ sIlPP(Pd )
II

(J < II < "")

dolld,' P r 1'01' "jt'lllfllo, /J }.:
1< 117< c-o 2m

P
1lI

La tldinici""l (:i.1) t i rur- un a sCflll'jallza lor ma l ('011 (4.~) hI (S.l)., en \(~Z de

los e
17/ es de c ir, de 10"; "portadorc<; de ruasa de 1o,,; p resl)I'cto f) ,se 1'011-

11/ r

s ideran los soporlc,.; de lo.s fJ • I.a d i lerr-u c iu decisiva 1'11/1'1' las dos d"l'illit:io-m

III'S es, qlle, en (4.~) ...e 10llla L'OIIIUba~", 111111("('prt'.-,;clltaciull arl'il.nll'ia de '1'. IlIif'lI-

Iras que en (5.1) 1111<1reprps"nlilcioll espcclral canollica: (llleremos examillar aho-

ra, hasla que pllnto la t!('l'illieioll de m (.) depellde de I·.-;fa reslricci')II. (llna "osi-
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111'<:11'011 .11' T ,..(' .'II('II('lIlra f'1I 19 I) .

1'.11'1011110.,.. elf' 111101rf'l'fl'."'.'lIlac i.·111 {''''P''{'ll'al arhi trur ia d" T .101.101 1'01' (.\. /) .\11'-1-

(6, I) I,L\)-c L
u 1< //1<""

I'rimcro llil\ que C,,,,Slalar 'lilt'

lalllpo('o s c puc dr .I.'eir de munr-ra al!Olllla (Ille 'V c" de t crurin ada (T-a.I!.) "II

IR 1'01' i.

(6.2) 1:)(' //I1,10: Sea /1 la m('d ioa d., Lp.h{'sgul' ('II 10,11, Ex isle ("'1' [l;fl.

1" :)(', "x.~) 1111('onjllllio ,I<> Borel f' C [0. r l . lal que pma 1000 iu tvrvulo Ie [0, Jl

\011.,: 0,- /1 (e n I) <, /.1 (J). Sea uhoru T c] o per adur de mullipl il'<II'iiJlI ('II

?
'-11.0,11.//). \alt- ohvinment e (lUI'

//1('\)

para ,\ f U~ - [0, 11

para A e r O. 11

/1 .[o,ll -('
EIIIOII\"'s In upl icuvion

V
2 2

L nO, il, II ) ....' L ([ 0~z] , 111 )

)a '111('

r o. 1 I. \al.· ""IOlll'('''' I (A)·- 2 "ara 10.1" ,\ ( I. 0, / 1.
U
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Despul-s de es te ejc mpl o podria pareecr que

(6.3) //I (,\ ) 1111 JJ I I U ( A ) u

Pero cSla afirm.wit'HI lambic',u ('S [a l sa generalmenle, pnt'slo (1ue sc puede mos trar

.quc e s tr- m in imo ('''' cern I'll lodos lo s puuros del espe ctro continuo. ll uxtrnmos e s-

10 en 1'1 easo (Jc·1 ('jemplo aut eri or para A=-l
2

(6.4) Ejelllp/o: Sea T ('01110 en (6,2) con stdcre mos la suc cs io n

f'1 [ 0 , _L] u [...:~, 1], e 24 . 1
1 3 5 3[-- -- 1 U r --. -- ]
4' 8 . 8 4

Ikl'illilllOs I( por II
II JJ

fie 17
Enlonces t encmos una rcprescnt ac lou espcc tru l

de T

l'
2
I. nO./I.li) fll

1<17<"0

2
L r lO. 1] ,Ii )

JJ

t c » « « es de('ir, o.

[uando ,.;e iut en t a r-urar-te r izar 111 (.) por una rc lac ion de la forma (6.3), en

1'1 lado de rccho no Sl' cl('ben o ons iderur todas las reprcs cnt ac ioue s especlrales U

de T. sino que hay quc l i mlrar-«: a re preseu tac ion cs que cumpl an c iert as crmd i >

ci oues ad ic ion ales , lIasla ahoru se logrc'l encontrar una tal cond ic ion naturul 80-

10 ('11 el caso ('II qll(' la mult ipl ic idud total de T ('s Iin ita. En cste caso una

nueva funciiln de mult ipl ic idad sc puerle de liulr razonablclllcnle por

(6.5 ) f ( A) min I / (A) U
U

reprc~;('nlacion espcclral lini/ade T I.

La pro['osicillll siguiclile respolld(' a IIl1cstra;.; prel!:ullias en esle casu:
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(6.6) PNOPOSICION: S"a 'I de mnl t ip li c ida d total [iuit a, En ton c e s para to-

- do A f IN uale:

III (A) ~(I\)= teA) •

Demostracion: a) Mostremos pr imcro que 111 (A) = m (A). [011 e s t e fill parti-

mos de un a represelltaeioll e spectral orde nada (M.~.l) de T. !\ t'sla pertene ce

una repres en tae lon espectra l c anon ica (M, 1.]) eon 11m'" IL" (I:::; 1/1 < 00) y IIl1a
11/

rcpres entac ion (M.3.l) COli d '" e - en 11 11.+
para 1 :::; 11 < 00., «: = n em

. l:::;m<oo
Elilonccs, con 1/ '" lid

11 r
11

(J ~ II:::; 00) ':'C t ie ne IIl1a reprr-svurac ion l'Spt·t>tral

(M.4.1).Demostrarcmos ahora que

(6.7) U SUPP(,J)
711::71:::;00 11

para 1< m <.»;

~rimero vale e
711

para 1:::; m<oo De e sto y de la ddin ic iou

U sUPP(lIn) C sUPP(JJ.m)·Sea
111< n:::; 00

de los s e conc luye [ver (2.1)) • que

al rcve s , A f supp(JJ. ) Sim
ent on ce s ex is te E > 0 COli

(A - E, A + E) n suPP (II ) '" ¢
11

para' m5:, 11 5:, 00. Elltonces vale

:i ,.-LC(/.. -E,A + E) n dn)
1115:.n:s. 00

:i l/ ((A-E.A+E»=O
m c n c.s« n

es decir, A~SUPp(JJ.m)' Con e8to(6.7) queda demostrado.

Si ahora la mu h ipl ir-idad total de T es < N. l'lIlonces (6.7) sc rr-duce a

s up p! JJ.m) U SIlPP( /' )
m~ll:s.N 11 .

(1 :s. 111 5:,. N ) .
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De eslu sc c onc luve d irvctame ntc tjue III ( A) = ;IlJ A) para lodo ,\ ( U~ .

h) Oelllu>; ahora la demoestrnc iou de 1(,\) = III (A). Pur el t eur emu ~1.J. sc

cumple tr ivia lrnr-nt e qlH' t(A)::;m(A)= I~;(A). Para moxtrar qur- III(A)::; I(A),

hay que prohar que, para una rc prv sentac iou cs prct ru l finila arhitrur iu ,

(5.1) U:H 2
EEl L i p )

l:SIlI$N III

de T va Ie: ;;; ( A) ::; tU (A) . Para ve r e s to, segu imol'! c I prueeso de scr ito en ~a

seccion ,1 11'1(' I'wIIIII('I' a la rc prese ntac ion espt'etTal

(M.4.l) U 4
2

L (u )
11

de .T. Cou csll' fiu- t""erihimos, COli r co. P T, (S.l) en In forma

ts.i +) 1'+ H

e inlrodueimos la flln"iun de mu l t ipl icid ad de VOII Neumann k def in icudo ademas

el
'l

= I A : k ( A) = 11 I 1 < 11 < N. Entollees los 1/
- - Il

vieneu dados por 1/11= fJd'
11

Si ;n (A) = O. IIU hay tjUI' mos-trar nada. Sea ;;(A)=11 cou 1<71 <N. Euron-o - 0-

ces s e cum pie part ic u lurmcu t e A ( sUPP(l/ll
o
)

4 [ver (4':3) ) va len las rclaciones

Con las notac ione s de la seccion

l:J
15;;111:::: N

(1::;k$1l0)·

Po- {~SO,IJara lodo K (dn r-x is tc n 1IIIIiccs 111 J ( K ) , 1II2(K) 111
'1

(K) ctln
0 0

n k 1l
0
k II k'

K( S . = n t 0 P\J('Slo qUI' t J1 t 0 = ¢ para k i k' los
I( ]<k<1I III k (K) .

III I1l
- - 0
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1II1//(,d de be n sr-r difl'rl'ntc,.. 11110dd 011'0 t·'" ,I"cil' S ('slil c on trn ido "II (lOr 10, I I,
meuo s 110 d(~ 10""' cl COli iudir-r-s diferellll'f'. Solo hay 1111nu mr-ro rillito de (,>ilos

S . sean S S ... , S . Para \,,,tos \'ale o n tonr-e s
K K t' K2 K",

t oquc AISIIPP(I/,I) va l e p((A-p.A+f) ndll»O
o

Ct~"'exiSh'lIl1 10Ill, .... MI CUll p((A-E,A-jF)n

dll U S 1'111''''-
o 1S: I:ScM "- I

para lodo p·,O. 1<:111011-

("prillcipiu dl'

v ) '. c' para Indo f· 0, "1
()

los cajon es " : aqu i "'1' lisa es euc ia lnu-u u, (IIII.' U "S IIl1a rl'prt'S"II-

C ('011 S CC", vale p((A-f-,A,
In K/

o
E) n em) > 0, es dccir, A I SliPI' (P,) . I-'IIe510 'IIII' ~"gull 10 aut er iur S,,-/ C cm

'\., ()

se cump le 1'01'10 menus "
0

ve ce s , tse cOllcll1)'1' (\'11' IU(A)? "0 o. 111 (A) .

ta ciou e spcctral [ini ta t, POI' 1''''0 para los

7. Com pnr aciott de las dijer en te s [uuc ioue s de mn lt ipl i c idad e s p e c tral, Pri-

mero queremns comparar TIl y ;;; en 1'1 caso de mult iphc idad total in lin it a. De

(6.7) 51' con cl uye que sicmpre vale

(7.1) III(A) < III(A) para lodo A I 1R

yqllc

(7.2) para 10.10 i\ ( IN

no se cumple,

U supp (VII) e s c crrado para
1;;' 11S:00

puede su ceder que m'( ,\) < 111 (A) :

1 < 111 < NO •es va lido, si

(7.3) EjeTllplo: Sea Ii la medida de Lehesglle en [0,11 , sea dn= (;;il' -~1

para J :::11<00 , d
oo

= ¢. J)pfillimo" T cumo 1'1 opPradur dt, 1IIl1lliplil'i1eitJII "II

2 I 1
(jJ II L (d ./1). EnIOIH'I'S se curnple SUPP("lI)= [----,-- 1

J :S II < 00 17 'II -+ 1 17

1 '5011<00, SUpP(I/ 'Xl) = ¢, es t1"cir, i,/(O) = O. POI' oIl'll tado, 11'111'11105

para
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em U d =(O.l..],
m<n<oo n III- - 2

de T ell 1< . Gl< L (J1 i .
_1lI 00 1lI

J1m = J1em

PIIPSto qlle

IIl1a repreSl'III.ae i'III espeC'1 ral c ano n ir-a

SIIPP(J1 .l ) = [0,_1_1 para 1< m < 00,m 111

sc r-ump!e 1lI (0) = 00 •

Ell c ste cjemp lo t\ c. 0 es UII punta de a c um u l ac io n de la suc e s io n

(SIIPP(V )) en el siguienle aenttdo : Exisle IIl1a s uce s ion dl' numcros na :-
11 1'::;'11':::.=

luralcs 111< 112 < ••• y para 1S; k < 00 An (SUPP(vn ) COli An ~ A • Ejem-
k ··k k

los un icos conlraejemplos, pne sto quc de (6.7) se concluyeplos de este tipo son

i'fi (0) en otro caso .

oe si A c s 1111 punto de ae umulae ion de sUPP(vn))1 <
11<=

Por 10 tan to, t amlrie n la Iunc iou de muh ip l ie idad de Hellinger m (.) puede ser de-

te rminada ci irer- tamc n te dc la repre scnt ac ion espcci ra I (MA.l).

Ahora comparclllos las [unc ioue s m , 1lf COli k. Aqu i vale s ie mpre

,
(7,4) k(A)S m(A) , k(A)S 1lf(A) ( T - a. e. ) en 1R ,

Por (7.1) solo sc debe de mostrar la segllllda af irmac iun. Para la de mostrac ion de-

Iin iinos dn = I 1\: k (A) = n I. Si P ". T. una slIcesii)ll de medidas 1/ ]'v2' .. ,voo'

con la cual lenelllos IIna represenlacion espectral (M.4.1) de T. vielle dada (lor

Hay que lIIoslrar que p (lA : k ( A) > 111 ( A) I ) = o. Se cUlllple

IA : k (A) > m( A) I = U IA: k ( A) = 11 > m'(A ) Ic
lS;nS;=

yaqui
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I) (dll n (/1< - S /I!'I' ( 'II) ) , ' II ( II< - S /IPI) ( , ' II) ) o para J, II' '"

(;',5) LjemjJ/u: Sea [J la IIll'dida <It' I ,'''It'Sf!lIe "II 10, J I. e ('01110 I'll 1'\

l'jl'lIIpl" ((,.:2) . Sea

11 J = P, Ii z; II 'J1 -r 02 e 11/
pOl 1'01 3 <, 111' N .. l' 'p ,

I 10, Ii - I'

S /IN'( I' 2) = S /III r (" I ) ~ S /Irr (,,'2) '"I)2" PI" V 11 = () para 3 ::2n'S",' .. SlI/JP(11J}

[0, Jl . Enrolll'!''' 111(,\) = ~~.(,\) = 2 para lotio x • [0. I!. p('ro k (,\) - 1 1"'-

ra lotio ,\ f [O,Jl-e y p(1 0,1 I -e) ,0.

Lomo u h imo pro!Jlema e xam inemo- !Jaio cua le s l'Olltliciolll'S In [uuc ion k. l'oill-

c ide COli la [unc ion m . La lunc iou 11/ (·s -supr-r iorme ntr' .sellli-I'ontinlla. 51' t ir-nc

(7.6) P/?OPOS1C10N: Si k (.) s« pucd« escoger s/ljleriurI/H'lIlc SCII/I·,u))11 -

u ua , « s de c ir, s i los c onju uto s ell/ en t e ore m a M.2 se pue de n e s coger c errad os ,

e n to uc e s ua l« I/i(A)'Ok(,\) (T-a.e.) ell IR .

Ir e mostra c iou : Sea Ii
IJ)

= PI'
sn

lJel'inilllos

k '(A) " X,e
11/

y (kmoslramos primero qlw

(7.7) (p-C1.e.) I'll lR

Trtviulmeutv \0111' k' (A):: k (,\) para lotio ,\ f lR hay que mostrar que P ( IA :
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IA:k'(A)<k(A)!= U IA:k(A»m=k'(A) I
0<111<00

U e1l/+1n(m-suPP(/l 1»
O<m<oo 111+

Terminamo$ la de mostruc inn (7.6) prohan do que

(7.B) Si kt.) es s uperiormente semi-continua y k(A).::; 111 (A) para todo

A fIN, elltU17CeSI'a/1' k (A) = 11/ (A) para todo A e IN .

Demostracioll de (7.8): Hajo las hipotc s is hcchas, e f'S cerrado ym

para l~l1l<OO. Por la definicion de /l ' vale /l (m - e )m m m

fJ (IN - "11/) n 1'111) = (J. Pue sro que IR -em e s abierlu, se con eluye m -em C

Enlollces

< 1 .\ (A) = k (A)
1<111<"" III

.,
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