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REPRESENTACI6N DE LOS tUJMEROSNO CONVENCIONALES

MEDIANTE OPERADORES HERMITICOS

por

Yu TAKEUCHI

SUMMARY

In this paper we obtain the field of nan-stan-

dard real numbers as a quotient field of the ring

of hermitian operators an a Hilbert space. In the

,last paragraph we interpret the nan-standard real

numbers in the context of theoretical physics.

§ n. l ntro duc cior/. Ut il izundo un proce dim iento auajogo al dc la con strucc ion

de los IIIIJIICroS uo-c onve nc iou al e s a partir de la col ecc ion de las suces iou es nu-

me ri ca s [4J, ohteucmos en c stc trabujo el euerpo dc los numeros no-c onvenc io-

nal e s como 1111 euerpo cor-ie nte del an i] lo coumut ativo de los opcradore s hermi-

t icos. En el § 2, int.rodueimos una cl ase de filt.ros en la col cccion de los suhe s-

pac ios de un e spae io de Hilbert, los cualc s ut.i l iz amo s luego para d iv id ir la eo-

lecc ion de los operadores hermitieos en dos : la elase positiva y la elasc nega-

t.iva (j naturalmen te los operadores dciin idos posit.ivos deben pert.enecer a la cla-

se posit.iva n. Con e sto podemos introdueir un orden en el an i] lo conmutativo de

los operadore s hermitieos para el cual cada operador repre senta un numero (real

o no-conve nc ional], 1\1 lin al del parugral'o § 2, observamos que los operadores

comple tamente cont.inuos repre sentan a los numerus inl'init.esimales. En eI § ::J
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e stud iamos la e qu iva le nc ia entre los dos me todo s para construir los numcros no -

con vc nc ion a le s , el UIIO por su cc s ionc s y el otro por opcradores (desarrollado en

el pre scute art ic ul o), Finalmente, en el u l t imo pamgrafo. damos una interpret a -

cion de los numeros infinitesimales en la Iis ica teor ica.

§ 1. Un ani llo conmutativo de operadores en el e spnc io de tl ilhert, Sea J( un

e s p ac io de Hilbert de dimension in lin it a. Dado un oper ador hermi t ico (mas preci-

s ame n te , un opcrador auto-adjun to) If, sea {E H (/e)} la resol uc ion de Ia iden ti-

dad de H r l2 ] , [3] • [4] ) :
co

(1)

del'inimos entonces los tres sube spac ros :

+ {Xl

~IH = J dEHOd.}( = (J-EH(O))'}(
o

o
~1( j d EH (N. }( = EH (0) . J{ ,
. 'If _(Xl

m~ = (EH(O) - EH (0-) ). }(

los cua lc s gozan de las s igu ie nte s propiedadcs :

(i) m~ = { x I H x = 0 } c 1JJii .

(ii) »; cs el c ompl emento ortogonal de Jn~, e sto e s, »: es orlogonal a

+miJ,y JnH (Jl~l1if=J{·
-t

(iii) < H. x . x> > 0 IHua tndo x E)IT II

(iv) < n .», x > -::. 0 para todo x E J11~ .

Si If no t icn e a ccro como valor propio, e s de c ir, si H,.x 0 irnplica que x =0,

-I Icntonce s existe If que cump e
{Xl

- I J. 1 \If = - dE If ( 1\.) •
• {Xl ~

(2)

If-I es clararncntc un operador hermitico.

Si allOra I(A.} cs ulla fUllcion de valor real y rnedible segun Lebesgue (L- rne-
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d ihle ), podemos definir el siguiente opcrador hcrmitico :

OJ

/(HI,= J I(A)dEI1(A.).
_OJ

(3)

Notese que la Iunc ion I(A.) puede tomar el valor in jinit o en algunos puntos dis-

tintos de los valore s propios del opcrador 11. Por otra parte, si I(A.) y g (A.) son

de valor real, tencmos :
00

1(11). g(l1) = g(I1). 1(11) = J I(A.). g(A.) dEI/(A.);
_00

(4)
00

1(11) + g(H) = J {j(A.) + g(A.)} dEI1 (A.).
-OJ

(5)

Las relaciones (4) y (5) de lin e n dos operaci ones, con las cuales la familia de

operadorcs hermiticos :
00

(f H = { J I(A.) dEI/ (A.) I I(A.) es de valor real, L-medible} (6)
.OJ

se c onviert en en un anil lo c onmut a iuo. Si I(H) no tienc valor propio n u lo, en-

I( )-1 Co.tonces su in ve rs o H pcrten ec e a UJI, y se t ien e

00

1(H;-1 = J _1_ dE (A.), (7)
-OJ IOJ H

e s de e ir , I(H) e s una unidad del anillo (f 1/ •

Si o C m es un coni unto m e dibl e , cs Iac il ver que

Pa = J dE H ( A.)
a

(8)

es un operador de proyeeci6n y qne dados a, T:;; IR , subs iste 10 siguientc :

(9)

En particular, si ¢ (A.) es la [unc ion caracteri sf ica del conjunto a entonees:
a

00

p = JdEI/(A.) = J ¢ (A.) dEH(A.) = ¢ (H).
a a\ _00 a a

(10)

EI subespacio

127



p .J{
U

(lJ)

SC llama el s ub es p ac io propio de H c orre sp ond ien te al c onjun to a' Para f(H) E

(]H ' te nemos e v id en temente que

+
m fUI)

OJ

con 0 = {A E IR

J dEfO/) (A). J{ = J dEH(I\.). J{ (12)
o a

frAY > 0 l . esto e~, ~l;H) es un subes pac io propio (lei ope-

rador H.

§ 2. Fittro de s ube s p ac io s, Collsideremos una familia 110 vaci a S de subc spa-

eios de J{ tal que:

1. S: A,B E S ent onc es AnB E S y adema1" In proyr-cc ion de A en B es

(13)

2. s, A,B E S ,y A ('S ort ogon al a B, entonccs

(l4)

:{. Si A E S, cntoncc s lie A E S .

Familias (IUC cumpl cn l as a ntr-r iorc.a c oud ic ionc s c x is ten como 10 m ucs tr a e l si-

g\licnll' ('jl·ml'lo.

Ejemplo 1. La c olr-cc ion S de lodos los s ubcsp ac ios prop ios de un operador

[unn it ico ,·;;tli.sfae(' las In's con d ic ionr-s antcr ioro s. En c lec t o, dados a, T S;; IR

Ohll'lIl'1lI0S (1)01' (9))' P 0 J{np .J{ = P .J(), P 'P .J{ = Proycccibli de
. (T T a0T' aT'

p 7 ·Jf I'll Pa' J{ = PUI"\ 7 J{ . Adem as Pa' J{ cs orlognllal a P T·J( si y so lo si

01"\ 7 = c/ 0 Observclllos 'Iue { o} E S P"CSIO 'I"I.' {o} = An (J( e A). Tam-

"if'lI: J( E S pucst o quc J{ = A ED(he A) .

Una l'oleccifHl 1 de suhespaeios ell S se llama 1111 jiltru de s ub es p ac ios ell

S si

(i) Si A E 1 B E S Y B) A, cuton ces B E 1 .
(ii) Si A,B E 1,l'nIOIlC(~S A nB E 10

(iii) {n} 1.1
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Notese que un filtro de subespacios def in ido en la forma ant er ior no es en

verdad un [i ltro-en el s enttdo de la te ori a de los conjunlos; sin embargo juega un

pap el s em ejante de e stos para c las iFicar los suhesp ac ios en S. Observemos que

si A E:f enronces ningiin s ubcs pac Io ortogonal a A pertcn ece a :f. pues to que

s i lJ es ortogonal a A entonc es AnB = {a} ,,:f.

Mo s trc mo s ahora que el conjunlo de t odo s los Ii ltrns de subr-s pac ios en

S e s inductivo por inclusion, esto es : Dada una cad en a de f ih.ros de s ub es pac ios

en S. {:fA.} A.E A • que cumple :

impl ic a

enrone es U :fA. es un [il tro de s ubes pac ios en S.
A.EA

En efe e to : (i) Sea A E U :fA: e ntonce s A E:fA. para algiin A.. Si BE S
A.EA

eon B) A, en tonc e s B E :fA. (por (u), luego: B E U :fA.'
A.EA

(ii) St A,B E U :fA.. eruonces A E:fA.' BE:f/l • para algiin A.y para algiin
A.EA r

fL· Supongamos que :f fL) :fA. ' e s c laro que A,B E :f fL; luego An B E:f fL •

o sea, A nB\ ~ A :fA.'

(iii) Si {o} E U :fA.' e ntonc e s {o} E:fA. para ~Igiin A, 10 cual e s impo-
A.EA

s ible y en cons ecuen c ia, {o}" U :fA.'
A.EA

Sean ahora :f 1,:f 2 dos fillros de subespacios en S. Decimos que:f1 es

mas fino que :f 2 si :f 1 ) :f 2' Por el axioma de Zorn. dado un filrro :f de sub-

espaeios en S. exiSle lin fillro maximal :f' de subespacios en S mas fino que

]-' ; un lal filtro 10 lIamaremos ultra/iltro de subespacios en S. ESIO cs, :f' de-

be salisfacer las siguienles propiedades :

(1) :f. es un filtro mas fino que :f (:f' ) :f ) .

(i i).N 0 hay n ingiin fillro de subespacios en S mas fino que :f' y d iSI in 10 de

:f "

Dc ahora en adelanle, Ell indicara la suma orlogonal de subespacios.

LEMA. Sea :f un ultra/iZtro de subespacios en S. Si A,B ESson tales que
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A GlB E J*, en tonc e s A E J* 0 B E J* .

D em os tr ac ion. Supongam os que A i J *, B IJ ". Sea Po e 1 operador pro-

yecci6n sobre e I complemento ortogonal de A : Po' J{ = J{e A, y definamos la si-

guienle familia de subespac ios en S

Jo = { C E S (15)

Note se que Po' C s iempre pertenece a S pueslo que Po' C = C n (J{ e A). Va-
er * *mos a de mostrar que J 0 e s un filtro de subespacios en S. y que J 0 i J ,Jo) J,

10 cual evide nt e mente conlradice la maximalidad de J*. En declo: s i P E J *

entonces : A Gl P . PES, A Gl P . P ) P,. luego A Gl P . P EJ *, de modo queo 0 . 0

P E J 0 (eslo e s, J *c J 0)' Es claro tambi en que J*/= J 0' pues to que B I J * ,

pero B E J o ' (N6tese que Po' B =.B ya que Be J{ e A). Finatmenlc, moslre-

mos que J 0 es un [i ltro de subeepac ios en S. En efeclo : (i) Supongamos que
q: ",* S cC E Jo ,.enton ee s A $ P o,C E 1 .. i D) C, DEc) enlonces A Ell Po'!) ) A Gl

P . C,. por 10 tanto se tiene que A EllP . D E J '. (Notes e que A Ell Po.D E So . 0

para todo DES.) Estoes: D EJo'

(ii) {o}/Jo' Enefecto,si {O}EJo entoncestendriamos AEIlPo'{O}=

A EJ*, to cua l e s impos lhle,

(iii) 5upongamos que CD E J 0' e s dec ir , que A EllPo' C Eo J ", A EIlP o.D EJ:
. - a *

ESIO impl ica que: (A Ell Po' C)n fA Ell Po.D) = A EIl(Po' C npo' D) E 1 . Pero:

asi que CnD E J .
. 0

Observe mos, de paso, que si A Gl B E J * Y A E J *, entOllees B Ip*.

COROLARIO 1. Sea A E S ,. elltonces

A E J * (16)

Demostradon. Por ia definicion de S. J{ eA E S , y como J{=(J{e A) Gl A, se
obtiene (16).
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S q* q*COROLARIO 2. Sean A,B,C E ,si A Ell BElle E J ent onc e s A EIlB. E J

OBEIlCE~*.

D'em ostrac idn. Si A Ell B "~*, cn tonce s C E ~* .. por 10 tan to, BElle E ~ ".

[lado un operador he rmi t ico H, consideremos S la col ecc ion de todos los sub-

espacios propios de H (Veas c el ejemplo 1.) Si 1 es la col ecc ion de s ube spa -

cios definida por ~ = {A E S I c od imens io n de A c s Iin ita } e ntonc es ~ es

un [iltro de subespacios en S. Sea ~* un u ltra l il tro de subespac ioe mas fino que

~ y sea (fH el anil lo de operad ore s herm it icos del'in ido en (6) :

0)

(fH = { J I(A) dE H(A) I I es de valor real y L·medible}. (17)
.0)

Dado T E (fH' hemos con s iru ido en el § 1 los Ires s uhe spac ins :my, :m; y )TI ~

los cuales sat isj'acen las condiciones (i) -(IV) alii enunciadas. hora bien, de-

cimos que:

T> ° si (I8)

+ - 0
y como ~lT EIl:mT Ell On T8 )11T) = J{

ra todo T E (fH:

se t ien e que, pa-

T > ° r 0 -T > 0. (19 )

Ade mas , T > 0, Y -T 2- ° si.y solo si,

'n ~ = { x I Tx = ° } E ~ * (20)

Subsislcn enlonces las signicnlcs propicdades :

II. Si T1,?- 0, T220, entonc e s T
1

.T22- 0.
0) 0)

D'e mo str acion, Sean T] = J I(A) dEH(A) , T2= J g(A)dEH(A) en touce s
_00 .00

0) 0)

T1+T
2
=J {!(A)+g(A)}dEH(A), T1·T2=JI(A).g(A)dEH(A)

• CD .00

y, por 10 tanto,
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{ A. E lR II ( A.) + g (A.) > 0 } ) {A. E IR II (A.) > 0 } n { A. E IR I s (A.) > 0 } ,

{ A. E IR II (A.) . s (A.) > 0 }) {A. E IR I j(A.) > 0 }n {A. E lR I g (A.) > 0 } .

F'inalmente, por la primera propiedad satisfecha por un Ii lrro, se obtienen las pro-

piedades I y II.

Ejemplo 2. Si T es definido pos itivo en J(, cntonccs T> O.

D'em os tr acidn. Como para todo x E J( se tiene que < Tx, x > > 0, entonces

-+ ()
~lT Ell m T '" H E 1

Eiemplo 3. St el conjunto {x I < Tx, x> > 0 } contiene un subespacio de

codimcn s ion fin ita, cntonccs T > 0 .

D'emo s trac ion, Tencmos de man era c vidcn te quc

{ x
+ 0

< Tx, x > '2 0 } ) ~nT Ell mT '

- 0< 1'x, x > < 0 } ) ~l e ~ll .
l' l'

'Ii {x I < Tx, x > '2 O} c ont ie ne un subespacio de cod ime ns iou fin ita, enLon -
- 0

ces la dimension del subcs pac io ~l1'e~llT es Iin ita, 0 sea qne ta mb ien 10 es la
. .' ~- + 0 'Il +' ~ 0 (-.

cod imcns ion de Jll T Ell ~llT ' lucgol,l T Ell Jll T E ~

s, H], H 2 e G' H definimos:

H] '2 H 2 s i (21)

[Ic la (19) rcsulta que G'H es ta bien ordeuado, 0 sea quc

o (22)

Suh~islen adcma s las siguienlcs propicdades :

Ill. r '2 () si, y solo sit - l' ::.-0 (por (21)).

IV. Si 1'] ::.-T i' 1'2 ::.-1'3' entonces 1']::'- 1'3 (por (21) y I).

V. Si 1'l::'-T2,1'3~1'4.el1t0l1ces 1'1+1'3::'-1'2+1'4 (por(21)yl).

VI. Si 1'] ::.- 0, 1'2 ::.-0, erJlonces 1'].1'2'20 (por (21) y 11).
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VII. st T] ?- 0, T 2 ~ 0, ent onc e s T t: T 2 ~ 0 (por (21), 1/ y III).

VIII. st TJ~T2,T3?-O, en tonc e s T].T]~T2.T3 (por(21)yll).

IX. st TJ ~ T2, T3 <. 0, e ntonc e s T].T3 ~ T2' T] (por (21),1/ y III).

Decimos que H] '" H2 s i

H] 2- H 2 Y H2 ~ H] . (23)

FVidentemente, H] '" H2 si,y solo s i, H]" H2 '" O. Por otra parte, de (20) se

deduce que:

H H . -I . { I H - H 1 q:*l '" 2 sl,y so 0 Sl, X I X - 2 x r E J • (24)

Esfacil demostrar que '" es una rel ac ion de e quiualenc ia. Oecimos, por olra

parte, que

(25)

X. Si T",O, enton ce s, para todo T] E CiH' se tie ne que T.T] '" O.

D'emo strac ion, Como T'" 0, resulta que T ~ 0 Y T ~ O. Supungamos que

~ 2. 0, entonces (por 1/ y III) : T. T] ~ 0, Y T. T]2. 0, estu e s , T, Tire, 0 ,

XI. si T]"'(J y T2"'0 e nt on c e s T]+T2'" (J (porV).

XII. Si T]'"'"' T2 Y T3'" T4 e nton ce s T] + T3'" T2~ T4 (por XI).

XIII. st TJ"'T2 y T3"'T4 e nton ce s TJ.T3"'T2·T4,

D'emos tr ac ion, Cornu T]re, T2 s i, Y so l o s i, T]- T2r~ (J, tr-n em oa

De la m isma man era se liene que

XIV. st 0 S. T] ~ T2 Y T2'" 0, en ton ce s TJ'" O.

Demos tr a cion. Pur h ipote sts , T2- TJ 2- 0, - T2 ?- 0; luego -T] =(TrT])-

T 2 ?- 0; es to CS, T] '" 0 .
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XV. Si 1'] ~ 1'2 ~ 1'3'1']'" 1'3 en tonc e s 1']'" 1'2 y 1'2'" 1'3 (pOI' XIV).

XVI. st 1'] < 1'2 y 1'3 ~ 1'4 entonc es 1'] +1'3 < 1'2 +1'4 '

D'emo str ac ion , Basta de mostrar que 1']+1'311'2+1'4' Si tuv iese mos 1'] +

1'3"'1'2+1'4 en tonce s T2+T4~ Tl+T3~ 1']+1'4' luego T2~ 1'], oseaqlE

1']'" 1'2' 10 eual es contradi ct or io.

XVII. Si 1'] < 1'2 y r 2 ~ 1'3 en ton ce s I] < 1'3 (por XV).

Ejemplo 4. Sea l' E (iH un operador hermitic o po s it ivame nte deCinido en J{;

siT no posee va lor propio cero, en ton ce s T > O.

TEOREMA 1. st 1> 0, existe un operador 1'1 E (iH de jinido po si tiuo, uno a

uno, y tal que 1'] '" 1.

". '. 'In + ~]7 a er: * Ih' () -Icr *D'em os tra c ion, 5. T > 0 se Ilene que .lilT Ell 'I' E.J "iii T Ii'.J

Ih + CT' *. JOJ

JIlT E j- . Si T -=- I(A) d E H (A.), cnlonces
·OJ

luego

+
~lT = J d EH(A.).H , can 0- = {A.E IR I I(A.) > 0 }

o
(26)

Sea ahora OJ

l' = J]
.OJ

COli

, sz I\C: (1

si

de modo que

{, I 'Ix = T] x } :) j dE H ( A.) .
0-

n- (26) y (27) res uh.a quc: {x I Ix = 1'] x } E 1* ; 0 sea que 1'" 11' Como

I] (I,) > 0 para lo{lo A. E IR , la siguicnlc dc s igua ldad suhsistc para rodo x del

dorn inio de 1]:
OJ OJ . 2

< 11x,x> = < J !J(A.)dEH(A.)·x, x > = J 11 (A.)d II EiA.)· x 11 > 0
_ CD - 00 .

(27)

e sro es, 11 es dcl'inido pos itivo y uno a uno, pucsto que 110 admite a cero como
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valor prop io.

J -tCOROLARIO]: st r ,/,,0, e nt on ce s existe 1'''"' 1'] tal que 7'] E (JB .

Demos/radon. Sin perdida de la generalidad, podemos Iimitarnos al caso T >0.

~i 1'] e s el operador def in ido en la dern os trao ion del teorema, entonces 1'] no

admite a cero como valor propio y por 10 tanto, 1'/ E (JH .

COROLARIO 2. s, 1'].1'2""' 0, ent on c es 1'1""' 0,0 1'2""' O.

Uemostracidn, Supongamos que 1'1 'rio ..entonces existe T tal que 1'''"' 1'1'

1"] E (1H . Fn virtud de XIII, T. 1'2""' 0 ,y por con stguie nte ,

COROLARIO 3. Sea ~ = {T ECiH I l' "-'0 } .. entonce s ~ es un ideal primo

maximal de CfH.

D'emo strac idn .. En virtud de X y XI, ~ es lin ideal y es primo como conse -

cuenc ia del Corolario 2, Teorema 1, Sca ~ * lin ideal que cumple ~ *) ~ y

~* f. ~ .. enton ce s existe l' ';0, l' E ~ *. Por el Corolario 1, existe 1']"-' r ,
con Ti] E CfH . Ten e mos 1'] E ~ ". ya qu e 1'] = (1' t . 1') + r . 1', 1'] - l' E ~

-1 C'-* C'-*_aPor]olanto,J=1'J .T]E"j ,estoes,,,j -uH.

* rooLa clase cociente JR = UHI"-' cs pues un cuerpo; la clasc representada

por el opcrador T la dcnotamos con [TJ . Defillimos, como es usual,

si r < r1 2. (29)

OJ

Aei , si J es el opcrador ide nrico : J = .I d E HOd, Y s e nota COli a la clase
,OJ

represcntada por a.J (con a real), vemos qlle

a = [a·J J (30)

Con 10 cua I JR = {a I a real } es lin subcuerpo dc aHI""' = JR *

Un elemento [TJ se llama infinitesimal si -a'J < l' < a'J, para todo

a > 0 .

TEOREMA 2. Sea l' E aH un operador completamente continuo, entonces la
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clas e [TJ 0 es un in [inite s im al,o es c ero,

Demoslradon. Supongarnos qlle T> O. Sea {¢n} lin sisterna ortonorrnal

eornpleto del espaeio J(, entonce s ¢n ~ 0, deb ilmen te , cuaudo n~ w,. luego

II T'¢n II ~ 0 (n ~W ) , y por 10 tanto:

Dado a> 0 real, se t iene :

(n ~W)

eSI.Oes, existe No tal que

< (a "} - T) ¢n ' ¢n > > 0 para todo n > No'

Por el cje mp lo 3, vemos finalrnente qlle a., ! - T > 0, 0 sea T < a'} .

§ 3, Un op erador dijerencial en L) (0, 7T), Los ntimero s con uenc ion ale s cons-- 2
truidos POl' s uc e s ion e s, Sean J( = L2 (0, 7T) Y H = _!L-. defin ido en el domi-

nio DH= {X(t)EL2(O,7T) I x(O) = xirt } = O} 'Evidenlff~~nle H eshermilieo"

Por otra parte, H es defrn ido pos itivo ya que

7T 7T 7T
< If X,X > = J d

2
x(t) x t tt dt =-x'(t)x(t) I + J x/ t t} x"7[i) dt

o dt2 0 0

7T 2
o + .I I x ' (I) I dt > O.

o

Como H 110 posee valor propio nulo, enlonces H > 0 , y ex is te el operador in-

verso de H dado por :

H
-} x=

7T
J K(s,t) xes) ds
o

en donde
{ ,(1 -1rJ si 0 < < ts

K(s,l)

t (1- £) si I < s < 7T"7T
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Ohservemos, de paso, que un calculo d irecto nos da :

7T
·1· t t

H .H, x = - J Kt st), x"(s) ds = xl t)» TtX(7T)- (l -IT) x (0) = x i t) r

o

por ser x(O) = x(7T) = 0 para x E DH .

Sabemos.por otra parte, que todo operador integral de niicleo acotado es com-

ple tamente continuo, de modo que H,I representa un ntimero infinitesimal positi.,

vo en fRO = (t /rv.
H

Las funcionespropias del operador diferencial H es uin dadas por

in = 1,2,3, ... ) • (31)

Por la teoria de las series de Fourier, sabemos que {cPn In E IN} e.siun siste-

ma ortonormal complete del e spac io J{ = L2 (0, 7T). Vemos, pues, que todos los

espectros del operador H son valores propios simples; por 10 tanto,la col ecc ion

de todos los operadores hermiticos permutables con el operador H es igual al

an il lo (f H [2J . En realidad tenemos :

EH(A) = 0, si A.<I,

EH(N = EH(n2) , si n2:::.. A.< (n+1)2

{EH(n2)·-EH(n2-0)} .J{ = {cPn}

(n =1,2, ... ) (32)

Sea f(A.) una [unc ion del in ida en fR,. entonces :

CD CD

f(H) = J f(A.).dEH(A.) =n~1 f(n2). {EH(n2)-EH(n2-0)},
·CD

Y s i x(t) E L 2 (0, 7T ) , entonces

CD

xl t} = Lx. cPn (t)
n=1 n

< x tn . cP tt) >n

por 10 tanto, CD

[Ui ), x I t) = L f(n2). "n: cP u):
n= 1 n

(33)
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De modo que si definimos la s uce s ion numer ic a (an) por

n=1,2,3,.,.

e nton ce s , ell virtud de (33) pode mo.s ide nt ificar el operador j(H) con la sucesion

(arl Mas prcc isamen te , se puede estahlecer una correspondencia biunivoca

t.> lR ""I.. Fentre U H Y ;.vide.nl.emeul.e esta correspondencia es un isomorfismo

anillos:

de

y por 10 tanto, induce un isomorfismo de cuerpos

en donde ~ s la imagcn de ~ por el isomorf is mo, es un ideal maximal de m".
POI' el te.orema de Lo'§ [6; pag. 83-84J , una potcnc ia del cuerpo lR d ivid id a

por un ideal maximal, lRoo/:5' r es isomorfa a una ultrapotenc ia de lR r Y por 10
00/-tanto, es una extension elemental de lR ; est o es, si lR ~ es isomorfo a un

cuerpo de reales no-c on uenc ion ale s, tamb ien 10 es (1H / ~ . La s it uac ion seria

di Ierc ntc si se hub iera ut il iz ado el espacio L2 (- 00,00), puest.o que en este caso

el operador d ilercnc la l no posee valores propios en L2 (- 00 ,00).

§ 4. Ex p lic acio n de los ntim er a s no-conue nc ional e s en la jisiea teor ica, Sa-

bemos que en la Iis ica teorica toda oant.idad observable en c1universo es repre -

s cn tada por un ope rador h ermit ic o y los ualore s ob s eruad os (i en algllll exper i -

meru o l) de una cant idad fisica son los valores propios del operador correspon -

dienLe a la canl.idad [5]. Ademas. dos canl.idades son observables simultinea -

mente si son represelltados por operadores per1Tlutables entre Sl. Podemos pensar

pues, que los lIumeros reales son I.ambicn aquelJas canl.idades ohservables en cI

universo, para las cuales se cumple la propiedad. sigllienl.e :

"AI ohservar la canl.idad corresPQndienl.e alnumero real a en eualquier es-

tado jisieo deluniverso, siempre se obtiene cI valor nllmi~rieo a ".
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Por esta propiedad, el operador eorrespondiente a la eantidad ntimero real a de-

be tener un un ie o valor propio a, asi que tal opcrador es igual a a'l en donde

I es el operador identic". Como 1 es permutablc COil cualquier operador hcrm it ico

la can tidad a es observable s imu ltaneame nte con eualquier eantidad Iis ica del

universo.

Los operadores hermitieos del anitlo conrnut at ivo C'ffJ son todos repre.s entan-

tes de algunas eantidades [is ic as del universo, observabl es s imu ltane amente. De

modo que los nslmeros infinitesimales tambien deben ser representantes de al-

gun as eantidades existentes. Por ejc mp] o , el operador integral WI en el para -

grafo anterior debe interpretarse en el mundo de la Ii s ica teor ica como sigue :Co-

1110 los valores propios dc fJ-1 son:

11 ,
4

1
9

1
16

1 1
25 ' ... r ~2 (34)

e ntonce s al med ir esta cantidad infinitesimal se ohtiene "UIlO" de los nurneros

de la l ista (34), de aeuerdo con el e stado Ii s ico en que se rea lice el experimcnto

de la med ic ion, De la misma manera , el ntimero no-c onuencional representado por

la s uce s ion (a ;. es una eantidad [is ic a observable en el un iver so, medib le si-n
mul t aucamen te con c ualqu ier otro numero (real 0 no-c on uencional), y al realizar

la ohs ervac ion de s u valor sc obtiene uno de los numeros de la lista siguiente :

(35)

segun el e stado en que se realiza el experimento de la med ic ion del valor, en

eontraste con la eantidad Ntimero real euya med ic ion s ie mpre da nn ftnico valor

en eualquier estado de la observacion.
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