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REPRESENTACION DE LOS NUMEROS NO CONVENCIONALES

MEDIANTE OPERADORES HERMITICOS

por

Yu TAKEUCHI

SUMMARY

In this paper we obtain the field of non-stan -
dard real numbers as a quotient field of the ring
of hermitian operators on a Hilbert space. In the
last paragraph we interpret the non-standard real

numbers in the context of theoretical physics.

§ 0. Introduccior. Ultilizando un procedimiento analogo al de la construccion
de los nimeros no-convencionales a partir de la coleccion de las sucesiones nu-
méricas [4], obtenemos en este trabajo el cuerpo de los nimeros no-convencio-
nales como un cuerpo cociente del anillo conmutativo de los operadores hermi -
ticos. En el § 2, introducimos una clase de filtros en la coleccion de los subes-
pacios de un espacio de Hilbert, los cuales utilizamos luego para dividir la co-
leccion de los operadores hermiticos en dos : la clase positiva y la clase nega-
tiva (j naturalmente los operadores definidos positivos deben pertenecer a la cla-
se positiva !). Con esto podemos introducir un orden en el anillo conmutativo de
los operadores hermiticos para el cual cada operador representa un nimero (real
o no-convencional). Al final del paragrafo § 2, ohservamos que los operadores

completamente continuos representan a los nimeros infinitesimales. En el § 3
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estudiamos la equivalencia entre los dos métodos para construir los nimeros no -

convencionales, el uno por sucesionesy el otro por operadores ( desarrollado en
el presente articulo). Finalmente, en el dltimo paragrafo, damos una interpreta -
cion de los ngmeros infinitesimales en la fisica teorica.

§ 1. Un anillo conmutativo de operadores en el espacio de Hilhert. Sea J( un
espacio de Hilbert de dimension infinita. Dado un operador hermitico (mds preci-

samente, un operador auto-adjunto) H, sea {"H (M)} la resolucion de la identi-
dad de n ([2],[3],[4]):

o0

H = j_mAdF.H(\) (1)

definimos entonces los tres subespacios :

. ‘rr, i ‘ i
My = | dEx(N). Ho=a-Ey©)H
4

m, - | dEy (). K= Ey@) . X,

WO ) - .
My = (Ey(0) - Ey07)). X
los cuales gozan de las siguientes propiedades :
(i) My={xluc=0}cCMmy.

oy ot -~ o +
(i) Tﬁ” es el complemento ortogonal de )HH , eslo es, )ﬂH es ortogonal a

3 1 A
m”, y (“(Il (52 “(II = H.
t
(iii) <H.x, x> >0 para todo «x ¢ W,,
(iv) < H.x,x> < 0 paratodo x ¢ m.” .
Si H no tiene a cero como valor propio, es decir, si H.x = 0 implica que x=0,
entonces existe H! que cumple

Y L dEy(N). (2)

-

H™! es claramente un operador hermitico.

Si ahora f()) es una funcion de valor real y medible segin Lebesgue (L-me-
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dible), podemos definir el siguiente operador hermitico :

o0

JH) = ] f(N) dEy(N) . (3)

Notese que la funcion f(A) puede tomar el valor infinito en algunos puntos dis -
tintos de los valores propios del operador H. Por otra parte, si /(1) y g()) son

de valor real, tenemos :
-

gH). fH) = | f(\). g(h) dEy (\) ; (4)

f(H). g(H)

@

J {fN)+gN)} dEy (M) (5)

-

1

[f(H) + g(H)

Las relaciones (4) y (5) definen dos operaciones, con las cualesla familia de

op(‘racl ores hermiticos :

x

(fH = { f(N) dfiH (N) | f(*) es de valor real, L-medible + (6)

se convierten en un anillo conmutativo. Si f(H) no tiene valor propio nulo, en-
5 -1 2 "
tonces su inverso f(H)"" pertenece a (i, y se tiene

e8]

-1 ( 1 5
fH) " =) ~——dE_,(\), (7)
- /() H
es decir, f(H) es una unidad del anillo ('I‘H "
Si 0 C IR esun conjunto medible. es facil ver que
P, = | dEy(\) (8)

es un operador de proyeccion y que dados ©, 7 C R, subsiste lo siguiente :

. = . - g
PP, = PR P, (9)

En particular, si ¢ (N\) es la funcion caracteristica del conjunto o entonces :
o

P, = deEH(,\) = of ¢ (N dEy (2) = ¢ (H). (10)

| -

El subespacio
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p X (11)

cr
se llama el subespacio propio de H correspondiente al conjunto o *Para f(H) €

GH , tenemos evidentemente que
o

+ i (
Wy = | dE gy ) M= ] dEG (). K (12)
0 o

P | . A _+
cono={AeR | f(A) >0}, estoes, N f(H) €S un subespacio propio del ope-

rador H.

§ 2. Filtro de subespacios. Consideremos una familia no vacia S de subespa-
cios de H 1al que :
I. Si A.B 8 entonces ANB € y ademas la proyeccion de A en B es

ANB. (13)

2. Si AB¢€J, y A es ortogonal a B, entonces

AeB € . (14)

3. Si Aed, entonces HO A « S.

Familias que ('umplvn las anteriores condiciones existen como lo muestra el si-
guicnte cjemplo.

Ejemplo 1. La coleccion 8 de todos los subespacios propios de un operador
hermitico satisface las tres condiciones anteriores. Fn efecto, dados o, 7 C R
obtenemos (por (9) : P - Hn P “H = P J, y PP, ‘H = Proyeccion de
P K oen P, “H = 7}( . Ademas P_- H es ortogonal a P,ﬁ]( siy solo si
A= 4 . Observemos que { 0} €8 puestoque {0} = AN (He A). Tam-
bién @ J O puesto que H=Ae (HO A).

Una coleccion f de subespacios en & se llama un filtro de subespacios en
5 si

(i) Si A« $,B ¢ S y BD A, entonces B &

(ii) Si A,B ¢ F, entonces ANB « ¥ .

(iii) {0} ¢ F
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Notese que un filtro de subespacios definido en la forma anterior 7o es en
verdad un filtro en el sentido de la teoria de los conjuntos; sin embargo juega un
papel semejante de éstos para clasificar los subespacios en 8. Observemos que
si A €F entonces ningin subespacio ortogonal a A pertenece a i puesto que

si B es ortogonal a A entonces ANB = {0} ¢ F .

Mostremos ahora que el conjunto de todos los filiros de subespacios en
S es inductivo por inclusion, esto es : Dada una cadena de filtros de subespacios

en O, {3‘}\1}\& A ¢ que cumple :

(79 (7% o . . 9 -~ € o - L
J‘>\, J’/l € {'j‘)\}\ﬁe A |mp||('a .f/\L J"“ 0 .f/} G .f)\

[ < of . . g
entonces U ), es un filtro de subespacios en .
ANE A :
| . . 3 (9 1 4 ~ [
En efecto: (i) Sea A « ;U (f>\, entonces A € .5, para algan . Si B¢
¢ ’

con BDO A, entonces B &‘f\ (por (i), luego: B ¢ U ¥, -
! \E,
(ii) Si A, B ¢ U ff\\ , entonces A€ f,, B¢ Cf , para algfm 'y para a|gl'm
¥ ; A 7 ) :

(3

TEp Supongamos que ‘f}/ D ‘f) , es claro que A B ¢ “fp ; luego ANB € ,Cfﬂ 4
o sea, ANB 6\ U ‘f\

e A
(iii) Si {0 } e U (f)\ , entonces {07} ¢ .‘f/‘\ para algin A, lo cual es impo-
y: ;
sible y en consecuencia, {0 } ¢ U ffx .
\€ /

Sean ahora ffl,ffz dos filiros de subespacios en 8. Decimos que ffl es

mds fino que ffz si ffl D cfz . Por el axioma de Zorn, dado un filtro § de sub-
* - P
espacios en O, existe un filtro maximal §° de subespacios en & mas fino que
7" %
F ; unal filteo lo llamaremos ultrafiltro de subespacios en S. Estoes, T de-
be satisfacer las siguientes propiedades :
* » . . Cor*
(i) ¥ es un filtro mas fino que F (f > % ).
*

(ii) No hay ningin filiro de subespacios en S mas fino que F y distinto de
F1 v

De ahora en adelante, @ indicara la suma ortogonal de subespacios.

LEMA. Sea  un ultrafiltro de subespacios en S.S8i AB €8 son tales que
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AeB cF", entonces AcF 6 BedF".
. * B
Demostracién. Supongamos que A ¢ F , B ¢F". Sea P, el operador pro -
yeccion sobre el complemento ortogonal de A : P . H=Hoe A, y definamos la si-

guiente familia de subespacios en § :
- 5
F,={ced | AepPscedF }- (15)

Notese que P . C siempre pertenece a S puesto que P,.C=c¢CnNn (He A). Va-
*

mos a demostrar que ffo es un filtro de subespacios en S, y que 5, #F ,ffODg,‘
lo cual evidentemente contradice la maximalidad de F*. Enefecto: si FeF"* ,
entonces: Ae P . F ¢ S, A ®P_.F D F; luego AoP . F €5 ", de modo que
F e -?o(('sl() es, F'C ffo). Es claro también que 2 (fo puesto que B ¢ .
pero B € ffo. (Notese que P,.B =B yaque BC He A). Finalmente, mostre -
mos que ‘fo es un filtro de subespacios en 8. En efecto : (i) Supongamos que
C e‘fo ; entonces Ao P, .C € $°.8 DOC, D e entonces Ao P,D DA e
PO. C ; por lo tanto se tiene que A oP .D ¢ . (Notese que A e P,.D € S
paratodo D €8.) Estoes: D e .

(ii) {0} (z/ffo. En efecto, si {0} ¢ ?o entonces tendriamos Ao P . {0} =
AT, lo cual es imposible.

(iii) Supongamos que C,D ¢ "fo’ es decir, que A eP,. C € (f‘, AeP,.D c‘f*

. *

Esto implica que : (Ae P.C)N (Ao P,.D) =Aa(P,C ne,.D) e F". Pero:

P.clp_p={(Keancin{HeanNpi-Heanwnp)=p,cNb),
asi que CND € ‘(fo
Observemos, de paso, que si Ao B eF" y A€ §°*, entonces B dF",

COROL ARIO 1. Sea A ¢ S ; entonces

AecF® ¢ Heaed". (16)
Demostracion. Por la definicion de §, HOA €3, y como H=Ho A) & A, se
obtiene (16).
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COROLARIO 2. Sean A,B,C €S, si AeBo C ¢ F" entonces AoB eF"
6 BeCe¥".
Demostracion. Si Ae B ¢ .‘f*, entonces C € .‘f'; por lo tanto, B & C ¢ %

Dado un operador hermitico H, consideremos 8 la coleccion de todos los sub-
espacios propios de H (Véase el ejemplo 1.) Si ¥ es la coleccion de subespa -
cios definida por F={Aae€d ! codimension de A es finita } entonces  es
un filtro de subespacios en 8. Sea F " un ulirafiliro de su bespacios mas fino que
¥ y sea &H el anillo de operadores hermiticos definido en (6) :

oo}

@H = J f(N) dEH(>\) | [ es de valor real y L-medible } .o i(17)

Dado T € (f”, hemos construido en el § 1 los tres subespacios W¥ 4 m»; y W ;
los cuales satisfacen las condiciones (i) -(iv) alli enunciadas. Ahora bien, de -
cimos que :
S i w,. o f. g *
T>0 si i e “l_[ e . (18)
/ W+®Wﬁ°e(*ﬁ—emo)=ﬂ W':WO va‘mﬁ se tiene que, pa-
ycomo‘T J T T ‘IT , y T -T _T, § q s Pe
ratodo Te¢ (T”.:
T>O0 , o -T?>0. (19)

Ademas, T > 0, y =T > 0 si,y solo si,

*

Wy={x|Tx=0}e¥ (20)

Subsisten entonces las siguientes propiedades :

I. Si TI >0, T2 > 0, entonces T+ '1'2 > 0.

IL. Si TI > 0, T2 >0, entonces TI Ty > 0,

® ®

Demostracion. Sean Tl =] f(N) dI:'H(r\) »Ty= J g(N\) dE”(r\) entonces
-0 -

Ty+T,= | { /(M) +gC)}dER (M), T, Ty=) f(A\).g(NAEy(N)

y,por lo tanto,
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(NeR|fM+gM)>0)>{NeR|f(M>03N{NeRrR |g(N)>01},

(NeR | fN).g0)>0>{her|f)>0In {Ae R | gV)>0) -

Finalmente, por la primera propiedad satisfecha por un filiro, se obtienen las pro-
piedades 1 y Il.
Ejemplo 2. Si T es definido positivo en H, entonces T> 0.

Demostracion. Como para todo x ¢ { se tiene que < Tx, x > > 0, entonces

-

4 ? '
‘m,[ o M, = Hed
Ejemplo 3. Si el conjunto {x]| <Tx,x > >0} contiene un subespacio de

codimension finita, entonces T > 0,

Demostracion. Tenemos de manera evidente que
(x| <Te,x>>0)} >N, o N°
\ x | <Tx,x> 2> 2 lT@‘(T'
. LN O
\lx]" Tx, x> <0}> M N
1 T

Si {x| <Tx,x>>0 }  contiene un S‘-ub('s?pa(rin de codimension finita, enton -

ces la dimension d(l subespacio M. O‘“ es finita, o sea que también lo esla
<*

codimension de 7'( T® m] luego ﬁ]l T @ m T € S
Si H, Hy,e (‘fH definimos :

Hy > H, si Hj-Hy = 0. (21)

De la (19) resulta que @H esta bien ordenado, o sea que

Subsisten ademas las siguientes propiedades :
WM. T > 0 si, ysélosi, -T < 0 (por (21)).
IV. $i T; < T, T,< Ty, entonces T;< Tz (por(21)y D).
V. $i T;< T, T3 Ty, entonces T tT3 < TrtTy (por (21) y D).
VI. $i ’1'1 <0,Ty < 0, entonces Ty.T)> 0 (por 2Dy 1.



VII. si T,>o, T, < 0, entonces T;.T, < 0 (por (21), Il y II).
VIIl. si T, < T, T3> 0, entonces T;.T3 < T.T3 (por(21)yIl).

IX. §i T;< T,,T3< 0, entonces T;. T3> Ty Ty (por(21), I y IID).
Decimos que H, . H, si

Fvidentemente, Hy~ Hy siysolosi, Hj-Hy ~ 0. Por otra parte, de (20) se
deduce que :

~ %

Hy~n Hy siyy sélo si, {x i H,x=H,x he T (24)

Es facil demostrar que .. es una relacion de equivalencia. Decimos, por otra

parte, que
H1>H2 si,y solo si, Hy>H, y H; HZ' (25)
X. §i T~ 0, entonces, para todo TI € (f”, se tiene que T.TI ~ 0.

Demostracion. Como T~ 0, resultaque T < 0 y T > 0. Supongamos que

7,2 0, entonces (por Ly D) : 7.7, < 0, y T.T;> 0, estoes, T.T;~ 0.
XI. S/ TI'\'() y TZ’ 0 entonces TI t TZ"*' 0 (pnr V).
XIL.Si T;~ Ty y T3~ Ty entonces Ty+ T3~ Tyt Ty (por XD
XHL. S¢ T;~T, y T3~ Ty entonces T;. T3~ T).Ty.

Demostracion. Como T~ 7'2 si, y solo si, 'I‘l—’I', 0, tenemos

(11.T3) '(72.[3) = (TI—TZ)' 73‘ 0 (pl)l‘ \).
De la misma manera se tiene que
(7"2.T3)-('I‘2.’I'4)" 0; luego: T;. '1'3 -T5. 7'4“' 0 (por XI) .
XIV. §i 0< T; < T,y Tr~0, entonces T|" 0.
Demostracion. Por hipotesis, T,-T,;>0,-T) > 0 luego -T; =(T»-T)) -

T, > 0, estoes, T,~0.
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XV. §i T;< T,<Tj3,T;~Ty entonces Ty~ Ty y Ty~ T3z (por XIV).

XVL. §i T;<T,yT3< Tyentonces Ty+T3<Tr+Ty.

Demostracion . Basta demostrar que T ;473 04 T)tT4. Situviésemos T+
T3~Ty+Ty entonces TortTy < Tp+T3< T+Ty, luego Ty < T;, o seaqe
T, T,,lo cual es contradictorio.

XVIL. i T;< T, y To< Ty entonces T;<Tj (por XV).

Ejemplo 4. Sea T € GH un operador hermitico positivamente definido en H;
si T no posee valor propio cero, entonces T > 0.

TEOREMA 1. Si T>0, existe un operador T ¢ @H definido positivo, uno a
uno, y tal que T ~ T.

, + 4 O
Demostracion. Si T > 0 se tiene que WI @ “!T e ¥
[0 0]

+ - o* . ( . .
mT ef LSiT= | f(M) a'EH(/’\) , entonces
“o

; m; /F" luego

+ 1
My =] dEy\).J , con o ={XeR [fN)> 0} (26)
a
Sea ahora -
Ty = | .fl(,\) dEy (N .
con
f(N) si
fl ( )\) =
5 1 si ) ¢ O

d(‘ mudu (lll(’

{xl1x=T;x} > | dExZ(N). (27)

O

De (26) y (27) resulia que : {x| Tx = T,x YeF"; osea que T~ T;.Como
/1 (*) > 0 paratodo A ¢ R, lasiguiente desigualdad subsiste para todo x del

dominio de T,:
o

o P a8
<Tyx,x> =< | f{OdEy (\).x, x> =] f N || E”O\)-xH >0

- - 00

estoes, T, es definido positivo y uno a uno, puesto que no admite a cero como
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valor propio.

COROLARIO 1: Si T #0, entonces existe T~ Tl tal que T :

1- € (fH.

Demostracion. Sin pérdida de la generalidad, podemos limitarnos al caso T 0.

Si T, es el operador definido en la demostracion del teorema, entonces T; no

admite a cero como valor propio y por lo tanto, Tl-l . (‘f" ‘

COROLARIO 2. Si T;.T,~ 0, entonces T;~ 0, 0 T, 0.

Demostracion. Supongamos que T, 7% 0 ; entonces existe T tal que T~ 1y,
T'I € (‘f” . Fn virtud de XIII, T.T,~ 0,y por consiguiente,

J et
T,=T L. 1.7T,~0.

COROLARIO 3. Sea = 1T e(‘fﬂl T~ 0} ; entonces % es un ideal primo
maximal de CIH f

Demostracion.. En virtud de X y XI, § es un ideal y es primo como conse -
* *
cuencia del Corolario 2, Teorema 1. Sea J  un ideal que cumple I O J y

“@5* #3 ; entonces existe T 20, T € (\\S*. Por el Corolario 1, existe T,~T,
con TI'I EGH . Tenemos L€ 3 ya que T, =(T]~T) +T, T, Ty~ T ¢ :s*
Por lo tanto, I:TI'I. T, e " estoes, I - GH -

% » e /
La clase cociente R = dH/'v es pues un cuerpo ; la clase representada

por el operador T la denotamos con [T] :Definimos, como es usual,

(e de® I )V st 0T, < T (29)

.
0

Asi, si I es el operador idéntico : I - dE"( V), y senotacon a laclase
s

representada por a.l (con a real), vemos que
a=[a-1] (30)

con lo cual R={a| areal } es un subcuerpo de (‘fH/" -R".

Un elemento [T ] se llama infinitesimal si -l < T < a‘l, para todo
o I Fg | I

TEOREMA 2. Sea T ¢ @” un operador completamente continuo, entonces la
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clase [T] o es un infinitesimal,o es cero.
Demostracion. Supongamos que T > 0. Sea {¢n ! un sistema ortonormal
completo del espacio H , entonces (f;" — 0, débilmente, cuando n— @ ; luego

;l T.¢'” H =0 (n—%),y por lo tanto :

lcre. g2l <llTe,ll-1g,1=llTe, |l =0 )

Dado o > 0 real, se tiene :
< I d = R £ ), D> = S0 .
(a°I-T).¢,,¢,>=a T.¢,. ¢, a (n bk,
esto es, existe N tal que
Aa-1-T) Cf‘” ,¢” > >0 paratodo » > N,-

Por el ejemplo 3, vemes finalmente que a.1-T >0, 0sea T < a-l.

§ 3. Un operador diferencial en L.,(0,7). Los numeros convencionales cons-

; : d?

truidos por sucesiones. Sean H = L,(0,7) y H=-*— definido en el domi-
4 ) 2

nio D” ={x(1)¢ L,(0,7) ‘ x(0) = x(7) =0} 'E\'idemf{x’n(-nlo H es hermitico .

Por otra parte, H es definido positivo ya que

o a2 _ LA s —
< Hx,x> = 51—;—(1)-x(:)d: x5 | | x'(1) £7(0) dt
o dt o o
T 2
0+ | | x| dt>o0.
]

Como H no posce valor propio nulo, entonces H > 0, y existe el opcrador in-

verso de H dado por :

7
Hlx= | K(s.t) x(s) ds
(7]
en donde s(1 __Iw_) st O <_ S _(_ t

K(s,t) =

136



Observemos, de paso, que un célculo directo nos da :

6
Hox=- | K(s,0.x"(s)ds = x(- L xm)- (1-L) x(0) = x(n),
(]

H-I

por ser x(0) = x(77) = 0 para x € DH "

Sabemos.por otra parte, que todo operador integral de nicleo acotado es com -

1

pletamente continuo, de modo que H™* representa un nimero infinitesimal positi-

vo en IR* = @H/’\f .

Las funciones propias del operador diferencial H estan dadas por

¢n”) = \/7_—?,— sen nt n=123...), (31)

Por la teoria de las series de Fourier, sabemos que { ¢, ; neN} esun siste-
ma ortonormal completo del espacio H= L,(0,77). Vemos, pues, que todos los
espectros del operador H son valores propios simples ; por lo tanto,la coleccion
de todos los operadores hermiticos permutables con el operador H es igual al

anillo (‘f” [2] - En realidad tenemos :
FH(/\) =0 ’ si >\< 1 )
By = Egn?), si n2 < A\<@m+D? ) @=12,...) (32
{Ey(n?)-Eyn?-0) -H=1{¢,}

Sea f(\) una funcion definida en IR ; entonces :

f(H) = j‘m/(x).dsﬂ(,\) =3 fm?) . { Eyn?)-Eym?-0)},

y si x(1) € L, (0,7), entonces

o]
x(t) ="§1 xn.¢"(t) AR R bt cbn(t) il

por lo tanto,

f).x) = 3 [0?). %, & (1) (33)
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De modo que si definimos la sucesion numérica (a,) por :
am Fotran im0 A3, A8k vy

entonces, en virtud de (33) podemos identificar el operador f(H) con la sucesion

(a,). Mas precisamente, se puede establecer una correspondencia biunivoca
" 2
fH) s——= (a,) = (f(n"))

q 00 Doe . . .
entre (ffH y R” . Fvidentemente esta correspondencia es un isomorfismo de

anillos :
0

(‘rH - IR

Yy pur IO tanto, iﬂdll(’(‘ un isnm()rfismo d(‘, cu(‘rpos H
0 o

@”/:S =~ R / 8

oo . . k : ! ®
en donde I, la imagen de J por el isomorfismo, es un ideal maximal de R,

Por el teorema de Y.0% [6: pag. 83-84] , una potencia del cuerpo R dividida
por un ideal maximal, R” S‘ es isomorfa a una wlrrapotencia de R , y por lo
tanto, es una extension elemental de IR ; esto es, si R w/% es isomorfo a un
cuerpo de reales no-convencionales, también lo es (fH/:s . La situacion seria
diferente si se hubiera utilizado el espacio L, (-®,®), puesto que en este caso

el operador dilerencial no posee valores propios en L, (-0, ),

S

s 4. Explicacién de los niimeros no-convencionales en la fisica tedrica. Sa-
bemos que en la fisica teorica toda cantidad observable en el universo es repre -
sentada por un operador hermitico y los valores observados(; en algin experi -
mento!) de una cantidad fisica son los valores propios del operador correspon -
diente a la cantidad (5] . Ademas, dos cantidades son observables simultdnea -
mente si son r('pr('s('ntados por up('rador('s permutabl(’s entre si. Podemos pensar
pues, que los nimeros reales son también aquellas cantidades observables en el
universo, para las cuales se cumple la propiedad siguiente :

‘Al observar la cantidad correspondiente al nimero real o en cualquier es-

- . . . . . ’
tado fisico del universo, siempre se obtiene el valor numérico a "'.
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Por esta propiedad, el operador correspondiente a la cantidad nimero real o de -
be tener un dnico valor propio a , asi que tal operador es igual a a°l en donde
I es el operador idéntico. Como I es permutable con cualquier operador hermitico
la cantidad o es observable simultaneamente con cualquier cantidad fisica del
universo.

Los operadores hermiticos del anillo conmutativo (fH son todos representan-
tes de algunas cantidades fisicas del universo, observables simultaneamente. De
modo que los ndmeros infinitesimales también deben ser representantes de al -
gunas cantidades existentes. Por ejemplo, el operador integral H'! en el para -
grafo anterior debe interpretarse en el mundo de la fisica teérica como sigue :Co-

mo los valores propios de H! son :

1 1 TR |
4 9 " 16 " 25 "

WP (34)
entonces al medir esta cantidad infinitesimal se obtiene “‘uno’’ de los nimeros
de la lista (34), de acuerdo con el estado fisico en que se realice el experimento
de la medicion: De la misma manera, e/ ndmero no-convencional representado por
la sucesion (a,) es una cantidad fisica observable en el universo, medible si-

multaneamente con cualquier otro nimero (real o no-convencional), y al realizar

la observacion de su valor se obtiene uno de los nimeros de la lista siguiente :

Ay, dy,a3 , 84, ...,d,, ... (35)

segin el estado en que se realiza el experimento de la medicion del valor, en
contraste con la cantidad N#mero real cuya medicion siempre da un anico valor

en cualquier estado de la observacion.
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