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SOLUCION DE ECUACIONES INTEGRALES

DOBLES ASOCIADAS CON LA FUNCION H,

POR MEDIO DE LOS OPERADORES L y L_1

por

A.M.M. de GOMEZ LOPEZ y S.L. KALLA

RESUMEN

En este trabajo consideraremos la solucidén de
ecuaciones integrales dobles que involucran a la fun
cidén H de Fox [u] , por medio de los operadores L y
L-l. Las ecuaciones integrales dadas, deben ser
transformadas en otras dos con nficleo comiin, con lo
cual el problema se reduce a la solucidén de ecuacio
nes integrales simples. Al ser el nicleo comiin un

niicleo simétrico de Fourier la solucidn se obtiene

fiacilmente.



ABSTRACT

In the present paper, we obtain the solution of a
pair of dual integral equations involving Fox's H-
function. The solution has been obtained by an
appeal to the Laplace transform and their inverses.
By applications of L and L"1 operators, we reduce
the dual integral equations to the other pair with
the same kernel, which happens to be a Fourier sym

metrical kernel, and can be easily inverted.

§ 1 Introduccidn. Por la definicidn de la funcidn

H introducida por Fox [4) , te

nemos:
m,n {(ai’ ai)})
H X s
P,q {(b,, Bi)}
m I' n
L i1, T(by+B;s) M T(1-a;-a;s) _
271 x  ds,
r ¢ P
m¥q N(1-b;-Bys) ¥,T(a; +a;s)

(1)

Donde la notacidn {(ai,ai)}, significa
(31, 01), (32, 02),...,(ap, ap). Ademds, el pro-
ducto vacio es considerado como unidad; x no es
igual a ceroy m, n, p, q son enteros positivos

que satisfacen la relacidn:

0« m¢g q, 0 £ n<gaq finalmente:



a;( 1(8.2,2,%55.5p9 5 Bﬁ(j 122 ,4.538) 3
son numeros positivos, y

ai(i=1,.o.,p) . bj(j = 1,...,9) , son nimeros com

plejos.

Todos los polos del integrando en (1) son sim-
ples. El contorno L es una recta paralela al eje
imaginario en el plano complejo s = O+it, 0 y t
reales, tal que todos los polos de I‘(bi + Bis Y,
para i = 1,...,m , estan a la izquierda de L vy
aquellos de T(1 - a; - a, s), para 1 = 1,...,n ,

estan a la derecha de L.
Para la definicidn, la continuacidn analitica
y el desarrollo asintdtico se puede consultar el

trabajo de Braaksma [13 :

Fox [4] ha demostrado que la funcidn

m+n,p+q 1 La
H (x) + 71 J Mm h (s) x ds :
2(p+q),2(m+n) £ sNyP>»Qq
(2)
donde
m & P o,
Mm,n (s) = mT(c;- — + Y;s) ™ I'(a +——%—-a s)
sN,P,q j=1 ] ] j=1 J
n S q B.
. iy r(d.-—?z- + 8.5) ™ [(b.+4—% - B.s)
j:1 ] j=1 ]



-1

n : q B
AT T(d.+ il - 6,s) m T(b,- —. 2.8.8)} )
j=1 12 Y . S 3

<

m P a.
AnT (cj+ b 173 Yjs) 7™ P(a,- —% + o, s)}
j:l =

tiene nficleo simétrico de Fourier.

De (2) se sigue que la transformada de Mellin de

m+n,p+q
H (x)
2(P+Q)92(m+n) iy Mmsnap,q(S) !
en donde
2(p+q),2(m,n) % m,n,p,q(s) ! (3)

La transformada de Laplace de ¥(x) se indi-

ca con L {P(x)} y se define por:

L{ P (x)} = f e XP P(x) dx = w(t); (u)
0

con Y(x) y ¢¥(t) relacionadas por (4), la trans

formada inversa de Laplace de W(t) es:

L™ a0e) D} omaPexd (5)

Simbdlicamente podemos escribir:

-4 -
E L=LL1=1Q (6)



La transformada de Mellin de f(u) la indicamos
por M{f(u)} = F(s) y podemos escribir que
f(u) = M-i{F(s)} . Es decir:

M{f(w)} = F(s) = [ 2t g¢ad au ¢ (7)
y
M I{F(s)} = £(u) = 2§i i F(s) u S ds. (8)

Las condiciones para la validez de (7) y (8) pueden

encontrarse por ejemplo, en Titchmarsh hu].

El teorema dg Mellin-Parseval [1u, p.9u] dice
que:
si: M{h(u)} = H(s)

M{£(xu)} = x ° F(s)

entonces
(- -]

{h(xu) f(u) du = T { X

H(s) F(1-s)ds

(9)
El siguiente teorema de Fox (5, p.200], también se

rd utilizado en este trabajo.

Si:
Coic) 0:2:0, % a + B >, t>0 S
(i1 ) s =0 + ip AL PR, 1 reales;
(iii) F(s)e L(F - i= , 1+ i» ),
entonces: :

-1, 1 -as-B d
L {-2?; éI‘(as+8) F(s)t ds}=

v f(s)xas+8.1 ds , (10)




en donde para ambas integrales el contorno C, puede
ser la linea g = % . paralela al eje imagina-

rio en el plano complejo s. Ademés:

1, H(s) - as+B-1,.3 , 1 rpee) ¢7%8 Rys,
c

L{Qni c T'(as+B) 2mi

(11)

Encontramos ecuaciones integrales dobles en varios

problemas de Fisica Matemdtica ([12] y [15] j I

Los operadores L y L-1 son muy Utiles para re-
solver ecuaciones integrales; existen ademds ta-
blas de estos operadores ( [2] y [11] ). Estos
operadores fueron utilizados por Fox [5] , Verma
[16] y Gdémez Ldépez [8] en la solucidn de ciertas
ecuaciones integrales. Otro método elegante de re
solver ecuaciones integrales es mediante operadores

de integracidn fraccional [3], [6] . [7], [9], [13].

En este trabajo estudiaremos un par de ecuacio-
nes integrales dobles con la funcidn H como niicleo.
Por medio de los operadores L y L-1 transformare-
mos las ecuaciones en otras dos con un nicleo comiin,
reduciéndose el problema a la solucidn de ecuacio-

nes integrales simples.

Siendo el niicleo comiin un niicleo simétrico de

Fourier, la solucidn se obtendrd facilmente.

§ 2 Las ecuaciones integrales dobles. Queremos




encontrar la solucidn de las siguientes ecuaciones

integrales:
© m+n+l,p+q
J H (xu) f(u) du = @g(x),
® 2p+2q+1,2m+2n+l
0<x€1 (12)
y © m+n+l,ptq
/ H (xu) f(u) du = ¥(x),
® 2p+2q+2,2m+2n+1
x>1 (13)

donde P#(x) y Y(x) estdn dadas v f(x) debe de-
terminarse. Las funciones H que aparecen en (12)

y (13) se definen de la siguiente manera:

m+n+1l,p+q

1

H (x)=g=— /M (s) .

2p+2q+1,2m+2n+1 S  TetePea

. L(A¥R) | W0 gy ¥ (1y)

I'(u+s)
en donde : mr !j_ )p ( “j

M =T === +tY.S)Ml(a.+—-a.
YO N i B A R kel

1T (4 i A YRPLH orngt 2
o Bl kil e Bin el M

3l 1§
n 6. : 8. )
{2 XTd gt = B DAL D -k + By8))
1 I 2 I i 3
m Ys P o -1
4.1 U L & &
{ yr(cj+ 5 Yjs) 11rI‘(aj 3 +ajs)} ;
(15)

de (1u4) siguese que:



m+n+l,p+q
3 r(i+s)
H {H2p+2q+1,2m+2n+1(x) > Mm,n,p,q(S)°r(u+s) .

(16)
en donde M denota la transformada de Mellin.
Suponemos ahora que las siguientes condiciones

estidn satisfechas:

(i) s =0 + it, donde g y t son reales.

C es la recta paralera al eje imaginario en el pla
1

no complejo s de ecuacidn o =3 .

(ii) Todos los polos del integrando en (1l4) son
simples. E1 contorno L es tal que todos los polos

de

Y. 6.
P(cj- —% + yjs), P(dj- —% + st), F'(A+s)

estdn a la izquierda, y aquellos de
F(a,+ o [ a.s) F(b.+ . B.s )
j 2 . g j 2 j

estdn a la derecha.

m n
(iii)D=2(ZYj-Ea.+26.—gB.)>0
1 Ak Py
(iv) & (A-u) < o0 en virtud de (1u4).
D
Ademis:

m+n+1,p+q 1
H (x) = 351 I M (s) .
2p+2q+2,2m+2n+1 b W)




'(e + s ) -s

T(n+s)T(pts) 0 be (17)
donde Mm,n,p,q(s) estd dado por (15).
De (17) siguese que:
m+n+1,p+q
M {H (x)} =M (s),
2p+2q+2,2m+2n+1 »N»P»1q
et B (18)

* T(n+s)T(p+s) °

donde M indica la transformada de Mellin.

Las condiciones para la validez para (17) son

similares a las obtenidas en (14).

§ 3 Solucidn de las ecuaciones integrales (12) y

(13) . Vamos ahora a transformar las ecuacio

nes integrales (12) y (13) en otras dos con el mis
mo nlicleo, haciendo uso de los operadores L y L-l.

Teniendo en cuenta (16) y (18) y siendo
M {f(uw)} = F(s),

aplicamos (9) a (12) y (13), obteniendo:

gl . T(A+s) -s
¢(x)-21'fi S Mm,n’p’q(s)m X F(1-s) ds,
0 < x <1, (19)



_ 1 I'(e+s) -s o
w(X)-Qni £ Mm,n,p,q (s) TR TTY X "F(1-s8) ds,

x > 1, (20)

Pasamos ahora a transformar la ecuacidn (19), en

la que:

_ m+n+1,p+q
M (s),§%%§§% . X 5= M{H {(xu)},
m,n,p,q 2p+2q+1,2m+2n+1

(21)
F(s) = M {f(u) } .

Para ello debemos eliminar las dos funciones ga
mma que aparecen en el integrando de (19), utili-
zando (10) y (11). Eliminaremos primero I'(A+s) ,

y luego F'(u+s).

Escribiendo (19) en la forma:

F'(A+s) -A-s

Xgoung 2l
X ¢(X)— 2Ti {Mm,n,p,q(s) F(l—s)m X ds N

-1 22)
y aplicando L tenemos:
=y ol A ' . 1 A+s-1
L "{x 9(x)} = LE iMm’n’p,q(S) F(l—s)ms—)t ds;
(23)
(23) puede escribirse ahora en la forma:
gH=A L_l{x-xﬁ(x)}“ ERy Y (s)F(1 )tu+s-1 ds
2mi [ m,n,p,q N Y T
(24)



Aplicando L a (24) obtenemos:

u-l -1:.-A wo 1 -u-s
ETE T LT {xT g )it iMm’n,p’q(s)F(l-s)x ds

(25)

de donde:
o pofadd 1oL £ 2 Ag(x)}) s

i -s
- [ M (s) F(1-s)x ds. 26)
2mi [ mM,n,P,q i ) (

i

Haciendo

t,(x) = oMo b AN N A e0 1y, (27)

(26) puede escribirse en la forma:

1

LT £ M (s) x_SF(l-s)ds = tl(X) s

=

myNsPsq

0 < x <1 (28)

Procederemos ahora a transformar la ecuacidn (20),

en la que:

M e’ IF'(e+s) -5 _

m,n,p,q > T(n+s)I'(p+s)
m+n+l,p+q

= iM H (xu) A (29)
2p+2q+2,2m+2n+1

P(s) &{ ! mxfsf(u) }1.

En (20) debemos eliminar las tres funciones ga-
mma que aparecen en el integrando; esto lo hacemos
siguiendo un procedimiento similar al utilizado

i s



para transformar la ecuacidn (20), utilizando (10)
y (11). Eliminando las funciones en el siguiente

orden, TI(e+s), T(n+s), T(p+s), obtenemos suce

sivamente:

S (Y DL Nt Pl OV YRS G

=" _e)x~P-S
= e { Mm,n,p,q(S) F(1-s)x ds, (30)

xP. L{tPN"1 [L{e""E. L-i{x-ew(x)}}]xgt-1} =

— -s
= o { Mm,n,p,q(s)r(l-s)x ds , (31)

Haciendo

t,00=(x". L (PN LT TS o0 ] - )

la (31) puede escribirse:

M (s) F(1-s)x"°

m,n,p,q %o t2(X) '

1
2mi

i

x >1 . (32)

De (28) y (32) podemos escribir:

1 -
7, Moon,p,q(S) F(1-5) x Sz t(x) , (33)

en donde

ti(x)={xu.L{tu'AL'1[x'lﬂ(x)]}} 3 0<x<1

t(x)
t, 0= L P M L L G0 ] Al

x>1 . (34)



Ahora bien, la (33), en virtud de (3), es:

1 m+n,p+q g
- JM{H (u)lx F(1-s) ds
ne e 2(p+q),2(m+n)

t(x) .

|

N

(35)
En virtud de (9), la (35) puede escribirse:
m+n,p+q

? H (xu) f(u) du = t(x) , (36)
© 2p+2q,2m+2n

en donde H(xu) se define como en (2).

Siendo H(xu)unniicleo simétrico de Fourier, la

solucidn. es:

© m+n,p+q
f(x) = J t(u). H (xu) du
’ 2(p+q),2m+2n
1 m+n,p+q
f(x) = [ ty(u) H (xu) du +
. 2(p+q),2(m+n)
I3 m+n,p+q
+ [ t2(u) H (xu) du ,
' 2(p+q),2(m+n)
(37)
O Sea: 1

f(x) = £{uA.L{tu-AL_1{u-A¢(u)}} "
m+n,p+q p

H (xu) du + f{up
2(p+q),2(m+n) 4

Y e Y A A T 10D ) 0 3 INRER N Y Y

m+n,p+q

HQ(piq),Q(m+nf (xu) du. :
3



§ 4 Casos Especiales. Tomando p =0 , q = 0 ,

n = 0 9 m.,=s 1 ] A = 0 LY

3 1
:%9 Y=1’ 3:19 c1—?=a, R aFiafis 9
n = % , obtenemos en (2), usando [2, p.37u] :
m+n,p+q
H (x) = J2a (2vVx ) . (39)

2(p+q),2(m+n)
En (14), usando [2, p.337] obtenemos:

m+n+1,p+q

H (x)a, ARy oy ey
a a
2p+2q+1,2m+2n+1 (40)
En (17);
m+n+1,p+q 10
2
H (x) = & (x]1{& 9
2p+2q+2,2m+2n+1 12 ’

Por Mathai y Saxena [10, p.61 ]

10 3
G ( xll/2 ) = bt cos(all) e
12 =S

x/2 Ia(x/2) s

(41)
en donde JY(X)’ YY(x) son funciones de Bessel y

G es la bien conocida funcién de Meijer [u] .

Entonces para (12) y (13) por (40) y (41) tendre-

mos:
7-1'/? 5 (/D) Y (/RS £(u) du = B(x),  Ocxel

y

zn‘1’2 cos(all) e*/21_(xu/2)€(u)du = y(x), x>1 ,

14



Por lo tanto, para (37) obtendremos:

‘ [+ <]
£(x) ={t1(u) JQa(Q/;ﬁ)du + { t,(u) J2a(2/§ﬁ) du,

donde ti(u) y t2(u) estdn dados en (34).
Tomando n = 0 y q = 0 en (12) y (13), ten-

dremos:

o m+l,p
JH (xu) f(u)du = @(x), 0<x<1 ,
0 2p,2m+1
y o m+l,p
J H (xu) f(u)du = v(x), x>1
0 2p+2,2m+1

Su solucidn por (37) seri:

1 m,p ® m,p
f(x) = [ t,(u) H (xu)du+ ftz(u)H (xu)du
' 2p,2m 1 2p,2m
m,p
en donde H (x), es un niicleo simétrico de Fou-
rier [u] 29,20
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