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ESPACIO CON LA METRICA OPERADOR

por

Yu TAKEUCHI

§ Introducclon.

Segun" la Mecanica Cuantica [4J, un sistema me-
canico esta forma~o por muchos estados mecanlcos,
hablando en terminos matematicos, un sistema mec!
nico se identifica con un espacio de Hilbert N c~
yos elementos (0 vectores) representan los estados
mecanicos del sistema. Una cantidad frsica obser
vable T es un operador hermitico en el espacio de
Hilpert ~ , y al realizar la medicion del valor

,
de esta cantidad T se obtiene uno de los valores
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propios del operador To Sean

If'k(k = 192,3'000) con IIY\II = 1

los vectores prop'os (0 los estados propios) del
operador T correspondientes a los valores propios:

Ak (k = 1,2,3,000 ) , (2)

entonces {~k / k e N} .e s :un sistema ortonormal
completo del espacio~. Si se observa la cantidad
fisica T en uno de los estados propios, digamos en
~k ' entonces se obtiene Ak como el valor observa-
do de T. Sea. (conl.~ ~.1 ) un estado diferente
a los estados propios de T; desarrollando • en el
sistema {~k} tenemos:

(3)

donde
a -k - If>k > .

Si se hace la medicion del valor de la cantidad ff
sica T en el estado • entonces la observacion hace
tr~nsferir el estado • a uno de los estado propios
~k con la probabilidad lakl2 = I <. o~k )120 Es
toes, al medir el valor de la cantidad T en el es
tado • , la probabilidad de obtener el valor Ak es
igual a lakl2

peT = Ak, en el estado .)= lakI2=1< •. fk>12.
(4)

As! que la esperanza del valor de la cantidad frs'
ca T observado en el estado • es igual a:

( 5 )
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En un espacio metrico (Sjd)j S1 la metrica d
es una cantidad ffslcamente observable entonces d
debe ser un operador hermitieo en el sistema meca~ ,
nico, y los valores~obs~~~ad6. de la caritidad dis-
tancia d son los valores propios de,l operador.
En el presente trabajo estudiaremos este tipo de
espaeio. EI espacio ob~enido, 1ajo alguhas condi-
ciones, es equivalente a L esp a cLo. semi-p'robabilisti~a

mentet:netr:ico con lea,cond.icLo n de ~ert,nev [1Jp~ra
~ \ .. .. ';'.

§ 2 Algunas formulas integ'rales.

En el pr-esen t'e 'paragrafo darem'osalguna's formu
s: .

las de integracion que van a servir como las herra
mientas principales ~el de~arrollo.

Teorema 1. Sean aCt) una funci6n creciente, conti-
nua por la izquierda, con ,lit da(t) = k ,;.,oo,y 13(t)

una funci6n del valor real no M~gativo casi siempre
1) con r e s p e c to a a,2) medible lebesgue en R;enton
ces:

( 1)

Demostracion: Para mayor sencillez suponemos que
a (t )~O para todo t e .lR, puesto que en ambos m Le m-
bros de la igualdad (1) el conjunto {tIS(t)<O} da
efecto nuloo

(1) Primer casoo Supongamos que fRSet) da(t) ¢ 000
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En R2 definimos la a-medida por:

m « _CD,a)X[e,d» = [a (a) - a ( --)]. (d - c ).

Sea

entonces S es a-medible, y

m(5) = fR a(t) da(t) •

Por el teorema de rubini, ten.moa:-m(5)= f {f du (t)} dx
o a(t)~ (integracion por

part •• )

a x. f da(t)I
X

:._ '·Xd{ f duCt)}
BCt)~x x=o aCt»x

•. = 0 - f xd { Jc - f
o aCt)<x

duCt)} C,,' ••• 2»
•= fo xd { f

aCt)<x
daC t)}.

A.t:
It. x. f daCt) = 0 ~
X" aCt»x

(2) Segundo caso. Supongamos que faCt) da(t)=+CD •
~

Sea
f da(t) = ~(x) ;

B(t)<x
(vease 3»

entonces ~(x) es evidentemente creciente, y tene-
mos:

J xd).(x) =
[0,00)

00
r f
n=l [n-l,n)

XdA(X)
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00
~ r (n-1)

n=l
00

= r n{).(n)
n=1

{).(n) -A(n-1)}

- A(n-1)}-{).(00)- ~(o)}

= n. f da(t)-(k-O»)r f S(t)da(t)-k
n-1~S(t)<n n=1 n-1'S(t)<n

= fS(t) da(t)
R

Notese que el Teorema 1 es tambien valido si

art) es una funcion de varfacf6n acotad~ y conti-
nua por la izquierda, puesto que una funci6n de va
riacion acotada es la diferencia de dos funciones
crecientes con la mfsma contfnufdad.

Corolario1. En el Teorema 1, si B es creciente y

continua por la derecha, entonces (Ap~ndice 3):
GO -1

if S(t). da(t) = f x.da(S (x», (2)
']R o·

donde ~-1 es la pseudo inversa de la funct6n ~

def{:~t:~r::~u: Ls Ia< s ) <xl . <Aphdice 1) (3)

Demostracf6n:Basta demostrar que:

f
S(t)<x

-1da(t) = a(S (x». (4 )

pero como:
. a (S-1 (x» -a (_(0)= f 1 da (t )

[ _00, S- (x ) )
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basta comprobar que

{t E R1S(t)<x} = [- , S-l(x)! ( 5 )

(Vease el Apendice 1)- •

Corolario 2. SiS es creciente , continua por la
izquterda, entonces

f
.R

donde

S-l(t) da(t) = J~ xda(S(x» , (6)
o

S-1 es la pseudo inversa de S, definida por:
B~l(t) = 8up{xIS(x)~t} (7)

Demos trae i6n. ..En el apendice 1 SE! demu est r-a que
Q-l .. . 1 d h~ es creC1ente y contlnua por a erec a, y que
(S-l)-l = S. Por 10 tanto~ el Corolario 2 es
consecuencia Inmediata dell torol~~io 1.1

,

§ 3 Resoluei6n de la- identldad y la funelon

de dlstribueion.
I'

Algu~a~ propiedades del operad~r hermTtieo.
Sean To un operador auto-adjunto en el espacio de
Hilbert Jf , {Eo(x)} -:la r~solucionde Iii" identidad
correspondiente ([3J, [6] ) [donde sin perdida de
generalidad, podemos suponer Eo(X-) = Eo(x) (conti
nuidad por la izquierda)]:

eo

-~ (1)

Si f(x) es una funcion de valor real y medible se
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gun Lebesgue podemos definfr el siguiente operador
herm1tico:

00

f(To) = /
-00

(2 )

Es bien conocido ([7]) que la familia a
00a · {/ f(x) d Eo(x)1 f es de valor real,

-00

L-medible } (3)

de todos los operadores hermiticos de la forma (2)
es un anillo conmutativo. Si B es unconjunto medi
ble-L, entonces eloperador:

00

p = / d Eo(x) =/1tB(x) d Eo(x)= XB(To)
B B -GO

(4 )

donde %B es la funcion caracteristica del conjunto
B, es un operador proyeccion. Si el subespacio I!
neal:

( 5 )

es diferente del espacio' tot~l H ~ ~ste'Se llama
~n subespacio propio del·o~erador T:correspondie~.....,
te al conjunto B.

Dado un operador herm1tico T, la esperanza de
T medida en el estado hEN (con ~h~ ~ 1) se de
fine como (Th, h) (v er la formula (5) del § 1).

" ..Decimos que un operador herm1tico T es def'nldo p~
"srtrvo, 10 que se denota con

T ~ 0 , ( 6 )

si La asper-anza de T no es negativa en cualquier
estado; esto eS9 sf
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<Th , h) ..0 para todo h E ~. (7 )

Es facil ver que f(To) E a es deffnido posftivo
si, y solo si, f(x) ~ 0 para todo x E R, salvo
en un conjunto de medida nula que no contenga los
valores propios del operador To.

,I. Funcion de dfstribucion relacionada con un op~
rador hermrtico.

Teorema 2. Sea {E(x)} una resolucion de la identi
dad; dado h E Jf con [n ] = 1 , la f'unct on Fh d~
finida por:

Fh(x) = <E(x)h, h '> = IE(x)hI2 (8)
es una funcion de distrtbucion.

Demostracion. (i) Si x < y entonces se tiene que
IE(x)hI2 ~ ~E(Y)h~2 puesto que {E(x)} es un sis-
tema creciente de proyeccfones.
(ii) Como lim E(x) = 0 (el operador nu10) y

x +_00

E(x) = I (el operador identico), se tienelim
x+'too
evidentemente que

lim
x+_oo o , lim

x++oo 1 .

Definimos, por conveniencia,

F h ( _00 ) = 0 , Fh ( +00 ) = 1 •

(iii) Fh(x) es continua por la izquierda puesto
que {E(x)} es continua por la izquierda· •

Ejempl0 1. (Caso discreto)o Supongamos que el op~
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rador hermitico To no tiene aspecto continuo; sean
~n (n = 1,2,3, •.• ) los vectores propios normaliz~
dos del operador To correspondientes a los valores
propios An (n = 1,2,3, .•• ), entonces tenemos una
resolucion de la identidad {Eo(x)} como sigue:

~ = el subespacio cerrado determinado por
todos los fn tales que An < X (9)

Eo(x)=el operador proyeccion sobre 1nX .
Si h e H, Ihl = 1, tenemos:

CD

'f. ).h = r b \f- con b = <h, (10)n=1 n n 'n n .
Asi:

por 10 tanto:
si x

(12)si x

Esto es, Fh(x) es la funcion de distribucion corres
pondiente a La obs ervac ion de la cant idad fis ica To
en el estado h E ~ •

Ejemplo 2. Sea F(x) una funcion de distribucion co
rrespondiente a una variable aleatoria discreta X,
o sea,

00

P(X = Ak) = Pk > 0 ,con E p - 1k=1 k - ,
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rex) :: Ak~kx Pk

Dado h £Jf con Ihll = 1, existe un operador auto-a~
junto

• 2T0 = £00 x d Eo (x ) tal que r (x ) = [r , (x )hi·

N6tes~ que el operador To depende del elemento
h e Jf dado.

Demostracion. Sea {~k} un sistema ortonormal com-
pleto del espacio de Hilbert. H tal que 4)

ClO

h ~ Ek=l VPk '~k
Se define {Eo(x)} como sigue:

(13)

si
(14)

si

entonces

o. sea:

IEo(x).hI2 = ,E Pk = rex)")c<x
Generalizando el ejemplo 2 obtenemos el siguie~

teo

Teorema 3. Sea rex) una funcion de distribucion; da
do h £H (~h" = 1) existe un operador auto-adjun-

00to T = ~x.d E(x) tal que
r (x ) = I E( x ) • h 112

Demostraclono Como el espac10 de Hilbert es unico
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(salvo isomorfismos) basta demostrar el Teorema 3
para I = L2 (0,1). Primero, definimos una familia
de proyecc1ones {Eo(x)} como sigue: Si
f( t ) e L2(O,1) entonces{f:tl si 0 ~ t < x

Eo(x).f(t) = (15 )
si x ~ t ~ 1.

Evidentemente se tiene que:

(para todo x£[O,l]).
x _

Eo(x)g)= ff(t) g(t)dt,
o

(ii) (Eo(x) f,g) = < f,
para todo f,g£L2(~,1).

(iii) Si x < y ·t~nemos:

IEo(x)fI2 = fXt~(t)t2dt~ fff(tll2dt =IEo(y)fI2 ,
o 0

para todo f £ L2(O.,1).

(iv) Eo(O) ~ 0 (el operador nulo), Eo(l) = 1
(el operador id~n~ico).

(v') =t:tl si O't<xo }lim Eo(x).f(t) =
x+xo si x <t<l
x<xo 0

De modo que {Eo(~)} es una familia monotona de pr~
yecciones, continua por 1a izquierda.

(vi) Si ho(t) = 1 (la funcion constante de va
lor 1) entonces

II () hol12Eo x .
x

= Jo 12 dt = x 0 (16)

87



(vii) Sea
E1(x) = Eo( F(x» (x E R) (17)

entonces se tiene inmediatamente que {E1(x)} es una
resolucion de la identidad·

(viii) Tenemos, por (16), que:

(18)

(ix) como "hoi = Ihl = 1, existe un operador
unitario U tal que

h = U • ho

Sea
(19)

entonces {E(x)} es una resolu~ion de' la ide~tidad,
ademas:

I/E(x)hP = ~U.E1(X).U-1 •. U hon2

= UU.E~(x) hol2 = HE1(X) hol2= F(x).I.,

En la demostracion del Teorema. 3, si T.oes. el
operador hermitico correspondiente a la resolucion
de La identidad {Eo(x)} (con Eo(x) = 0 si x ~ o.
Eo(x)= I si x>1), entonces, para todo f,gEL2(0,1)
tenemos:
(Tof,g) = £: dx (Eo(x)f,g) = llxd{lxf(t)i(t) dt }

1
! x f Ix ) g Lx Ldx = (tf(t) ,g(t» ; (20)
o

esto es,
(21)

De la misma manera, si T1 es el operador hermi-
tico correspondiente a la resolucion de la identi-
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dad {E1(X)} , entonces, por un calculo directo si-
milar al anterior, se puede demostrar que

T1.f(t) = F-
1(t).f(t),

-1~ es la pseudo inversa de F.

(22)

donde

§ 4 Espacios con la metrica operador.

ClO

Definicion 1. Sea To = f x.d Eo(x) un operador
_ClO

hermitico dado en e1 espacio de Hilbert ~ • Un
espacio con 1a metrica operador es un pa~ (S, T)
donde

ClO

(p,q) ....- ....T = f f (x).d Eo(x) (1)p,q -CD p,q

que satisface las siguientes condiciones:

(i) T ~ 0 (T es un operador hermitico de-p,q p,q
finido positivo).

(ii) T = 0 (e1 ~perador nu1o) si, y s610 sip,q
p = q.

(iii) T = Tp,q q,p

CLv ) T + T ):T (esto es, T .+ Tp,q q,r? p,r p,q q,r
- T es un operador definido positivo).p,r

Se va a mostrar que f es una semi-metrica esto
castica fuerte para S a traves de la corresponde~
cia
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00

f p,q ~(-~~ T p,q = f_00 f (x)d Eo(x),p,q (2 )

y que (S,F) es un semi-PM con una condicion (5)
([1],[2]) por medio de la esperanza de la resolu-
cion de la identidad del operador, medida en un
estado, definiendo F como en el Teorema 5 •

Teorema 4. Sea h E H (con Ihl= 1)un elemento
del espacio de Hilbert, entonces

I. (R, BR, lJh) con
lJh(B) = ~f d Eo(x) hl2 = f dIEo(x) hl2 (3)

B B
es un espacio de probabilidad.

'II. Si
ces {f }p,q

{T } es una metrica operador, entonp,q -
es una semi-metrica estocastica fuer

teo
I I I ..' 5e a h E Je, u n e 1em e n to que n0 per ten e c e .

a ningun subespacio propio del operador To' 5i
{f } S es una semi-metrica estocastica fuerp,q p,qE
teo (con 1a probabi 1idad (3) ), entonces
{T } s es una metrica operador.p,q p,qE

Demostracion. I. Evidente'.·

II. Sea'
A = Lt ElR I f (t ) < 0 } • ( 4 )p,q

Si h~E f d Eo(x).~ entonces h~= f d Eo(x).h~ ,A A
luego tenemos:
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( 5 )

Supongamos entonces que ~h·l# 0 , entonces

<T h·h·'<O t f (x)<Op,q , / pues 0 que p,q para
todo x£A (contradice a la condicion (i) ); por 10
tanto, se tiene que ~h·l= 0, esto es: fd Eo(x) es
el operador nulo, as!: 2 A
, llh (A) = f d \I Eo (x ) •hi, = 0A .
o s~a quef ~ 0 (c.s.) •p,q

De m~nera similar, se pueden demostrar otras
condiciones.

~ 0 ( c • s .) e n to nc e sII I. 'Como fp,q
llh (A) = f dIlEo(x) hll

2 = 0
A

(6)

donde A C;;; R es el conjunto definido en (4). Supo!!.
gamos que fd Eo(~) no es el,operador nulo, enton

Aces
f d Eo (x ) .J-{

]R-A

es un subespacio propio del operador To: ~or hipo-
tesis, te~emos que:

h t f d Eo(x). ~ ,R-A
esto es:

f d Eo (x Lh # 0
,A

o sea,
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�I d Eo(x)h~2= Id~Eo(x)h~2: ~h(A) ~ 0
A A (iAbsurdo!)o

As! que I d Eo(x) es el operador nulo, luego:
A

T = If (x) .d Eo(x)= I f (x).d Eo(x) +p,q R p,q ~-A p,q

+ If (x).d Eo(x)= I f (x).d Eo(x) ) 0
A p,q R-A p,q

PUl:!stoque f (x) ). 0 en R - A .p,q

De la misma manera, se pueden demostrar las 0-

tras condiciones para la metrica operador .•

Teorema 5. Sea Tuna metricaoperador para s de-
finida en (1).

jlO CD
( I ) T = J f (x ) • d Eo (x) = J x , d E (x)p , q __ p , q 0 p , q

donde
E (x)p,q (7 )

.(ii) Sea' ho un el ementoque no pertenece a nin
gan subespacio propio del operador To ; definimos:

entonces (S,F) con
F : S X S

(9 )
(p,q)

es un espacio semi-PM, donde ~+ es el conjunto de
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todas las funciones de distribucion, F, tales que
F{O) = o.

(iii) Para todo p,qES si f es una funci6np,q
creciente y continua por la derecha, entonces tene
mos:

(F-1p,q (10)

-1donde (••. ) indica la funci6n pseudo inversa.
(Apendice 1).

Demostracion.{i) Para todo g,h E ~ tenemos :
00

(J f {x)d Eo(x)g,h >= J f {x)d (Eo{x).g,h)
_00 p,q m p,q .

= (por e1

Teorema 1); as! se obtiene 1a igua1dad (7).

(ii) Por e1 Teorema 2,
distrihuci6n. Adem&~, como
rador nu10), entonces

F es una funci6n dep,q
E CO) = 0 (e1 ope-p,q

F CO) = IE CO) ho~2 = o.p,q p,q

Si P = q tenemos que
10),· 1uego:

T = 0p,q (el operador nu-

E (x) = Jd Eo{t) = ! (e1 operador identico)p,q R
si x > 0 , o sea que F (x) = 1 si x > 0p,q

Rec1procamente, S1 F (x) = 1 parap,q(F ::: HLp,q
todo x > O~ entonces~
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para todo x > o. (11)

Sea A = {t E ~ I f (t) < !}n p,q . n entonces

= f dIEo(x) hol2 = Ihol2
XEAn

Como
001)1 An = Ao ={t E R

, 2
IIX~Ao d Eo (x ) ho I

If (t)p,q
. . 2

= Iho II

luego
f d Eo(x).ho = ho

xEAo
, (12)

puesto que
potesis,

f d Eo(x) es una proyeccion. Por hixEAo
ho no pertenece a ning6n subespacio pro-

pio del operador To; por 10 tanto, la igualdad
(12) implica que

R-{ d Eo(x) = 0 (el operador nulo)
o

o sea que
T p,q o d Eo(x)+ f f (x)d Eo(x)= 0"R-A p,q

o

as! que p = q •

(iii) Si f es creciente y cont!nua por lap,q
derecha, por el Corolario 1 del Teorema 1, tene-
mos
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= ! dIEo(t)ho~2=~Eo(f-1 (x»hoI2.
f (t)<x p,qp,q

Sea F(t) = IEo(t) ho~2 entonces:

-1F (x)= F( f (x).).p,q p,q (13)

Tomando 1a pseudo inversa de 1a igua1dad (13) (A-
pendice 1) se tiene que

F-1 = f (F-1).p,q p,q (14)

As!, por 1a definicion 1 y por e1 Teorema 4, II,
tenemos 1a desigua1dad (10).

Teorema 6. Oefinamos una aplicaci6n T :t1txGJ)+; ~~
como sigue:

T (A, B) = (A-1 + B-1)-1 (Apendice 1) (15)

entonces T es una t-funci6n [1J . Ademas,

Demostrac.6n. a) 8i A ~ C, B ~ D

pendice)
entonces (A-

1uego

as!:
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b) T(A,B) = T(B,A), por definicion

c) Como si O(x<1

si x = 1 ,

para A£ ~+ tenemos:

puesto que

A-1 + H-1 = A-1

A-1(1) = Por 10 tanto, se tiene
que

T(A,H) = (A-1+H-1)-1 = (A-1)~1 = A.

d) T(T(A,B), C) = T( (A-1+ B-1)-1 + C)
1 -1 -1-1= (A- + B + C ) = T(A, T(B,C) ).

e) Tenemos:
si x<O ,

H-1(x) = Sup{t R IH (t)",x} si O'x<1 ,a a
si 1<x .

Por 10 tanto: si x<O, {-~ ,
-1 -1 (x ) 8iH (x)+Hb = a+b O~x<1a

+00 si 1~x ;

luego:

{:(H~1+H~1)-1(x)
si x(a+b}

= = "a+b(x) ••si x>a+b

Segun los Teoremas 5 y 6, dada una metriea 0-
perador {r } e1 espacio semi-PM {r } re1aciop,q p,q v-

nado en e1 Teorema 5 satisface 1a eondicion (S)
(I1J) para la t-funeion T definida por (15)0 Ree!
proeamente3 tenemos e1 siguiente~

Teorema 70 Sea (s,r) un espac10 semi-PM que sa-
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t1~face la cond1c16n (5) para T definida por (~5)0
Dado un he € ~ (con ~ho~ = 1) , ex1ste una m~-
trica operador {T } s relacionada por (8) del. p,q p,q€ .
Teorema 50

Demostraciono Basta utilizar el Teorema 30 Para ma
YOI' sencillez, tomamos que he ~ 1 (la funcion cons
tante del valor 1 en L2(O,i) ) entonces por (17) ,
§ 3 tenemos:

E (x) ~ Eo(F (x»,p,q p,q
luego:

T = J x.d Ee(F (x» = J F -1 (x)od Ee(x)o.p,g R p,q. ~ p,q

Apel"ld~ce 1

Fu nc Ion pseudo inv e rsa

Definicion 20 Sea f una funci6n creciente, conti-
nua por 1 a derecha en [a,b] (a puedeser _00 ,
b puede sel" +00 ). En [f (a ) s f (b)J se define la
pseudo Inversa de f, -1 sigue:f como

::: a

~1 .
f (y) ~ [Sup {t e: [a,b] if(t) < y} para y)i!f(a)

A continuacion. daremos algunas propiedades de
a pseudo inversao

Demo§traelono Sean y < yP, S f t) < y entonces
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f(t) < y~, par 10 tanto:

{tlf(t) < y}c{tl(t) < y ..}

asi -1 f-l(y")oque: f (y) ~

(ii) Si f-1(y) = x entonces f(x ) ~ y •
Demostracion: Como x = s up i t lf It ) < y}, para to-
do x .. > x tenemos que f(x") ~ y, esto es
f(xi") ~ y. Por la continuidad derecha de f se

tiene que f(x) ~ y •
(iii) Si f(x) = y entonces f-1(y) ~ x.

Demostracion: f-1(y) = sup{tlf(t) < y }=

= sup{tlf(t) < f(x)}. Como f(t) < f(x) implica
t < 1 "f-

1
(y) 5- x'x, uego _

(iv) f Ix ) < y si, Y solo si, x -1< f (y).

Demostracion: Si f Lx ) < y
-1dentemente que x ~ f (y) •

que f(x) ~
Si x < f-1(y)

mediatamente que f(x) ~ Yo

(ii) se obtiene
-1x < f (y).

entonces tenemos
Si x = f-1(y),

Y (Iabsurdo~),

evi-

por
luego:

entonces se tiene in-
Por (iii), f(x) ¥ y,

luego: f C x ) < y.

(v ) f-l . 1·· des contInua por a Izqule a.

-1Demostracion: Supongamos que f no es continua
por la izquierda en y, esto es,

o sea:
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para todo Y1 < y,

ado
f-1(y) -1() ~x = entonces: f Y1 ~ x - u para

Y1 < y. Par (ii): f(x -0) ~ Y1 (para to-
Tomando limite Y1 ~ Y tenemos que:
Par (ii): x = f-1(y) ~ x -0 (iabsur-

Sea

("0 'yO < y), 1 0

fIx ~o) ~y.

do ~).

( ) ()
-1 _

vi Si Y = f x , f (y) = x entonces
f(x) = f(i)~ esto es, (fof-1) (y) = y.

_ creciente,
Po~ ( ...) - f-l() /

.L 111: x = y ..... x ,

entonces: [(x) ~ f(x).
Como fOemostracion:

POI' (ii) :
Hi) ~ y = f(x), as! que: [(x) = [(x).

(vii) Si f-1
(y) = x, Y = f(x)

f-1(y) = f-1(y), esto es, (f-1of)(x)
entonces
= x.

Demostraclon: f(x) = y
-1(pOI'(iii». f (y) = x

(pOI' (ii». Como f-1

. f-1(y) ~ f-1(y), as! se

implica: f-l(y)~x = f-1(y)
implica y = f(x)~y

(viii) Si f ~ g

es creciente, tenemos que
-1 -1 -obtiene que f (y) = f (y).

-1 -1entonces f ~ g

Oemostracion: Como f ~ g se tiene que:

{tlg(t) < y}C{tlf(t) < V},
luego:

1 -1g- (y) = sup{tlg(t)<y}~gup{tlf(t)<y} = f (y)

(ix) Si f y g son crecientes y continuas
par la derecha, entonces

-1 -1 -1(f 0 g) = g 0 f .
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Demostracic5n: 1 -1Sean f- (z) ~ u ,g (u) = v 0 Por
(ii) tenemos: feu) ~ z , g(v) ~ Uo Luego:
(fog)(v) '" f(g(v) ) ~f(u)~zo POl' (iii) ~
(fog)-l ( ) ..-z ~ v •

POl' otra parte, como v '" g-l(u)~sup{tlg(t)<:u}
existe una sucesiOn {t }~V tal que g(tn)< u 0n
Pero~

f-1(z)u ::; = sup {slf(s) < z} ;

f( get ) ) (iv)~ -1luego: <: z 0 POI' t «fog) (z)n n
pOI' 10 tanto:

v = lim
n-+oo

t ~ (fog)-l (z)
n

(2 )

De (1) y (2):
(fog)-l (z) = v

Definicion 3. Sea f una funcion creclente, continua
pOI' la izquierda en [a,b] , definimos en [_00, (0)

d e -1la pseu 0 Inversa de f, f como sigue:

{
_00 s i y< f (a) s

f-1(y) =
sup{tE:[a,b] if(t)~y}

s I Y E: [ f(a), 00 J

POI' un metodo similar el caso anterIor, se pu~
de demostrar las siguientes propiedades:

(I') f-1

(ii') Si

(iii') Sf

es crecienteo
-1f (y):::x
fbd=y

entonces f(x)~yo
-1entonces f (y)~x 0

~1Y so 0 si, x> (y)oS .1.,
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-1(v~) f es continua por la derecha.
(Viii~) Si f -1 -1~~~ ~ ~ g entonces f ~ g
(ix~) Si f y g son crecientes y continuas

por la izquierda, entonces
. (f 0 )-1 -1 f-1g = go.

(x) (f-1)-1 = f si f es continua por la izquie!.
da (6 por la derecha).

~ -1 -1Demostracion: Sea f = g , si g (x) = y entonces:

(por (iI ) );

luego:
f( x ) ~ y (por (ii~». (3)

.Si f(x) ~ j entonces
(iii"') ),

_ "-1 ...g(y) = f (y)~ x ( por

luego: -1 -g (x) ~ y (por (iii». (4 )

De (3) v (4) tenemos que y = j , esto es:
1 1 1 -1 -1(f- )- (x) = g- (x ) =f(x) ,0 sea, (f ) =f.1

Ob servac l dn e Sf f ; [a,b] - [f(a), f(b)] enton-
ces:

(f -1 ) -1 [_00, bJ -+ [_00, f(b )] •

Por 10.tanto, lapropiedad (x) deberla enunciarse:

es una extension de f.
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Apendice 2

Se acostumbra usar la definicion 2 (Apendice 1)
de la pseudo inversa tanto para la funcion continua
por la derecha como para la funcion continua por la
izquterda • Sin embargo, la formula (2) de § 2 s6lo
es valida para la pseudo inversa definida en el A-
pendice 1.

si
si
si

t > 1
o <t' 1
t , 0

entonces:
-1 -1(aoB )(x)=(HoH lex)

si t ~ 1

si t > 1 •
.'

Tenemos:
fB(t)da(t)
1R

= f H(t)d H(t)=H(O).{H(O+)-H(O)}=O.
R

Por otra parte,

J
[0,00)

xda(B-1(x» = f xd H(H-1(x»
[0,00)

=

Apendice 3

E1 coro1ario 1 y e1 corolario 2 del Teorema 1 (§1)

102



son las formulas para el cambia de variables en las
integrales de Riemann-Stieltjes [5J, a continuacion
daremos una demostracion sin usar los conceptos de
la integral de Lebesgue.

Teorema 8. Sean a creciente y continua por la iz-
quierda, B creciente y continua por la derecha en
[a, bJ, entonces tenemos el siguiente cambio de va
riables:

b
! a(x) d B(x)
a

d
= ! a ( B-1 (y) ) dy

c
(1)

donde c = fHa), d = fHbL

Oemostracion: Observese que las integrales de Rie-
mann-Stieltjes en ambos miembros de (1) existen ba
jo nuestra hip6tesis. Sean

b
L =! a(x) dB(x),

a
L'" = d -1

f a(B (y»dy
c

I.Dado E > 0, existe una partici6n del intervalo
[a, b]

a = xo,xl, •.• ,xk";1,xk, .•• ,xn_1,xn = b, (2)

tal que la (Condici6n de Riemann [5):
nL - E < L a(xk~1) {B(xk)-B(xk_1)}
k=1

Sean Yk = B(xk), entonces por (iii), del Apendice
-11, tenemos que B (Yk)~xk' luego:

n i n
Lk:1a(B- (Yk»(Yk-Yk-l)~L a(xk){B(xk)

k=l
103



Como L~ es el limite decreciente de las sumas
superiores de Riemann-Stiehjes se tiene que

L~ < L + £ ;
o sea:

(4 )

II.En la condicion de Riemann (3) se puede supo-
ner que

Yk+1= S(xk+1»S(xk) = Yk (para todo k).

Escogemos Yk£ (Yk, Yk+1) tales que

Y
k

- Y
k

<' £
n M

(5)

donde M = Max lo(x)l. Entonces, por (iv), del
Apendice 1, tenemos:

xk < S-l(Y-k) d kpara to 0 • ( 6)

Ademas:
lEn "O(xk_l)(S(xk)-S(xk_1»-En. o(xk-l)(Yk-Yk_l)1

k=l k=l
n

~ E lo(xk_1)1 I(Yk-Yk-1)-(Yk - yk-1)1
k=l
n c, E M --- c . ( 7)
k=l n M

De ( 3) , (6 ) Y ( 7) se tiene:
n

L. - 2 £ <E o(xk_1 )(Yk - ) ~- Yk-1k=l
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( 8 )

Como L" es el limite crecien:te d e Las sumas inferiores de
Riemann-Stieltjes, tenemos que:

as! que

De ~4) Y (9) tenemos la igualdad (1).1

Corolario. Bajo las mismas hip6tesis del Teoreina 8,
tenemos:

s d -1 .
f- fHx) da(x) = f y da(B(y» (10)a c

donde - -1 s a-1(d).a = B (c), =

Oemostracion: Aplicando la integraci6n por partes,
tenemos :,

B
f f3( x ) da (x ) =
!

d' -1 -1 . -1·
f ydaCB (y»=d.aCB (d»-c~a(B (c»-

c

fi
B(fi)a(fi)-BCa)a(a)- f a(x)dBCx).

a

d -1
f aCB Cy» dy •

c

Por la propiedad (vi) del Ap~ndice 1, tenemos:

d = BCb) = B(b), c = BCa) = B(a) :

por 10 tanto, el Teorema 8 garantiza la igualdad
(10)0.
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Not a 5

1. Decimos que S(t) ~ 0 casi siempre con respec-
to a a si

f da(t) = 0
{tIS(t)<n}

2. Sea
ClD

decreciente y n e = 4> , puesto que 8(t)n=1 n
es de valor real.' Como 8 es integrable con res-
pecto a a (la hipotesis) se tiene que:

lim f S(t) da(t) = 0
n+ao en

Por 10 tanto:
f 8( t ) da( t )~n. f da( t ) --:)0 0 (n'" ClD). .

en en

3.Es ficil demostrar que 1 es continua por la iz-
quierda.

It • Sea {, } un sistema ortonormal completo delk
espacio It, sea

ClD

h" = r vp-;. 'k .,
k=l .

entonces Ilh"l = 1. Existe un operador unitario U
tal que

U h" = h
puesto que II h--II= II h II = 1. Sean

i'k = U 'Pk (k=1,2,3, ... ) e nt o n c e s f'fk}

es un sistema ortonormal completo del espacio ~,
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"y se tiene que
00 00

= r VPk ~k •
k=1

5. Para mayor sencillez, supongase que f (t)~Op,q
para todo t E ~.

6. La t-funci6n T definida por (1S)es igual a
TMIN ' esto es [1] , si A,BE ~+, entonces tene

mos:
-1 -1-1T(A,B)=(A +B ) = ,sup (MIN(A(u),B(v»)=TMIN{A,B).

u+v~x

Oemostraci6n: Primero, observamos el siguiente he-
cho CApendice [1J, Civ) ): si f es creciente y

continua por la derecha, entonces:

[
-10, f Cx)~) = {t~O If(t) < x}

Dado X? 0 tenemos:
[0,CA-1+B-1)-1CX» = {t~0IA-1Ct)+ B-1Ct)<x}

= o~<x[{tIA-1Ct)<u}n{tIB-1Ct)<x - u})

= U [[0 A(u ) ln [0, B(x - u ) Io~u<x '
Nota: (A-1)-1 = A

CB-1)-1 = B Apendice[1].
U= 0<u~x [0, MIN {A ( u ), B (x - u )})

= [0, Sup MIN {A(u), B(x - u)})
o-cu sx

= [0, TMIN (A, B)(x) ).
Por 10 tanto, se tiene la idualdad deseada .•
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