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GROUPES QUI REFLETENT LES DECOMPOSITIONS
DE LEURS QUOTIENTS OU DE LEURS SOUS-GROUPES.

par

*Khalid BENABDALLAH et Robert BRADLEY

Un groupe abelien G est dit quasi-pur-proje~
tif (quasi-pur-injeetif) si pour tout sous-groupe
H de G et pour tout homomorphisme f: G ~ G/H
(f: H ~ G), il existe un endomorphisme ~ de G tel
que "H·f = f (\f .iH = f) ou "H est l'epimor-
phisme eanonique de G sur G/H et iH est l'in-
elusion de H dans G. L. Fuehs [7], dans son
probleme 17 a demande de earaet~riser de tels gro~
pes.

De nombreux resultats ont ete obtenus, autant



p Ul' les groupes quasi-purs-projectifs [lJ, [2] i

[3] et [4J que pour les groupes quasi-purs-in~~c-
tifs [lJ, [2J. [5J e t [6J Nou s a von s ete arnene s
dans [3J. a definir une notion plus generale que

la quasi-pure-projectivite: Un p-groupe abelien re
duit G possede la propriete P si pour tout
sous-groupe de base B de G et pour tout endomo r-ph Ls
me idempotent f de G/H. il exiate un endomor-
phisme 'f de G tel que "H. 'P = f. "H 0 Le choix
des endomorphismes idempotents n'a pas ete abitrai
reo On conna1t en effet l~importance des decompo-
sitions en theorie des groupes abeliens.

Ceci nous amene a definir: Un groupe abelien
G est ditquasi-idempotent-projectif (injectif) si
pour tout sous-groupe H de G et pour tout endomor-
phisme idempotent f de G/H (de H).il existe un en-
domorphisme -P de G tel que "H. 'f = f. "H (f. iH= iM" f)
on "H: G + G/H est l'epimorphisme canonique et
iH: H + G est l'inclusion.

Quelle est la structure d'un tel groupe? De f~
~on equivalente, quels sont les groupes refletant
les decompositions de leurs quotients (sous-grou-
pes)? C'est ce que nous trouverons dans cet arti-
cle.

La notation utilisee est de Fuchs [7] et tous
les groupes consideres sont abeliens. De plus. si
H est un sous-groupe de G, "H designe l'epimor-
phisme canonique de G sur G/H et 1H liinclusion de
H dans Go
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Section L

Definitions et proprletes generales. Un groupe G
est dit quasi-idempotent-projectif (respectivement
quasi-idempotent-injectif) si puur tout sous-grou-
pe H de G et pour tout endomorphisme idempotent f
de G/H (respectivement de H), il existe un endomor
phi sm e 'f de Gte 1 que V H •'f = f. V H (respee t ivem ent
f·iH = iH·f).

Nous cherchons a caracteriser les groupes qu~
si-idempotents-projectifs, qu'on no~era q.i.p. et
les groupes quasi-idempotents-injectifs, notes q.
i.i., par un theoreme de structure. II est bien e
vi dent que les groupes quasi-injectifs et quasi-
projectifs sont respectivement q.i.i. et q.i.p •.
Nous enon,ons d'abord la proposition suivante,
dont la preuve est facile.

Proposition 1.1. a) Un groupe torsion G est q.i .p.
(q.i.i.) si et s eu leme.n t si Gp est q.i.p. (q.i.i.)
et ce, pour tout p premier.

b) Tout facteur direct diu" groupe q.i .p. (q.i.i.)
llest aussi.
c) SI G est q.i .p. (q.i.i.) et si H est un sous-
g r0 up e totaIeme" t i"v a r I a" t de G, a lor s G / H est q.

l v p , (H est q.i.i.)
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Section 2.

Les groupes quasi-idempotents-injectifs. Nous
~tudierons d'abord les groupes q.i.L.Nous nous res
treignons en premier lieu au cas torsion. La pr~
position 1.1. nous permet de nous r~duire au cas
primaire. Le lemme suivant no us sera fort utile.

Lemm e 2. 1 . S i G = < X > ® K 0 U 0 ( x ) = pnet
pn+lK[p] ; 0 , alors G n'est pas q.i.i.

Preuve: Soit y 1 0 , Y E

n+l
y = p z, Z E K,

Alors

et soit f: H ~ H
2Alors f = f. Supposons que G soit q.i.i.

existe alors ~: G ~ G tel que ~(pz) = x
x =p 'fez) ce Qui est une contradiction ••

py = O. So it H= (pz)G<x)
d~fini par f(pz) = f(x) = x ,

11

d'ou

On en conclut la caract~risation des groupes
q.i.i. torsions:

Theoreme 2.2. Un groupe torsion G est q.i.L' si
et seulement si G est somme direete de groupesp
eoeyeliques isomorphes et ee, pour tout p premier.

Preuve: Si G est tel qu'indiqu~ pour tout p pr~p
mier, alors G est quasi-injectif et donc q.i.i.
Si G est q.i.i., on ~crit G = n<±)R ou nest

p n mdivisible et R est r~duit. ,Comme Z(p ) G)Z(p )
n < m et Z(pn) CBZ(poo) n e sont pas q.i.i. par
Ie lemme 2.1. G est somme directe de groupes co-
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cycliques isomorphes, •

Considerons maintenant le cas sans torsion.

Theoreme 2.3. Un groupe sans torsion G est q.i.i.
si et seu1ement si i1 est soit de rang un, soit
divisible.

Preuve: si G est de rang un, tous ses sous-gro~
pes sont indecomposables et donc G est q.i.i .. In
versement, S1 G est q.i.i. de rang n ~ 2 et si G
n'est pas divisible, il existe deux elements lin~ai
rement independants x et y de G tels que
h (K) = o.

p

par f(py)
existe 'P:

On defin ita lor s H = (x >'0 < py) et f: H -+ H

Alors f2 = f Donc il
G -+ G tel que x = 'P(py) = p'f'(y) ce
= f(x) ::;x

qui est une contradiction.'

On etudie enfin le cas mixte.

l emme 2.4. S i G = A 0 (x) oil 0 (x )
A ~ At ' alorsG .n1est pas q.i.i ..

n= p et

Preuve: Soit Y E A\At et soit
defini par f(x)

H = <py)®<x).
= f(py) = x. A~ors

If: G -+ Gte 1

So it f: H-+H

f2 = f. Si G est q.i.i. il existe
que x = ~(py) = pf(y) ce qui est une contradic-
.t ion .•

On peut done en conclure que la partie torsion
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d'un groupe mixte q.i.i. est divisible.

Lemme 2.5. 5i G = A 0 D Oll A est sans torsion
de rang un et D est torsion divisible, alors G
est q. i .i. . ;'

Preuve: Soit H ~ G et soit f : H .. H tel que
f2 = f. On considere (H+D)/D -s G/D - A. Comme-
H (lD = Ht , f(H nD) ~ Gt = D. On peut done defi
nir f: (H+D)/D .. (H+D/D par r(h+D) = f(h) + D.
Alors "£"2 r 0 d'ou f 0 .. 1-= = = ou

Si f = 0, f: H .. D et on prolong~ f ~
~: G .. D par injective de D. Alors ~o = iD'~
est un endomorphisme de G tel que ~olH = f.
Si f = 1, alors pour tout h E H, f(h) - h E D
et done peut definir (f-1):H .. D. On prolonge
f - 1 ~ ~: G .. D. Alors ~: G .. G defini paro
'-Po= iD 'f+IG est tel que \PoIH = f .•

On peut alors enoncer Ie theoreme de structure.

Theoreme 2.6. Un gruope G est q.i.i. s1 et seul~
ment s1 G est d'une des trois formes su1"vantes.

(1) G = A (!) Dt
(2) G = D

( 3 ) G = (!)G G = 0 C
PEP P P P .iEI ~P

OU A est sans torsion de rang un, Dt est divisi
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b l e torsion, 0

t e l que

Section 3.

Les grcupes q.i.p. On se restreint d'abord au cas
tors ion. .Comme precedemment, on peut se reduire
au cas p-primaire. II est evident que E{p=) est
q.i.p. • Le lemme suivant nous permet de dire plus.

Lemme. 3.1. Un groupe divisible G est q.i.p. s1 et
seulement s1 G = l(p~).

~Preuve: Si G + Z(p ) on

generali te que G = A ® B
A = (xO'xl,x2, ..• ,>, B

peut poser sans perte de
ou A = B : Z{p~). Done

= (YO,Yl, .••) avec
PXO = PYo = 0 •
Soi t H = <. Xo > .

pXi = xi_l' PYi = Yi-l ' i ~ 1.
Alors G/H = (A/H) 0 (B(!)H/H).

Soit f: G/H ~ G/H defini par f(xi) = Xi
f(Yi) = xi+1. Alors f2 = f. Si G est q.i.p. ,
il existe Y': G ~ G tel que "H. \f= f."H d'ou
~yO) - xl e: H = < xo> ' ~yO) = xl + axO' a e: Z
et 0 = f{PYo) = Xo ce qui est une contradiction ••

Lemme 3.2. Soit
tel que pnA ~ 0

pas qo; .p ,

G = (x)0 A ou
et O(x) = pn.

A es t un p-groupe
Alors G nlest
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Preuve: Soft 0 ¢y E: Pn A [p] et soit H ~ (y) 0

Alors G/H ::<x)0 A!(y)o Solt f: G!H -+ G/H·

defini f(x) et' f 1A/(y)
"par :: Z A/<y>= ou

n f2p z :: s . Alors ::;: f .

Supposons que G soit q,iopoo II existe done
G -+- G tel que "'H0\f'= f,"'H d'ou If{x) - z::

n~, Par consequent 0 :: p (Xl ::'" ay E (y )
:::pnz ::y

a E
ce qui est une contradictiono.

Th~or~me 3.3. Un groupe torsion G est q.iop. s1 et
seulement S1 Gp est soit quasi-projectif9 soit
1somorphe ~ l(poo) et ce pour tout p premier,

Preuve: II suffit de considerer Ie cas p-primaireo
On ecrit G :: DG)R ou D est divisible et R est
reduit. Si D i 0, alors D. ,.. Z(poo) par Ie lemme
3Q1., De plus, R ::; 0 par Ie lemme 3 020 Si D = 09 it

est quasi.!projectif par Ie lemme 3.2 .•

On s' in tel'esse rnain t ena n tau cas san s tors ion.
On procede par etapes, considerant d'abord les
groupes de rang un, ensuite les groupes de rang
fini et en fin les groupes de rang infini.

Lemme 3.4.51 G ~ lQ , alors G nlest pasq'.Lpoo
I

Preuve: I I ex is t e < X ):;: H ~ Gte 1 que G I H'Z ~~ ( p(0) 0

un endomorphisme idempotent non triwialSoft f

de G/H et supposons que G soit qoiopoo II exis
te 'fJ: G -+ G tel que VHo If''' fo V c

H
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et car
H est cyclique et G divisible. De plus f non tri
vial implique ~ est non trivial, ce qui contredit
que ~ soit indecomposable.

Theoreme 3.5. Un groupe sans torsion de rang un G
est q.i.p. si et seulement si G est libre.

Preuve: Supposon~ que G soit q.i.p .. Par Ie lemme
precedent, on p~ut supposeI' que G n'est pas p-div!
sible pour ~~ p premier fixe. Soit H un sous-gro~~.
pe p-basique de G. Alora H· Z. Soient q # I'

deux nombres premiers differents de p. Alors qrH
est p-basique dans G.

" 'Comme (H/qrH)q # 0 # (H/qrH)r ' il existe un
endomorphisme idempotent non trivial f de G/qrH.
Soit 'f: G .. G tel que v H. \.f = f.v H. Alors, qr . qr
(\f2_'-P)(G) ~ qr-H ~ H. Do n c (~2_\f)(H) ~ H d'ou
( ~2-~)IH = niH au nest la fonction multiplic~
tion par n E l'.. Donc 'f2 - ~ = ncar G est p-
reduit et comme n # 0 car G est indecomposable
G :: nG ~ H Iibre et G.:: Z ••

~...

Theorem~ 3.6. 5i
rang fi n,i, a 1ors
G est li bre .

G est un groupe sans torsion de-
G est q.i.p. si et seulment si

Preuve:-- Orr precede par induction sur n, Ie rang de
Go Le cas n = 1 suit du theoreme precedent. Su-
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pposons que tout groupe sans torsion q.i.p. de
rang inferieur a n soit libre. Soit p premier
tel que G ne so it pas p-divisible. Alors il exis
te un sous-groupe p-basique H de G tel que G/H

possede un endomorphisme idempotent non trivial f.
Soit ~: G .+ G tel que "H' 'P= ,f."H. Alors
( '\'2-'¥)(G) ~ H libre. " ,

est injectif aLors G:I:(lf2_'P)G~H
2d'ou Gest libre. Si ~ - 'P = 0 alors

G :: k'er"~ ® rm y>' et si ker\f2 - 'f~ O,G , alors
'2 2G.:: ker ("P -'f)@ rm ("9 -'P). L'hypothese d"induc-

tion noua permet de concLur-e ••

Theoreme 3.7. 5i G est sans tors1on de rang 1nf1n1
a lor 5 G est q, 1 •·P.' 5 i e ts eu 1elle nt 51 G est 11 b re •

Preuve. supposons que G' est q.i.p •• Soit L un
. .!". ' .

sous~groupe lib~~ de G de m@me rang a que G. Soit

H ~ L tel que'L/H .=0 ® ~. Alors
aG/H = (L/H) ® (S/H) ota S ~ G. Considerons

f: G/H"+ G/H la projection de G/H sur L/H ~ G/H.
Si G ~ L, f est non trivial.

Soit 'f:.G + G tel que "H.\f>= f'''R.· Alors'
If( G) = L d ' 0U G = K <!)J 0uK::. L. Soi t H1~ K
tel que (K/H1) ::® fl. Alors (G/H1)=(K/H1) (!)

a
® «J (f)H1)/H1). Soit f1: G/H1 + G/H1 defini

par f I ~, est l'inclusion canonique de1 (v\!Jn1)/H1
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(J~i)H1 ~ J dans son enveloppe injective K/H1 et
f11(K/H1) = 1(K/H1)

Alors f2 : f1 et il existe loP: G ..... G tel que1
"H .'f: f1o"H De plus ~I. est un monomor-1 1 J

phisme et '-P( J) ~ K libre. Donc G est libre .•

On obtient donc qu'un groupe sans torsion est
q.i.p. si et seulement si il est libre. Ce resul-
tat et la proposition 1.1 c) nous permet de dire
que:

Propos I t I on 3. 8. 5 I G est q . I • p., a lor 5 G • A ® T
ou Test la partie porslon de G ••

Lemme 3.9. s t G = A(±) B ou A = (x) , O{x) = co

et B = (Y), O{y) = pn alors G n'est pas

q.;.p.

Preuve: Supposons que
H = (px >. On definit
f(x)=x. Alors f2 = f

G soit q.i.p. et soit
f: G/H .....G/H par f(y)=x,

et donc il existe ~:G .....G
Par consequent,~(y)-x : apx,

n n+ld'oll p : ap ce qui
tel que "H'~= f·"H·
a E Z, \f>(y): (l-ap)x
est une contradiction .•

Proposition 3.10. 5i
00et B ~ Z(p) et 51

de rang f l n I ,

G = A®B ou A est libre
G est qot.p. a lo rs A est

131



Preuve: inont il existe H' A tel que
00A/H ~ Z(p)o On definit f: G/H ~ G/H par

IA/H ~ lA/H et fl(~/H) est lliscmorphisme
de (~)!H dans A/Ho Alors f2 = f et il existe
t.p: G ~ Gte 1 que 'V H 0 If> ~ f 0 'V HoD 0n c i>< B) ~ A

et ~IB = 0 Mais ~IB est un monomorphisme~ ce
qui est une contradictiono.

Theor~me 3011. 51 G == A <D B au A est 1 ibre et B
est torsion divisible non nul tel que rp(B) ~ 1 ,
alors G est q,10po s1 et seulement s1 A est de
rang fint,

Preuve: La proposition precedente nous dit que A
est de rang fini si G est q.i.p.o Inversement~ su
pposons que A soit de rang fin10 Soit H' Go Si
TIA: G ~ A est la projection de G sur A, alors

~TIA(H)~A est La b r-e, Done H = «ker TIA)n H) G) A1au A1 ~ TIA(H) libre. Comme ker TIA = B = Gt '
..ou libre.

Comme A1n B = 0, sans perte de g~nfiralit~j on
pe~t supposer A1 ~ A, Par consequent
G/H::: (A/A1)0(B/B1). Soit f u n endomorphisme
idempotent de G/H, Alors f(B/B1) ~ B/B

1
car

B/B1 est divisible et A/Ai est reduito

Soit '-Pi: B -+ B
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So it q>2 : A -+ G tel que "W'P2
existe car A est projectif).

Alors "H· \f= f'''H • •
:: L"HIA (ce \f2
So it ~= "P1 ®~2

Voici donc ~a caracterisation generale:

Th~or~me 3.12. Un groupe G est q.i.p. si et seu1e
ment si G est d'une des trois formes suivantes:

1) G es t 1ibre

2) G = L @ 0, L 1ibre de rang fini, 0 divisible
torsion tel que rq(O) ~ 1-

3) G est torsion tel que Gp est soit l(p~), soit
quasi-pr()jectif.

***
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