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GROUPES QUI REFLETENT LES DECOMPOSITIONS
DE LEURS QUOTIENTS OU DE LEURS SOUS-GROUPES.

par

*
Khalid BENABDALLAH et Robert BRADLEY

Un groupe abélien G est dit quasi-pur-projec
tif (quasi-pur-injectif) si pour tout sous-groupe
H de G et pour tout homomorphisme f: G + G/H
(f: H > G), il existe un endomorphisme P de G tel
que vH-? = f (\P.iH = f) ou vy est l'épimor-
phisme canonique de G sur G/H et iH est 1'in-
clusion de H dans G. L. Fuchs [7], dans son

probléme 17 a demandé de caractériser de tels grou

pes.

De nombreux résultats ont été obtenus, autant
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pour les groupes quasi-purs-proijectifs [1], [2],
{3] et [4] que pour les groupes quasi-purs-injec-
tifs [1], [2], [5] et [6] . Nous avons &té amenss
dans [3], a définir une notion plus générale que
la quasi-pure-projectivité: Un p-groupe abélien ré
duit G possede la propriété P si pour tout
sous-groupe de base B de G et pour tout endomorphis
me idempotent f de G/H, il existe un endomor-
phisme P de G tel que vH.Y)= f.vHa Le choix
des endomorphismes idempotents n'a pas &té abitrai
re. On connailt en effet l'importance des décompo-

sitions en théorie des groupes abéliens.

Ceci nous améne a définir: Un groupe abélien
G est dit quasi-idempotent-projectif (injectif) si
pour tout sous-groupe H de G et pour tout endomor-
phisme idempotent f de G/H (de H),il existe un en-
y (Peiy=iy.f)
ol V! G + G/H est l'épimorphisme canonique et

1H: H+* G est l1l'inclusion.

domorphisme P de G tel que vH.\P= £.9

Quelle est la structure d'un tel groupe? De fa
¢on équivalente, quels sont les groupes reflétant
les décompositions de leurs quotients (sous-grou-
pes)? C'est ce que nous trouverons dans cet arti-

cle.

La notation utilisée est de Fuchs [7] et tous
les groupes considérés sont abéliens. De plus, si
H est un sous-groupe de G, Vy désigne l'épimor-
phisme canonique de G sur G/H et iH l'inclusion de
H dans G.
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Section 1.

Définitions et propriétés générales. Un groupe G

est dit quasi-idempotent-projectif (respectivement
quasi-idempotent-injectif) si pour tout sous-grou-
pe H de G et pour tout endomorphisme idempotent f

de G/H (respectivement de H), il existe un endomor

phisme Y de G tel que vH.%’= f,vH (respectivement
?'lH = 1H.f).

Nous cherchons a caractériser les groupes qua
si-idempotents-projectifs, qu'on notera q.i.p. et
les groupes quasi-idempotents-injectifs, notés q.
i.i., par un théoreme de structure. Il est bien &
vident que les groupes quasi-injectifs et quasi-
projectifs sont‘reSpectivement q.i.i. et q.i.p. .
Nous énongons d'abord la proposition suivante,

dont la preuve est facile.

Proposition 1.1. a) Un groupe torsion G est q.i.p.

(q.i.i.) si et seulement si Gp est q.i.p. (q.i.i.)

et ce, pour tout p premier.

b) Tout facteur direct d'un groupe q.i.p. (q.i.i.)

l'est aussi.

c) Si G est q.i.p. (q.i.i.) et si H est un sous-
groupe totalement invariant de G, alors G/H est q.

i.p. (H est q.i.i.)
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Section 2.

Les groupes quasi-idempotents-injectifs. Nous

étudierons d'abord les groupes q.i.i.Nous nous res
treignons en premier lieu au cas torsion. La pro
position 1.1. nous permet de nous réduire au cas

primaire. Le lemme suivant nous sera fort utile.

Lemme 2.1. Si G =<x>®K ol 0(x) = p" et
p"+IK[p] # 0, alors G n'est pas q.i.1.

Preuve: Soit y # 0 , y € pn+1K[p]. Alors

y = p"1z, z ek, py = 0. Soit H= (pz) ®H<{xD
‘et soit f : H + H défini par f(pz) = f(x) = x ,
Alors f2 = f., Supposons que G soit q.i.i. Il
existe alors ‘P: G > G tel que P(pz) = x d'ou

x = p P(z) ce qui est une contradiction.B

On en conclut la caractérisation des groupes

q.i.i. torsions:

Théoreme 2.2. Un groupe torsion G est q.i.i. si
et seulement si Gp est somme directe de groupes
cocycliques isomorphes et ce, pour tout p premier.

Preuve: Si Gp est tel qu'indiqué pour tout p pre
mier, alors G est quasi-injectif et donc q.i.i. .
Si G est q.i.i., on écrit Gp = D@R ol D est

divisible et R est réduit. Comme Z(pn) C)Z(pm) 3
n<m et Z(p") C)Z(pm) me sont pas q.i.i. par

le lemme 2.1, Gp est somme directe de groupes co-



cycliques isomorphes. 8
Considérons maintenant le cas sans torsion.
Théoreme 2.3. Un groupe sans torsion G est g.i.i.

si et seulement si il est soit de rang un, soit
divisible.

Preuve: Si G est de rang un, tous ses sous-grou
pes sont indécomposables et donc G est q.i.i. . In

versement, si G est q.i.i. de rang n > 2 et si G
n'est pas divisible, il existe deux &léments linéai
rement indépendants x et y de G tels que

hp(x) =% 0%

On définit alors H = (x)@(py} et f: Hs H
par f(py) = f(x) = x . Alors £2 = £ . Donc il
pWy) ce

existe Y: G + G tel que x = Ppy)

qui est une contradiction.

On étudie enfin le cas mixte.

Lemme 2.4. Si G =A@ ) od 0(x) = p" et
A# AL, alors G n'‘est pas q.i.i. .

"
=

uve: Soit y € A\A_ et soit H = {py>®{x>.
Seit f : H>H défini par f(x) = f(py) = x. Alors
£° = £, 8i G est q.i.i. il existe P: 6 > 6 tel
que x = P(py) = pP(y) ce qui est une contradic-

tion. B

On peut donc en conclure que la partie torsion
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d'un groupe mixte q.i.i. est divisible.

Lemme 2.5. Si G = A®D od A est sans torsion
de rang un et D est torsion divisible, alors G

est q.1.1.

Preuve: Soit H £ G et soit f : H -+ H tel que
f2 = f. On considere (H+D)/D £ G/D ~ A. Comme
HAD = Ht , F(HND) < G, = D. On peut donc défi

nir f: (H+D)/D » (H+D/D par ¥F(h+D) = £(h) + D.
Alors 72 =F =0 d'ou f =0 ou 1.

si F=0, £ : H-+D et on prolonge f a
PY: 6 + D par injectivé de D. Alors q% = iD.W)
est un endomorphisme de G tel que QL|H = f.
Si ¥ =1, alors pour tout hg H, f(h) - h € D
et donc peut définir (f-1):H > D. On prolonge

£f-1 a P: ¢+ D. Alors WL: G+ G défini par
42 = 1D\P+1G est tel que W%IH = f.p

On peut alors énoncer le théoreme de structure.

Théoreme 2.6. Un gruope G est q.i.i. si et seule
ment si G est d'une des trois formes suivantes.

(1) G=A@Dt
(2) G =0D

(3) ¢

"
®
@
o
®
o
n
®
(g]
o

ol A est sans torsion de rang un, Dt est divisi
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ple torsion, D est divisib?e,Cp, est concyclique
; i
tel aque Cp,_i Cp pour tout i,J e I
i

j p

Section 3.

Les grocupes gq.i.p. On se restreint d'abord au cas

torsion. .Comme précédemment, on peut se réduire
au cas p-primaire. Il est &vident que Z(p”) est

q.i.p. . Le lemme suivant nous permet de dire plus.

Lemme. 3.1. Un groupe divisible G est q.i.p. si et
seulement si G = Z(p").

o
Breuxe: 84 £ *z(p) on peut poser sans perte de

généralité que 6 = A(H) B ou A = B = Z(p”). Donc
A = <xo,x1,x2,...,> ST BHE <yo,y1,...> avec
PX, = PYy = 0 . PX; = X; 4 5 PY; T Vi g i>» 1.
Soit H =(x,>. Alors G/H = (A/H)(® (B®H/H).
Soit f: G/H - G/H défini par f(;i) = §i "

- - 2. _ A .
f(yi) = X;.4 - Alors £ = f, Si G est q.i.p. ,
i1 existe P: G + G tel que vH.\P= f.vy d'ou
‘-P(yo)-xieH=<x0>,\P(yo)=x1+ax0, aelZ
et 0 ?(pyo) = X, ce qui est une contradiction.l

Lemme 3.2. Soit G =<{xD>®A ou A est unp-groupe
tel que p"A # 0 et O0(x) = p". Alors G n'est

pas q.i.p.



Preuve: Soit 0 # y € p'A[p] et soit H = {y) -
Alors G/H =<{x)@® A/(y). Soit £: G/H > G/H
défini par f(x) = z et f = 1 ou

o . A/Ky > TAKYD>
Pz = ¥, Alors f~ = f .

Supposons que G soit q.i.p.. Il existe donc.

P: 6+ G tel que vHO\P= fch d'ou P(x) - z =

1]

ay ey D, a € Z. Par conséquent 0 = p(x) =

1]

n ; i sk
Pz =y ce qui est une contradiction-f@i

Théoréme 3.3. Un groupe torsion G est g.i.p. si et
seulement si G est soit quasi-projectif, soit
isomorphe a Z(p”) et ce pour tout p premier.

Preuve: Il suffit de considérer le cas p-primaire.
On écrit G = D®R ob D est divisible et R est
réduit. Si D # 0, alors D = Z(p~”) par le lemme
3.1, De plus, R = 0 par le lemme 3.2, Si D = 0, R

est quasi-projectif par le lemme 3.2.8

On s'intéresse maintenant au cas sans torsion.
« - © Pl
On procede par étapes, considérant d'abord les
9
groupes de rang un, ensuite les groupes de rang

fini et enfin les groupes de rang infini.
Lemme 3.4. Si G =~ Q , alors G n'est pas g.i.p..

Preuve: Il existed{x D>»= H & G tel que G/Hf(?l(pw)c
P

Soit f un endomorphisme idempotent non trivial
de G/H et supposons que G soit q.i.p.. Il exis
te P: G+ G tel que ch\P: f. v, &



2
Donc (WP-F) ¢ H et (\{32_\?)(@ = 0 car
H est cyclique et G divisible. De plus f non tri
vial implique P est non trivial, ce qui contredit

que Q soit indécomposable.

Théoreme 3.5. Un groupe sans torsion de rang un G

est q.i.p. si et seulement si G est libre.

Preuve: Supposons que G soit q.i.p. . Par le lemme
précédent, on peut supposer que G n'est pas p-divi
sible pour un p premier fix&. Soit H un sous-grou
pe p-basique de G. Alors H = Z. Soient g #ﬂr

deux nombres premiers différents de p. Alors qrH

est p-basique dans G.

Commev(H/qu)q # 0 # (H/qu)r , i1 existe un
endomorphisme idempotent non trivial f de G/qrH.
Soit \P: G -+ G tel que vqu.4)= f.vqu. Alors
(\P259)(G) £ qrH £ H. Donc (‘PQ-W)(H) < H d'ou
(‘?2-?)|H = an ou n est la fonction multiplica
tion par n € Z. Donc ?2 -¥Y=n car G est p-
réduit et comme n # 0 car G est indé&composable

G = nG £ H libre et G = Z.Q

Théoreme 3.6. Si G est un groupe sans torsion de-
rang fini, alors G est q.i.p. si et seulment si
G est libre.

Preuve: On precéde par induction sur n, le rang de

G. Le cas n = 1 suit du théoréme précédent. Su-
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pposons que tout groupe sans torsion q.i.p. de

rang inférieur 3 n soit libre. Soit p premier
tel que G ne soit pas p-divisible. Alors il exis
te un sous-groupe p-basique H de G tel que G/H
posséde un endomorphisme idempotent non trivial f.
Soit P: G + G tel que vH.\P= f.vH ‘ Alors
(9?2 -¥)(6) < H 1libre.

si \92 -P est injectif alors G = ("?2-‘P)G<H
d'od G est libre. Si P? -\P= 0 alors
G ker P@® Im'P et si ker \PQ -P# 0,6 , alors
G = ker (‘92-‘?)@ Im (P2 -¥). L'hypothése d'induc-

tion nous permet de conclure.

R

1]

Theoréme 3.7. Si G est sans torsion de rang infini
alors G est q.i.p. si et seulement si G est libre.

Preuve. Supposons que G est q.i.p. . Soit L un
sous-groupe libre de G de méme rang a que G. Soit
H<€L tel que L/H=®Q . Alors

G/H = (L/H) ® (S/H) og S € G. Considérons

f: G/H > G/H 1la projection de G/H sur L/H £ G/H.

Si G #L, f est non trivial.

Soit‘?: G + G tel que vH.\P= f.vH. Alors
P(6) = L d'oi 6 =K®JI o K= L. Soit H,< K
tel que (K/Hi) :(C-;)Q. Alors (G/H1)=(K/H1) ®

® ((s ®H)/H) . Soit f£,: G/H, G/H, dé&fini

i 5 : 3
par fi'(ﬂ:ﬂi)/ﬂl est 1'inclusion canonique de
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(JCMﬁ)Hi ~ J dans son enveloppe injective K/H1 et

f i ; S
1lxsny) (K/Hy)
2 3 7
Alors f, = f et il existe P: G » G tel que

1
VH1-\P= f1'vﬂl A De plus \Q|j est un monomor-

phisme et \P(J) € K 1libre. Donc G est libre.g

On obtient donc qu'un groupe sans torsion est
qQ.i.p. si et seulement si il est libre. Ce résul-
tat et la proposition 1.1 c¢) nous permet de dire

que:

Proposition 3.8. Si G est q.i.p., alors G = A®T

ol T est la partie porsion de G.B

Lemme 3.9. Si 6 = A®B o A= {x)D , 0(x) =
et B= <Cy>, 0(y) = p" alors 6 n'est pas
q.i.p.

Preuve: Supposons que G soit q.i.p. et soit

H= {px». On définit f: G/H » G/H par f(y)=x,
f(x)=x . Alors £2 = £ et donc il existe PG + G
tel que vHJP= f.v,. Par conséquent ,\W(y)-x = qgpx,
ae€Z, Py) = (1-ap)x d'ou p" = apn+1 ce qui

est une contradiction. B

Proposition 3.10. Si G =A®B ou A est libre
et B = Z(pw) et si G est gq.i.p. alors A est

de rang fini.
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Preuve: Sinon, 11 existe H € A tel que
A/H ~ Z(p ). On définit f: G/H » G/H  par
f}A/’H 2 1A/H et f“/ﬂ) est 1'iscmorphisme

de (B@H)/H dans A/H. Alers £ = f et il existe
P G + G tel que vHo\PE f.v,. Domnc P(B) < A

et WIB = 0 . Mais WﬂB est un monomorphisme, ce

qui est une contradiction.B

Théordme 3.11. Si G = A®B ou A est libre et B
est torsion divisible non nul tel que rp(B) $. 4. %
alors G est gq.i.p. si et seulement si A est de

rang fini.

Preuve: La proposition précgdente nous dit que A
est de rang fini si G est q.i.p.. Inversement, su

pposons que A soit de rang fini. Soit H< G. Si

WA: G > A est la projection de G sur A, alors
<

NA(H)SA est libre. Donc H = ((ker m,)N H)®A1

ou A1 = WA(H) libre. Comme ker Ul B = Gt J

-~

H=A ®B, oui B, <B et A; libre.

Comme Aiﬂ B = 0, sans perte de généralité, on
peut supposer A1 £ A. Par conséquent
G/H = (A/A,) C)(B/Bi). Soit f un endomorphisme
idempotent de G/H. Alors f(B/Bi) £ B/B1 car
B/B1 est divisible et A/Ai est réduit.

Soit @1: B+ B tel que Vv
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Soit 92: A -+ G tel que VHoqz = f°vHiA (ce @2
existe car A est projectif). Soit P= \‘Pl@\PQ

Alors v,. P= fovg, .8

H.
Voici donc la caractérisation générale:

Théoreme 3.12. Un groupe G est q.i.p. si et seule
ment si G est d'une des trois formes suivantes:

1) G est libre

2) 6=L®D, L libre de rang fini, D divisible
torsion tel que rq(D) < 1.

3) G est torsion tel que G_ est soit Z(p~), soit

quasi-projectif.

p

*k*k
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