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CIERTAS PROPIEDADES DE LAS ECUACIONES

DIFERENCIALES COMPLEJAS
*CON COEFICIENTES POLINOMICOS

por

Lucimar NOVA Go

Introducclon,

El objeto de este artlculo es estudiar algunas pr~
piedades de los operadores diferenciales definidos
sobre diversos espacios de funciones por un polin~
mio diferencial de la forma

* Este artlculo contiene la primera parte del tr~
bajo presentado por el autor como requisito par-
cial para obt~ner el grade de M.S. en Matem&ticas
en la Universidad Nacional de Colombia, y fue efec
tuado bajo la dir~cci6n del Profesor Jairo A. Cha-
rris. Algunas aplicaciones de los resultados aqul
contenidos y que constituyen la segunda parte del
trabajo apareceran posteriormente en el "Boletln
de Matem&ticas"o
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p ( z,. a / a z ) = (0.1)

donde los Pk son polinomios de coeficientes com-
plejos. En 10 que sigue, denotaremos con ~[zJ al
anillo y al ~-espacio de los plinomios en z de
coeficientes en ~, Y con ~(z) a su cuerpo de
fracciones; 0 sea, al [-espacio de las funciones
racionales en z de coeficientes en ~. Si 0 es
un abierto de ~, denotaremos con 0(0) al ~-espa-
cio de las funciones holomorfas en 0 Y con O[z] a1
conjunto de las restricciones de 0 de los polino-
miosen (t[z]. Es claro que O[z]~O(O) yquela
aplicaci6n d~ restricci6n [[z] + O[z] es biyecti
va. El ~imbolo a/az representara al operador d1
ferencial

1a/az = 2 (a/ax - ia/dy)

el cual esta definido sobre cualquier clase de fun
ciones complejas parcialmente derivables y defini~
das en cualquier abiert9 n de ~ ak/azk repre-
sentara a su iteraci6n k-veces. Re.s;:ordemosque
sf f1 y f2 son, respectivamente, la parte real
y 1a parte imaginaria de f. entonces

= -- +
af
ay = + i

Si ff:.. 0(0) Y aE:" 0 , es claro que
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en donde f(k)(a) representa a la k-esima deriva-
da compleja de f
bargo, que ak/3zk

en a. Debe entenderse, sin em-
opera, en general, sobre una

clase mas amplia de funciones que la 0(0).

Si P(z, a/3z) esta dado por (0.1), denotaremos
sistematicamente con nk al grade del pOlinomio Pk'
cuando Pk 1 0 ; y si 0 es un abierto de r,n(Pk,n)
denotara el numero de ra!ces de Pk en 0, contadas
las multiplicidades. Simbolizaremos con P al op~
rador diferencial de 0(0) en 51 mismo definido por
P ( z , a / a z ).• Es decir,

n
Pf(z) = E Pk(z)

k=o
( 0 • 2 )

para toda f€:O(O) y toda zEll. Un resultado
que supondremos conocido
un abierto conexo de ¢
en donde H1eO, t) es el

es el siguiente: Si 0 eS
tal que dim Hl(O,~)=bl<oo
primer grupo de cohomolo-

g La de 0 de coeficientes en ([:,entonces P es un
operador de Fredholm, en el sentido de que satisface

dimt ker P < 00, dim~ coker P < 00, y,
ademas, de que es continuo cen imagen, ImP, cerra-
da en OeO) para la topologta de la convergencia

[4]). AdemAs, el indice de P:Ind P-compacta (v.
= dim ker P-dim coker P, esta dado por

( 0 • 3 )

Para una demostracion de este resultado, ~veanse
[1] 0 [3] • Notese que si 0 es simplemente conexo,
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se cumple que

Ind P = n - n(p ,n);n

si ademas todas las ralces de Pn estan en n,
( 0 • 4 )

(0.4) toma la forma

Ind P = n - nn

A 10 largo del texto introduciremos otras notacio
nes, a medida que surja la necesidad de ellas.

§ 1. Operadores sobre los pol inomios.

En esta seccion consideraremos un polinomio dife-
rencial

n
P(z, a/az) = r Pk(z) ak;azk ,

k=o

donde cada Pk
mio en a: [e] con

es el polinomio nulo 0 un polino-
grade nk• 5upondremos

Denotaremos con a: [z] al subespacio de
m

made por los polinomios de grade a 10 sumo

p #- o.n
a: [z] for

mo

5~a p el maximo de las diferencias nk - k
k = 0,1,2, ... ,n , Pk # 0, y sea

P : e [z] -I- e [zlm m m+p J
(10 1)

el operador diferencial definido por P(z,3/3z).
Claramente P es un operador con indice(*) y

m
es

5i E Y F son de dimension finita y L
es lineal, ,I+nd L = dim E - dim F.

E -I- F
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te indice es .
rnd P :: m + 1 - (m+p+1) = - pm (1. 2 )

entonces
e .,

ker pekeI' P para todo mom > m+1 POl" 10 tanto,
.....11m

m-"OO
ker

.
P

m

00 .:: U k e r- P 0

m
(1. 3)

m=o

POl' otra parte:

Lema 101. 5, P (C [zJ .....(C [z] esta dado comom m m+p
antes, existe mo tal que, para todo m ~ mo '

• C k ~c ok en P _ co er P "i y, par 10 t a nt o ,
m roT ...

11m
m-+oo

o

coker P
m

CD=um=mo
.

coker Pm (1. 4)

Demostracl6n: Para odo m ~ 0 consideremos 1a a
p1icaclon lineal

1JJm e [z]/Imm+p P -+ <r [z]m m+1+p
e

lIm Pm+1

obtenida de 1a inclusion pOl" paso a los coeientes.
Que 1jJ esta definida es claro, puesto que

m
Tm ~ C Im ~ • 0 Verifiear la afirmaci6n equivalem ~ m+l
a verifiear que ~ es inyectiva para todo m

'm
sufieientemente grande~ o~ 10 que es 10 mismo, que
para m 10 suficiente grande,

e

1m P
m

r ] •
:: ~ LZ nErn P l'm+p m+ (1. 5 )

En tal caso, coke
~
P

m puede considerarse como un

17



.
subespacio de coker P 10 Como evidentementem+
1m P ~ IC [e] n Lm P l' basta demostrar quem m+p m+. .
CC [z]n lm Pie Lm P 0 Seanm+p - m+ - m.
g C z ) = Pm.t1 ( f( z ) ) f: e [z] 0m+p

m+1 [ Jz donde r (z ) E:" (t z
m

f(z)~CC .1[z]mT
Escribamos fez) =

y

o Entonces

P (b zm+l):::m+l m+1

::: bm+l

donde q(z) tiene grade a 10 mas m+p y donde los
ak estan en CC,
condic.lon de que

con ak independiente de mo La
g(z)C ~ rlzlimplica quem+p .1

bm+l
(m+1)~

(m+l-k)~

Sea 1. el maximo de los k tales que ak # 0

nk-k - po Si 1. ::: 0, as claro que b :: 00m+l
pongamos entonces que .e. ~ 1 Y veamos que

y

Su-

11m .I I a
k

m-+OO In -k=p
k

En efecto

(m+l)~ I(m+l-k)~ :::+ 00

(m+l)~ I> I I (m+l)!
(rn + 1- k )! " ai (rn + 1-1. ) ~

I lakl
TIk-k=p

k<[
(m+l-k)~

m+l)~ (m+l):
m+1-1.)
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L I ak I
nl<-l<=p

l«l

(m+1-l) ~ }
(m+1-k) ~ e

Como evidentemente

11m
m+oo

I lakl
nk~k:=p

k<l

rn+1-l)!
(mi.1-k)! = 0

el termino de la derecha tiende a +00 cuando m+oov

Sa deduce que sf m es 10 suficientemente grande~

g(z)CIm
.
P 5m y al lema

r c c rd. De estom - ,

ueda demost ado.
bm+1::: 0" de 10 c u a L,

Teorema 1010 Sea P ~ e [z] e [z] el operador de-.
finido par p(z,a/az)o Entonces P es un operador
con fndice y este fndice es

o

Ind P "- - m a x
o~k~n

n -k)
k

Demostraeion. Sea p = m a x (nk-k) y para cada
o~k~n

m ~ a sea P : It [»] -I> e [e] el operador (101)m m m+p
La sucesion exacta

o -+ karP ,--P ~ [zJ ~,tL [z] -I> cok er P -I> a

es evidenteme te la sucesi6n lmOte inductivo de
las sucesiones exactas

"o -+ ker Pm

p
m

~m[z] -I>

.
~ [zJ -I> coker P + 0,m+p rn

pues es claro que
.
p = lim

.
p

m Ahora~ S1
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P :0 ( () -+ 0 ( ¢ ) es e1 operador sobre OCt) defi
nido por p(z,a/dz), P es un operador con indi-

o . 0

ceo Como ker P C ker P 1 C ker P, existen Po ym- m+ -
mo tales que

o .

dim ker P = Pom

para todo m ~ mo. Ademas,
00

o

ker P = 11m ker Pm = u e

ker Pmm-+oo m=o

Por 10 tanto
.

dim ker P = Po

Es claro tambien que
o

dim coker P = Po + Pm

para m ~ mo'
de de modo que

Tomemos mo 10 suficientemente gran

00. 0 U e

coker P = lim coker P = coker Pm mm-+oo m=mo
Se deduce que

.
dim coker P = Po + P

o

de 10 cual P es un operador con fndice y este
indice es

o

Ind P = Po - (Po + p) = - P 0

E1 teorema esta demostradoo

Nota: Bajo1a hip6tesis del teorema, es d1aro que
si n es un abierto conexo, no vacfo de C y n[z]
es e1 conjunto de las restricciones a n de los po-
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linomios en e [zJ. P,
de Q [z] en sl mismo,
este indice es aun

considerado como un operador
es un operador con fndice y

-m a x (n k - k L
os ks n

Definicion: Sean 0. un abierto conexo de c y
n

ak/azl<p(z, 3/dZ) = r Pk.( z )
k=o

n polinomio diferencial, Diremos que P(Z,d/dZ) es
normal sobre n, si todas las raices de p (z) en [

n
es~in contenidas en Q y si. adem& m; x (nk-k):n-n.

o~k~n - n
En tal caso dOremos tambien que eloper dor p:O(n)~

~ Oen) de fin ida par P(Z.~/dZ) es normal,

Teorema 1.2. Sea n un abierto conexo de ~ con
b
i

;:;dim (H1(n~«:»<ooo Sea p~OUn/n[z] on-n/n[z]
el operador obtenldo de P z98/~z) por paso a los
cocienteso Entonce3 P es un opero.dor con fnd1ee y
es t e fndice e s

rnd ~ = n(1-b1)-~(Pn.n)+m&x (Dk-k)
o~k~n

(10 7)

Aquf, n(P .n)es~ contadas las multiplicidades, el
n

numero de ceros de p en no-n

pemostracl6n. E' claro que pesta bien definido,
pues PW[z])~ n[iJ. Sean G , 1s ~-. respectivamen

los complejos de cocadenas 0 n [z] p n [z] ~ 0,te. ~ ~
-

Oen) P Oen) Oen)/n[z} P O(n)/n[z] ~ 000 -+ -r -+- 0 Y 0 ~ ~

La conmutatividad del diagrama
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0 0 0
1- 4- 1-

o -+ n [z] -+ O(n) -+ O(n)/n[z] -+ 0. ,;,p4-P 4-P

o -+ n [z] -+ O(n) -+ o(rn In [z] -+ 0
.. .. 4-
0 0 0

en e1 cual las aplicaciones no nombradas son las
natura1es9 indica que se tiene una sucesi6n exac-
ta de complejos de cocadenas

o -+ o ,

La sucesion exacta de cohomologfa correspondien~
te e s evidentemente (vo [5]),. ~O-+ker P-+ker P~ker P-+coker P+coker P-+coker P+O~

e deduce inmediatamente que ker P y coker P
@

son de dimension finita, y que Ind P - Ind P +.
+ Ind P = 0, Como Ind P :::: -max (nk-k) e Ind P ~

= n(1-b1) - n(Pn,n). e1 teorema esti demostrado.

Co r o le r io , 5i el operador P es normal, entonces
Ind P ::::- nb1

5i ademas n es simplemente conexo~ entonces,
(10 8)

Ind P ::00

Si n es simp1emente conexo. se puede decir maso Ne
cesitaremos antes del siguiente Lema~

Lema 1,20 Bajo las hipotesis del teorema 1,2, si n
es simplemente conexo, P:O<Sl)/n[z] -+ O(n)/nLz]
22



es sobrejectivo. Es decir, coker P = 0 .

Demostraclon. Claramente

rm P ::: Tm P + n~
n [z]

Por otra parte~ P es un operador con indice. POI"

10 tanto~
deduce que

c

:: Im P + N, donde dim N < 00 • Se

Tm P '" Tm P + N
r J'n l.z

Pero P es un operador de Fredholm. POI" 10 tan-
to, Tm P e Tm P + N son cer ados en O(n)o Pero
Lm P + N';;' nIz] y n e s simplemente c on exo , Del
t eor-ema de Runge (v , [2J,) Capo I) s e deduce enton-

es que 1m P + N ~ O(S1), Y9 de esto, la afirma-
o .PCiano

Teorema 1030 Sea n un abierto simplemente conexo
de ~ 0 las proposiciones siguientes son equivale~
tes:
(1) P es normal.
(2) ker P ::: 0"

(3) La cohomologfa del complejo

o + 0 un /n [e] ~ 0 un In [z] + 0

es nu la .
(4) Si g' cr[z] s toda sol uci on holomorfa en n de 1a
ecuacion Pf '"g e s un p o l tnomt o ,

Demostraci6n~ (i) lmp l Lca (2)6 Debido a que Pes
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normaly a que n es simplemente conexot se sigue
que Ind P = 0 y que coker P = o. POl' 10 tanto
ker P = o.
(2) Imp! lea (3): Como ker P = 0 y n es simple-
mente conexo, coker P = 0, asi que la cohomolo-
gfa del complejo

o -+ O(n)/n[z] g, O(n)/n[z] -+ 0

es nula
(3) impi lea (4): Sean Pf:::: g y gC (I:[z] 0 Enton-
ces Pf = 0, de 10 cual fC ker P. Pero la coho
mologfa del complejo

e s nuLa . POl' 10 tanto f:; OJ e s d ec Lr , ff'. ~ [z] ft

(4) l mp l l ca (n: La c ondLc i S'n (4) implica que
ker P = 00 Teniendo en cuenta que n as simplemE~
te conexo. sa deduce que Iod P = 00 POl" 10 tanto>
max (nk-i<) = n(p on) - no Si f uer-a n '# n(P ,rl) "n' n n·
ne esariamente n (P ,rn-n <: n -n ~ max (nk-k) .10n n
cual es absurdo. POl' 10 tanto, n = n(p ~n)on n

Corolario. 51 n es
mal t toda soluc1on
homogenea Pf = 0

simplemente conexo y
holomorfa en n de la
es un polinomio.

P es nor-
ecuacion
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§ 2. ~adores sabre las funclones raclonaleso

En este capltul0 consoderarernos n evamente un po-
lOnomio diferencial

n
P(z9~/~z) ~ r Pk(z)~k/a k

k=o

donde cada Pk es
mLo en (C [zJ con
que Po # O. Si
Ei deootaremos con

al polinomio nulo 0 un pol:n -
grade nk" Supondremos ademas
A e un subc njunto fin ito de

RCA) a1 sube pacio de ~(z)
de las func'ones rac'onales con polos a 10 mas en
A. Escribiremos tambien R(a) ::;R({a}). Estudiare
mo s pl"imero eL case de os op er-ador-es di er-en c La »

les P ~ RCa) ~ R(a) definidos pOl' (zia/~z), Es
obviamente suficiente estudiar el caso a::; o. Si

denotaremos con R(-Yn, m") (0) a1 sub-
k

z 9espacio de RCO) genera do pOl' las funciones
-m ~ k ~ rn", Sean p:; max {(nk-k) !Pk f. o}

q ~ m1n {nCPk90)-k!Pk ¢ o} 0 Aqu1 n(Pk'O)
y

es

el orden del cere que Pk tiene en ° ,
k ~ 0,1,0,0,'11 Y Pk 1- 00 Sea

para

el operador dlferencial definido pOl' p(z~araz)o-C1ararnente P es un operador can !ndicei dado
m

por
-rnd P ::;m+(m+l) - (rn-Q+rn+p+l) = -(p-q).rn ( 2 • 2)
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Ademas, puesto que P = p Im m+l R(_m,m)(O) , enton-

ces ker P C ker P m+l" Por 10 tanto,m-
oc

11m ker P = U ker Pm mm+oo m=o
por otra parte:

(2 ,3 )

Lema 2.1 Con los P dados como antes, existe mom .".
tal que S1 m ~ rno entonces coker P C coker P l'm - m+
Por 10 tanto

11m coker P
m

00

= u coker P
m

( 2 , 4 )

Demostracion; Comenzaremos por demostrar que para
todo m 10 suficientemente grande,

.".

Lm P = Lrn P n R (0)m m+l (-m+q,m+p) ( 2 ,5 )

Como la otra inclusion es evidente, basta demos-
trar que 1m P lnR( )(0) C Lm Pm+ -m+q,m+p - m

Sean entonces _ f€:R(_m_l,m+l) (0) y
- .

g - P fE: R (0) Escribamos- m+l (-m+q,m+P1 •
fez) = s I z ) + r-I z ) , donde s Cz ) r: r-I z ) son,

resp~ctivamente, la parte singular y la parte re-
gular de f. La demostracion del Lema 1.1 asegu-
ra que, para m suficientemente grande, r(z) es
un polinomio de grade a 10 sumo m, Supongamos
que

m+1
s(z) = r b

kk=l
-kz

Entonces
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v kP (s(z» = b { L (-1)mt-1 mt-l
J")(p O)-k=qk' ,

(m+k); z(m+l-q) } ~ (z )m ; ':Ik t-

donde los
m-q. Sea

akE:: a: y

t el maximo
" 1s( - ) tiene grado a 10 sumoz

de los k tales que ak i 0
y J")(Pk,O)-k = q. Si t = 0, es claro que
b 1 = O. Supongamos 1 ~ 1. Veamos quem+

lim = +00.
m-+oo

Pero
L (_l)k

J")(Pk,O)-k=q

(m+k)~
m!

(m+1 ) !
m! { la11-I lakl

T)(Pk,O)-k=q
k<1

(m+k)!
(m+1)! }

Como evidentemente

1iml lakl
m...."" T)(Pk,O)-k=q

k<!

(m+k)!
(m+f)! = °

el termino de la derecha .tiende a +"" cuando m....oo.

Se deduce que si m es 10 suficientemente grande
entonees b = ° de 10 eualm+1
esto, -g ( Lm P •

m Esto demuestra la igualdad (2.5).
- -La aplicacion ~ : coker P -+ Coker P 1 ~ obte-m m m+

nida de la inclusion
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R (0) .... R (0)(-m+q,m+p) (-m-1+q,m+p+1)

por paso a los cociente , es entonces inyectivao
El lema queda dem strado.

rvTeorema 201. Sea P g RCo) R(o) el operador de~
finido por P(Z,d!dZ) sobre las funciones raciona
les complejas con polos a 10 sumo en 0, Entonces
P es un operador con lndice y este 1ndice es

Ind P ~ -( max (nk-k) - mfn (n(Pk90)-k»~ (206)
o~k~n o~k~n

donde el maximo y el mfnimo se toman sabre los
p .,.00

Demos raelono Como antes9 sean p~max{(nk-k)lpk#O}9
q ::: m In ] n(Pk,O)-k) !p. ¢O}, y para c a da m ~ 0 sea

-Pm R(~m,m)(O) RC_m+q,n-tp)(O)
~ 7-

o Es claro que P ~ 11m Pm

el operadoI'

y que 1a Stlce-

sian exacta
-° + ker P + R(o) ~ R(o) + coker P + 0

es'la sucesion 1fmite inductiva de las sucesiones
exactas -Pm

+ RC_m9m)(0) + R(_m+q,m+p)(O) +

-+ coker P + 00
m

Si P:O(~ -{oJ) + O(~ -{oJ) es el operador sobre
O(~ -{oJ) definido por P(Z9d/dZ), P es un ope-
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rador con indice, Como ker Pm __ker Pm+1 __ker P,
existen p~ y mo tales que

dim ker P = Pom

para to d o m ~ mo Ademas
-lo, 00

ker P :; lim ker P = ker Pm-+oo m " ..• ' mm=o
Y7Por 10 tanto~

dim ker P '" Po .
Es c La r-o tambien que

dim coker P ::: Po + (p~q)m'
Como ademas

00-coker P ""1J.m coker P
mO+OO rn

coker Pm

se deduce que

dim coker P = Po + (p-q)

de 10 cual P as un operador con indice y este 2ndi
ce as -Ind P ::: Po - (po+ (p-q)) = - (p-q),

£1 teorema esta demostrado,

"lot,'1I 1, La afi:::'!"aciondel teorema es valida con
en 1ugar d. e R ( 0 ), cua1qui era sea a e- C.

Nota 2. De 1 mi rna manera que antes, si n es un
sb Le r t o con exo de ~, o.c::.n, y Ro(n) es el
~onjunto de las restricciones a n de las funciones
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racionales con polos a 10 mas en 0, P, considerado

dor con este indice vale ~ '"maxo~k~n
c'er-to con

como un operador de Ro(n) e.

mLr (n(p. ,O)-k) L Lo mi s mo es
o.s ksn xRa'nl, conjunto de las restricciones a n de las

f t nciones r-ac Lo na Le s con p o Lo s a 10 sumo en a en"

En 10 que sigue" usaremos e1 siguiente lema bien
conocido,

Lema 2020 Sea fE::M
A

(S1); donde MAnn e s el e s o a c t o
de las funciones meromorfas en S1 con POIOS a 10 su
rna en A, A = {a1,a2~000>an }. Entonces f(z) se
escribe, de manera unica. en la forma

fez)

donde gf: oun, aJ'kE:.<C y a'k ~ 0 salvo para un
Jnumero finito de indices]o S1 ademas f es racio'

nal, entonces g(z) es un polinomioo

CaTolario 10: La aplicac10n
n

~: ® Ma (n) ~ MACS1),
k~1 k

dada por

y 1a
, \.f>:
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dada pot'

son ambas sobreyectivas.

Demostracion: Dada f~ MACQ) tenemos, de a c u e r-d o

con el lema 2.2, que

fez) :::g(z) + .,
(z-a )"n

con g € oun y los ajk€:. (Co Basta entonces tamar

n(a1)
L

., :;;;'1
J -

y

para

para tenet' que \~(f1,o.03fn) =: f , Igualmente se

demuestra que ~ es sobreyectivao

Demostracl5n: Sea

la aplicacfon obtenida de la inclusion pOl" paso a

los cocienteso Es claro que W es inyectivaj pues

sf f", g£O(S"2) Y f-gCRA(S"2)~ entonces f-gE:~[zJ;

e s d e c Lr , f+~[zJ::: g+it[z] ; y ljJ es s ob r-e y e c t Lva ,

pu e s s I , f€:MA(S"2) t e n e mos , de acuerdo con el le-
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rna ,2.2, que
n

, f (z) = g (z) +

con g£OUn, de 10 cual fez) + RA(n) = g I z ) +

RA(S'2) 0 Por 10 tanto, 1/J(g(z) + «:[z]):f(z) + RA«(2).

Teorema 202. Sean A ~{a1,a2~ooo~an} y
~ : RA<n) 4, RA«(2) el eperador definido per
p(z,a/az) sobre las funcienes racionales en n con-polos a 10 sumo en Ao EntoncesP es un operador
con fndice y este {ndice es

n
Ind P = -rnax(nk-k) + r mfn(n(Pk,a.)-k)~

j=1 J

donde el maximo y el minimo se toman sobre los
Pk ~ o ,

Demostracoon: Procederemos por induccion sabre no
Para n = 1, es el teorema 201. Supongamos el te~
rema valida para AI = {ai~a29000ian_1}. Conside~
remos los complejos & :0 + E[z] l €(z] + 0,
J' ': o-+~, «(2 +Ra (n) S. RA, «(2)+ Ra (n) + 0 Y

, n n

'I, .o .

- -donde Q = Po ~ P ,n
nera obviao

y -Pn dados de la ma-

De la conmutatividad del diagrama
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0 0 0
+ T + 'f +o -+- cr [s] -+- RA,Un (f) R (0) -+- RA(O) -+- 0

a n

+P +Q +P
cr [z ] T

(O)~RA(O)o -+ -+ RA,(O) G?> R -+- 0
a

,
n

+
o

+
o

+
o

en el cual T(p(Z)) = (p(z)), p(z)), se deduce
la exactitud de'la su ce s Lo n de complejos de cocade
nas

La correspondiente sucesion exacta de cohomologia
e s

0-+ ker P -+ker Q ker P -+coker P-+coker Q-+coker P-+O

de la cual se deduce que ker ~ y coRer ~ son de di
mens ion fin ita y que rnd P - rnd Q + rnd p = 0,

POI" la hipotesis de indurcion y pOl" el teorema 2.1,
n-

'rnd Q = - max(nk-k) + E min (Il(Pk,aj)-J<) -j=l .
rnax(nk-k) + m1n( (Pk,an)-kL Como rnd p = -
- max (n -k) el'teorema esta demostrado,

k '
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§30peradores sobre las Funciones Meromorfas.

En esta seccion consideraremos los operadores deff
nidos por el polinomio diferencial p(z,a/az) 50-

bre las funci6nes rnerornorfas en un abierto conexo
n de (C, con polos en a 10 mas un subconjunto fin!
to A de n. Si 0 E: Q ~ denotarernos con Ro (n) al
espacio de las restricciones a n de las func10nes
racionales con polos a 10 rn's en 0, con Mo(n) 'al
de las funciones merornor-fas en neon polos a 10
rn~s en· 0 y con MA(n) a las funciones meromor
fas en n con polos a 10 mas en A. Adem's

ATeorema 3.1. Sean A = {a1ia2, •.• ~ar} y P : MA(Q)
~ MA(n) el operador obtenido de P(zi3/3z) sabre
las funciones meromorfas en n con po10s a 10 sumo

Aen A. Entonces P es un operador con fndice y es
te fndice es

r
Ind P ~ n(1-b1)-n(Pnin) + r min (n(PkiaJ.)-k).

j=1

E1 minima se ha tornado sobre los Pk # D.

Demostraci6n. Si
Aes elop~rador obtenido de P por paso a los co-'

cientes,del corolario 2 del lema 2.2. tenemos que
MA(n)/RA(Q) es isomorfo a O(n)/~[z] Por 10
tanto, P_ es un operador con indice y este indice

A

es I~d P = Ind ~ = n(1-b1) - n(PniQ)+ mAx (nk-k)
, o.s:k~n
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(Teo.ema 102)0 Sean 0, J4 y, respectivamente,
Plos compleios 0 ~ RA(n) ~ RA(n) + 0 ,

o -+ MA(n) f MA(2) -+ 0 s 0+ o(n)/~[z] !;. O(O)/<r[z]+o

La conmutatividad del diagrama

a 0 0

'"
+

'"0 + RACSi) -+ MA(O) -+ o(n)/~lz] -+ 0

'" +P+P +P

0 -+ RACQ) MACQ) + oun/~[z] -+ 0

4- + f

0 0 0

asegura que la sucesion de complejos

es exacta. La sucesion exacta de cohomologia co-
rrespondiente es

O-+ker P+ker P+ke P+coker P~coker P-+coker P+O

Se concluye que ke
sian finita y que

" "P Y coker P son de dimen-
"Ind P - Ind P + Ind P = 00

Como
,..,

Ind P ~ (nk-k) + £ min (n(Pk9aJO)-k)
]=1

n(p 9n) + mfix (nk-k), el teo
n .e Ind

rema queda demostradoo

Teorema 3020 Sean Q un abierto slmplemente conexo
de ~~ A un subconjunto finito de n Y P:O(Q-A)/RA(n)
+ O(~-A)IRA(~) el operador obtenido de P(Z,3/dZ)=
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m
= L

k=o
ces P

k kPk(z)a /3z por paso a los cocientes. Enton
es sobreyectivo.

Demostracion. Claramente 1m P =

Como P RA(n) -+ RA(~) es un opera dol" con indice,
entonces RA(n) = 1m P + N, don de dim N < 00. Se de
duce que 1m P N+1m P = RA(O)

Pero P es un operador de Fredholm. POI" 10 tanto,
1m P e Im P + N son cerrados en O(n-A). Pero
1m P + N2RA(n). POI" el Teorema de Runge (0 [2J,
Cap I), y dado que g es simplemente conexo, se de-
duce entonces qu e Lrn- P + N

tra la afirmacion.
2: O(n-A). Esto demues

Teorema 3.3. Sean n un abierto simplemente conexo
de t, A un subconjunt~ finito de 0 y p:O(n-A)/MA(n)
-+ O(n-A)/MA(n) el operador obtenido de p(Z,a/dZ) =

m k'k= r P
k
(z)3 /dZ por pa~o a los cocientes. Enton~

k=o_ ..ces P es sobreyectivo.
.0 em 0 s t rae i6 n . Claramente 1m P =

1m P + .....MA(n)
MA(n)

'"Como P MA(n)· ...... MA (n) es un operador con 5. n d Lc e,
A

entonces MA(n) = 1m P + S, donde dim S < 00 . Se de
duce que 1m P S1m P +

MA an
Pero P es un operador de fredholm. Par 10 tanto,
1m P e 1m P + S son cerrados en O(n-A). Pero
1m P+s2MA(n).:?RA(n). POl" el Teorema de Runge, y
dado que n es simplemente conexo, e concluye que
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1m P+S = O(n-A). Esto demuestra la afirmacion.
m k

Definicion. Sea P = E Pk(z) ~k un operador dife
k=o dZ

rencial con caeficientes en a:[zJ, con Pm -;.a y de
finido en el abierto simplemente conexo n de [.
Se dice que un punta a de n es un punta singular
regular de P si

m - n(Pm,a) + min (n(Pk,a)-k) = a

Teorema 3.4. Seann un abierto simp1emente conexo
m k kde C, a'E.n, .'1 P(Z,d/dZ) = L Pk(Z)d !3z un po1i-

k=o
nomio diferencial. Entonces aE: n es un punta sin-
gular regular d e P sf, y solo si, dada g€.M (n)~to. a -
da soluci6n en O(n-{a}) de 1a ecuaci6n Pf = g es
una funci6n meromorfa con po1os a 10 sumo en a.

,oemostracion. (1) Supongamos que a es un punta
singular regular de P, es decir,
+ min (n(Pk,a) - k) = o. Podemos
IDe la conmutatividad del diagrama:

que m-n(p ,a) +m
suponer a = o.

a 0 a
i- f

f
t-

o -+ Mo(n) i o(n-{o}) o(n-{o})!Mo(n) -+ a
'" fPi-P +P

Mo(n) i O(n-{o}) If O(n-{o})/Mo(n)a -+ -+ -+
-+ °

i- f i-
0 a °

en el cua1 i es 1a inyeccion canonica y ~ 1a so-
breyeccion canonica, se deduce que 1a sucesion de
complejos

-+ a
donde ,5, son, respectivamente

o o(n-{a}) ~ o(n-{a})
Ii
-+ o(n-{o})/Mo(n) -+ 0, es

a -+ Mo(n) ~
-+ a y o-+O(rl-Mo(n) -+ 0,

{a})!Mo(n) exacta. La co
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rrespondiente suces~on exacta de cohomologia es
'" .' - " .... -o ~ kerP -+ kerP -+ kerP -+ cokerP -+ cokerP -+ cokerP -+ 0

Por 10 tanto, ker P y coker P son de dimension fi-
nita y, adem's, Ina. P - Ind P + Ind P = O. Como

A

Ind P = m-n(Pm,O)+~!n (n(Pk,O)-k) e Ind P =
- n(p ,O-{O}), entonces rnd P = -

m )'
+ n Ip ,O-{O})+ nCp ,o)-m-mlnm m
n(Pm'O)+ min (n(Pk,O)-k) = o.
yectivo, entonces ker P = o. Por 10 tanto,

n(p ,n-{o}) +
m

(n(Pk,O)-k) = - (m -
Como P es sobre-

si
f€O(O-{O}) es solucion de la ecuacion Pf = g,

(2) Supongamos ahora que dada g E- Mo (n), s i
fE: O(O-{O}) 'e S so Lu c Lo n de la ecua c i Sn Pf = g
enton c e s - f E: M 0 '( n ) . £s decir que ker P = O. Como
P es sobre, esto implica que rnd P = 0, 0 sea,que

o = rnd P = -(m-n(Pm'O) + min (n(Pk,O)-k) )~

Por 10 tanto, 0 es un punta singular regular de P.
£1 teorema esta demostrado.

m k k kCorolario 1. Sea p(z,3Jaz) = t a
k

Z 3 /3z ,
k=oak<:::~' Entonces, si g€Mo(O) y\ f E.040-{0}) es sQ.

lu i6n de la ecuaci6n Pf = s • t amb le n fE:Mo(O).

Demostracion. Basta ver que 0 es un punta sing~
lar regular de P. Pero esto es claro, pues

Corolario.2. 5i 0 es simplemente conexo y a€:O
es un punto singular regular de p(z,a/az) , toda
soluci6n holomorfa en O-{a} de la ecuacion homo
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genea Pf = 0 es meromorfa en n con-todos sus PQ
los en a.

Teorema 3\5. Sean n un abierto simp1emente cone~l.o
. m k kde e , aE.n , P(z,Cl/Clz) = k~oPk(z)a /az P nJr-

mal. E n ton c eS a c n e sun pun to 5 1n9 u 1a r reg u 11a r
de P s t Y s610 s t • dada gC R (n)t toda so luc t dna
ho10morfa en n-{a) de la ecuac16n Pf = g es Jna
funcion racional con polos a 10 sumo en a.

Demostracion. Podernos considerar unicarnente el ca-
I

so a = '0.

(1) Supongarnos que 0 es un punta singular regu-
lar de P. De la conrnutatividad del diagrama

0 0 0
i- {. +

0 Ro(n) i O(n-{o}) t O(n-{o})/Ro(n) 0-+- -+- -+

,..,
i-P+P i-P

0 -+-Ro(n) 1. OU2-{O}) ! O(n-{O})/Ro(n) -+- 0

+ i- 4-

0 0 0

se deduce que la sucesion de cornpleios

0 -+-~' -+-~; --+-, I -+- 0

donde t?,', CIJ'," son, respectivamente, 0 -+- RoUn
¥ Ro(n) -+- 0, 0 -+-O(n-{o}) t O(n-{o}).-+- 0 y

IT"o -+-O(n-{O})/Ro(n) -+- O(n-{o})/Ro(n) -+ 0 , es exac
tao La sucesion exacta de cohomologia correspon-
diente es
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0-+ kerP -+kerP -+k,erP -+cokerP -+cokerP -+cokerP -+0,

de donde obtenemos que ker P y coker P son de di-mens ion fin ita y que rnd P - rnd P + rnd P = 0 •
Como P es normal, rnd P = m-n(p .n) +m
min(n(Pk.O)-k), rnd P = -n(Pm,n-{o}) y 0 es un
punta singular regular de P, tenemos que rnd P = O.
Pero P es sobreyectivo; por 10 tanto. ker P = 0,
as! que si fE. OU2-{O}) es s o Lu c Lo n de Pf = g,
con g E Ro(n). necesariamente f ~ Ro (n).

(2) Supongamos que toda solucion en O(n-{o}) de
la e cua c i o n Pf = g. con g E Ro (n), es racional
can palos a 10 mas en O. Es decir que ker P = O.
Como V es sobreyeciivo y P es normal, esto im-

plica que-
Ln d P = 0 = -n(p .n-{o}) - m+n (p In) -m m

o sea. que 0 es un punto, singular regular de P.
El teorema esta demostrado.

m
Sea p(t.a;az) = L ak zkak;azk ,

k=o
En t o nc es , si gf: Ro(n). toda soluci6n en O(n-{o})

de Pf = g es una funci6n raciona1, con po10s a 10
sumo en o.

Corolario.

Demostracion. Basta ver que 0 es un punto singu-
lar regular de P. Perot dado que P es normal.
m-n(Pm' 0) + min (n(Pk,O)-k) = O.
ta demostrado.

E1 corolario es
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Teorema 3.6. Sean n un abierto simp1emente conexo
m k kde ~, aE:rI:! P(Z:!d;dZ) = L Pk(Z)d /'dz si a

k=o
es un punto singular regular de P y toda soluci6n
en O(rI-{a}) de Pf = g con g£R(rI), es raciona1a
en r2 con po10s a 10 sumo en a, entonces P es
norma 1 .

Demostracion. Supongamos que a = o. De la conmuta
tividad del diagrama:

0 0 0
.j. i .j. 'P .j.

o -to- Ro(r2) ... O(r2-{O}) ... O(r2-{O})/Ro(rI) ... 0

- .j.p.j.p .j.p

Ro(rI) i O(r2-{O}) ~ O(rI-{O})/Ro(r2) 00 ... ... ...
.j. .j. .j.

0 0 0

sededuce que la sucesion de complejos

donde Gi,_~i, ~i son:! respectivamente
o ... Ro(r2) ~ Ro(r2) ...0, 0'" O(r2-{O}) ~ O(r2-{O})"'O

yO'" O(rI-{6})/R~(n) ! O(rI-{O})/Ro(r2) ...0, es
exacta. La correspondiente sucesion exacta de co
homologia es

0'" kerP ...kerP ...kerP ...cok er-P...cokerP ...cokerP ...0 ,

de la cual se deduce que Ind P - Ind P + Ind P = 0.
Como Ind P = 0, Ind P = - max (nk-k) + min(n(Pk'
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O)-k) Y Ind P = -n(p ,n-{o}),
m tenemos que

Como 0 es un punto singular regular de P,

as! que

o sea que
- max (nk-k) + n(Pm,n)-m = 0

Si fuera n > n(p ,n), se tendrla quem m

n -m ~ -n +m+n - m = 0 ,m -.;: m m

10 eual es absurdo.
y max(nk-k) = nm-m ,
normal.,

Por 10 tanto$ n
m

en consecuencia,

Teorema 3.7."Sean n un ab1erto s1mplemente conexo
de ~ y A un sub co nj un to de n con n e lemen to s , for~
madopor'~untos s1ngulares regu~ares de P(Z93/3z)=

m . k k= L PkCz)3 /3z • 51 P es normal, tenemos:
k=o

(1) 51 Pf = g, fE Ocn- A) y s c MAcn)9 entonces
f£MA(n).

(2) 51 Pf = s , r c OCr2- A) Y gE RA(r2)$ entonces
fE:RAcn).

(3) 51 Pf ::::0 y fE. OCr2- A),' entonces f€ RAcn).
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Demostraciono (1) De la conmutatividad del diagrama

0 0 0
i- i f 'P +

0 ~ MA un ~ OU~-A) ~ OU1-A)/MAun -+ 0

'"fp tP tP
M

A
U~) i

O(r~-A) 'f
O(r~-A)/MAun0 -+ -+ -+ -+ 0

t t 1-
0 0 0

se sigue la exact dt ud de la sucesion de compleios
(.; or e

0 -+ ~ -+ :1' -+ (I -+ 0

donde &: 9 ~r'~ ;;

MAUn -+ O~ 0 -+

f 0 (c- A ) !M A (S'l )

son, respectivamente~
POCQ-A) ~ Ocn-A) -+ 0, 0

~o -+MAUn -+

~ O(r2-A)/MAnn
-+ 0 0

La sucesion exa ta de cohomologia correspondiente
es~

'" _ A
0-+ ker-P-+ kerP -+ ker-P-+ cok er-P-+ coker-P-+ cok erp -+ 0

de dande se deduce que ker P y coker P son de di-
A

mensi6n fin ita y que Ind P - Ind P + Ind P = o.
A n

Como Ind P ~ m~n(Pm,n)+ L mfnCn Pk90,)-k) y
j::; 1 ,)

rnd p ~ -n(Pmsrl-A)+m(1-n) ~ y como cada aj £ A es
un punto singular regular de P, entoncesi para cada
1 ~ j ~ n, m-n(Pm~aj)+mln(n(Pk,aj)-k) = 00 Luego

~ [m-n(p ,ao)+mln (n(Pk,ao)-k)] = 0, 0 sea0~1 m J JJ- n
mn-n(p ,A) + L mln(n(Pk~ao)-k) = 00 POI' 10 tanto

m ]=1 J

;, Ind P = 0 y, como P es sobreyectivo, ker P = 00
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,
La primera parte del teorema esta demostrada.

( 2 ) De la conmutatividad del diagrama
0 0 0
.J- .J-

If'
.J-

RA U1) i OCQ-A) OCQ-A)/RACQ)0 ~ ~ ~ ~ 0

,~ .J-p.J-P .J-P

RACQ) i OCQ-A) If' OCQ-A)/RACQ)0 ~ ~ ~ 0
.'

.J- .J- .J-
0 0 0

se sigue la exactitud de la sucesion de complejos

donde ~
G , cr-,
.: , .r

~ 0 , 0 ~

9' son, respectivamente,
. P

OCQ-A) ~ OCQ-A) ~ 0, y

<XQ-A)/RACQ) ~ o.

-
O~RACQ)!

o~ OCQ-A)/

La suc:sien exacta de cohomologia correspondiente
es - -o ~ k e r-P -+ kerP -+ kerP -+: cokerP -+ cokerP ....cokerP -+ 0,-

la cual implica que ker P y coker P son de dimen
-sien fin ita e Ind P - Ind P + Ind p = 00 Como P_ n

es normal, Ind P = m-nCp ,Q)+ ~ mfnCnCPk,a.)-k) e
m • 1 JJ =

Ind P = mC1-n)-nCp ,Q-A). Como para cada j,m

m-n{p ,a.)+minCnCPk,a.)-k) = 0, entoncesm J J
n
~ [m-nCp ,a.) + min CnCPk,a.)-k)] = 0, 0 sea,j=l m J J
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n
nm-n(p ,A) + r.m i.=.1
cuencia, Ind P =

min(n(Pk,aj)-k) =0. En conse-

o y, como. P es sobreyectivo,
entonces ker P = o. La segunda parte del teore~
rna esta demostrada.

(3) Es un caso particular de (2), considerando
g :: O.

§ 4 Algunas conslderaclones sobre la Ecuaclon de
Euler:

En este c?p1tulo consideraremos un pOlinomio dife-
m k k krencial de la forma p(z,a/az) = k~o qk(z)z a IdZ ,

donde los qk(z) son polinomios compleios. Denot~
remos con c(k,j) a la expresion (_1)k (j+k-1)!(j-1)!
k = 0,1,2, ••.• ,m y j ~ 1. Sea x ~ 1 un nti m er o
natural fijo.

m
mio k~o qk(z)

Con p.(z) denotaremos al polinol
J •

c(k,j) .zr-J, 1 ~ j ~ r, y con p.(z)
J

a la clase de p.(z) en a [z]/(zr). Llamaremos
J

ank al termino constante del polinomio qk(z), En
el analisis del polinomio diferencial p(Z,a/dZ) =

m k k k .~ r a z a laz , denotaremos con c. a la expr~
k=o k Jm

r ak c(k,j),
k=o

presion

m
Teo~ema 4.1. Sea p(Z,a/dZ) = r qk(z)

k=o
las proposiciones siguientesIEntonces,

lentes:
-s 0 n e qui va -

(I) Para todo r ~ 1, el sistema {P1(z}, .•. ,Pr(z)}
de ~[zJ/(zr) es linealmente independiente sobre ~.
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(2) Cualquiera que sea g, holomorfa en S6, toda
soluci6n meromorfa en n de la ecuaci6n Pf ~ g
con polos a 10 sumo en 0, es holomorfa en n.
Demostrac16no (1) Supongamos que los
linealmente independientes sobre ~o

po (z ) son
J

Consideremos
fE:Mo(n) y gE::.O(n) tales que Pf:: go Como

r
Ct../zjf(z) = r + h(z)

j=1 J

donde hEO(n), y
r

Ct../zj 1 r
P ( r ) = r p j Iz ) Ct..

j=1 J r j=1 J Jz

teniendo en cuenta que Pf = g con g E O(n) se
deduce que debe existir q € ~ [z] tal que

Como losp.(z)
J

bre l, entonces
Par 10 tanto, f

r
r

j=1
p.(z) c .

J J
r= z q(z).

son linealmente independientes s~
Ct.. = a para j = 1,2, .•.,r

J
es holomorfa en S6.

(2) Supongamos ahora que dada g E 0 (n), toda so-
lu~i6n de la ecuaci6n Pf = g, meromorfa en n y

can polos a 10 sumo en 0, es holomorfa en n, y su
pongamos que

Sea f(z) = rr
j=1

Pf =
46

r
r

j=1

Entonces

1
rz

r
r.

j=1
p.(z) c ,

J J



r rComo E CLp.(Z)E:: (z ), entonces Pf = g conj=1 J J
g E. 001). Por 10 tanto, f es holomorfa en n; es
decir, a. = 0 para cada j = 1,2, .•. ,r. Los

]
Pj(z) son entonces linealmente independientes so-
bre [. El teorema esta demostradoo

m
Observacion. 5i c. = E a k c(k,j) 1 0 para ca-

J k=o n
da j~ 1, entonces los p.(z) son linealmente in

]
dependientes sobre ~. En efe~tos supongamos que

r r
E P .(z ) a. = z q(z)

j=1 ] J

para algun qe:~[z1, 0 sea que
r m r-j rE E qk(z) c(k,j)a. z . = z q(z).

j=1 k=o J

5e de~uce que el t~rmino independiente del miembro
de la izquierda es nulo, 0 sea que

m
E a k c(k,r)a = O.

k=o n r

Como c -I 0 entonces a = 0 y as!r r
r-1 r

E p e Cz ) a. = z q(z).
j=1 . J J

El mismo argumento anterior muestra que el t~rmino
en z del miembro de la izquierda es nulo, 0 10
que es 10 mismo, que

m
E ank c(k,r-1) ar_1 = 0

k=o

Como cr_1 -I 0 entonces ar_1 = 0, y continuan-
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do de esta manera, concluimos que
todo j = 1, 2 , . • . ,r •

a. = 0
J

Por 10 tanto, los
para

p . ( z )
J

son linealmente independientes sobre ~.

Corolar10 1.
que o£n , y

Sean 51 un abierto conexo de ~ tal
p(z,a/az) = ~ ak zkak/azk ,

k=o
p ~ 1. S1 g es holomorfa enc 'I 0

P

51 " toda soluci6n de la ecuacion
fa en 51 - {oJ , es holomorfa en n.

para todo
Pf = g , holomor

Demostracion. Sea no un subconjunto abierto simpl~
mente conexo de 51 tal que 0 E: no. Debido a que
no es simplemente conexo, a que 0 es un punta si~
gu 1ar regu 1ar d.e Pya 1 he chod e que g E: M0 ( 510 ) ,

tenemos, por el corolario al Teorema 3.4, que f
es meromorfa en no' con polos a 10 sumo en O. Co-
mo c 'I 0, p ~ 1, se deduce, del Teorema ante-p
rior y de la observacion subsecuente, que f es
holomorfa en no' -. Por 10 tanto, f es ho Lo mor-fia
en c.

ab1erto conexo de ( tal que
m I< k I<r al< z a /az , donde los

k=o
ak son 11nealmente independientes sobre z. S1
g es holomorfa en n, toda soluc16n de la ecua-
ci6n Pf = g, holomorfa en n-{o} es holomorfa en

Corolario 2. Sean n un
o·€: n , y p(z,a/az) =

51 •

Demostracion. Al igual que en corolario 1, pode-
mos concluir que f £ Mo (no) para no un abierto
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simplemente conexo de n tal que o ~ no' Como c.1 0
J

j ~ 1, entonces por la observaci6n y el.para todo
Teorema anterior, f es holomorfa en no . Por 10
tanto, f es holomorfa en n.
Corolar10 3. Sean n un ab1erto conexo de ~ tal que

m k k k . I' Io E: n • y P ( z , d /;h) = 1: ak Z d / d Z , don de a k
k=o

~ Ia k + 1 I par a to d0 k = 0, 1 , 2 , • • . •m- 1 • m 1- 1, 2 .

51 g es holomorfa en n, toda soluci6n de la ecua
cion Pf =g, holomorfa en n-{o} ) as ttolomorfa en n ,

Demostracion. Prpcediendo de la misma manera que
en los corolarios anteriores, basta ver que
para todo j ~ 1. Sf suponemos que existe

c.t-o
J

j ~ 1

tal que c. = O. entonces
)

I a Im

m-l
(j +m -1 )1 ~ I a I r

(j-1)! m k=o
(j+k-1)!
(j-i)!

Como a ;. O.m

(j+m-l)!~
m-1
r

k=o
(j+k-1)!

Si n = j+m-2, entonces
n

(n+1)! ~ L k ,.
k=j-1

De otra pa r t e ,
n

( n +1;)! > r k
k=j-l

(4 .1 )

ya que
n
L k ! < (n+l)l

k=o
(en efecto, para n = 0,



O! = 1 ~ para n = i. O! + 1! = 2! ~ para n = 2

O! Si suponemos cierto que

entonces mi

z
k:;o

n >.;. 2

k •' _< 2m v 80 " (m 8 c'"1 )' u
~ '" To. Como m;t1j2,

entonc:es (Notese que s1 m = 1
~ a(1+Za/dZ), entonces fez) = liz. aunque holo-

en $1- O}
'{sf m = 2 'IT

J

y no en n. es tal que
p(z,a/Clz) :;;: ao+a"i z3/clz...

2~2/'\ 2 .<" () I.z a (J Z 'il tambl en 'il con f z = 1 z ,
nz

k=j~1
OTTiO las de s Lg ua Ld a de s (ILi) y (1-+02) no

ne se simu1tanea~entel entonces Co ~ 0
J

se tiene
ue Pr "" Por 10 tanto<j)

pueden t~
para tedo

j ~ L

"r 4 2 S ('\/~) m (' k"kj" keorema o. ean P Z,a aZ = r q .. z; z a oZ y
k=o K

n un abierto conexo de e tal que 0 ~ ~L Los vee to
res p.(z) son l1nealmente 1ndepend1entes sabre

]

(C sill y solo s i , dada g~~[z]1 toda s o luc t dn ra
ciona1 de 1a ecuacion Pf:;;: gl con polos a 10 sumo
en 0, es un po1inomio.

Demostracfon. Tomando h~ e [zJ\l la d emos t r-a c Lo n e s

esencialmente Ia m18ma que para e1 Teorema 4.1.

abierto conexo d e e tal que
m k k kr ak z a 13z tal que c ~ 0

k=o p
para todo p ~ 1 0 Entonces, si gE.lt[i], toda so
lucian de la ecuacion Pf = g'ilholomorfa en $1-{o}
es un polinomio.

Corolario I. Sean n un
o f: n , y p(z~a/az) =
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Demostracion. Sea no un subconjunto abierto sim-
plemente conexo de n tal que 0 € no' Debido a que
no es simplemente conexo, a que P es normal y a
que g £ Ro (no) tenemos, por el corolario al Teore-
ma 3.5~ que f es una funcion racionalen no con
polos a 10 sumo en O. Como cp 1 a para p ~ 1,
entonces~ por el Teorema 402 y por la observacion
siguiente al Teorema 401, se deduce que f es un
polinomio en no. En consecuencia, un polinomio
en S"L

un abierto conexo de ~ tal que
m k k k
L a, Z d /'dz , donde los akk=o j(

son linealmente independientes sabre~. Entances,
S1 ge:.~[zJ~ t o d e t a soluci6n de la ecuac16n Pf = g.
holomorfa en n - {oJ , es un po11nomio.

Corolario 2. Sean n
o£n, y P(z~(jldz) =

Demostraciono Al igual que en la demostracion del
ccrolario 1 se deduce que f es una funci6n racio-
nal en no con polos a 10 sumo en 0, donde no es
cualquier subconjunto abierto simplemente conexo
de n tal que 0 £ nG • Como c 1- 0 paratodo p~1,

P
entonces, por el Teorema 4.2 y por la observacion
siguiente al Teorema. 401, se deduce que f es un
polinomio.

Corolar10 30 Sea n un ab1erto conexo de t tal Que
m k k k

o c n , P(Z,'d/dZ);: L ak z a I'd? ~ donde
k=o

lakl ~ la
k
+11 para todo k = O,1,2,0 •• ,m-1, m#1,2.

S1 g E <C [zJ, to d a so, u C 16 n h0 , 0m0 r f a e n n- { o} d e
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la ecuaci6n Pf = g es un polinomio.

Demostraci6n. De la misma manera que en los corola
rios anteriores, podemos observar que f es una
funcion racional en no con polos a 10 sumo en °
(siendo no un abierto simplemente conexo de n tal
que Of-no). Como c ;.0 para todo p ~ 1, por el

p
Teorema 4.2, y por la observac16n siguiente al Teo
rema 4.1, se deduce que f es un polinomio.

Los resultados anteriores de este capitulo admiten
algunas generalizaciones.

Sea A = {a1, ••. ,a} y consideremos un pOlinomio
n . mk k

diferencial P(z,%z) = ~ Pk(z)o /3z tal que- k=o
kcada (z - as) divida a Pk(z) para todo k = 0,

Para todo r ~ 1, Y para todo j ~ r,
s mdenotemos con PJ'(z) al polinomio r Pk(z)c(k,j)·

k=o

1,2, .. ,m.

r-k-j• (z -a ) .s

En el analisis del pOlinomio diferencial

p(z,af(~z) k k ....k(z-a ) 3 /oz
n

sdenotaremos con q.(z)
m J

kr ak(z-a1)
k=o

a la expresi6n

donde n ~ 1 y j -s r ,

Teorema 4.3. Sean n un abierto conexo de ~.
A = {a

1
, ••• ,an}

52
un sobconjunto finito de n y



m k k
P(Z,d/dZ) = L Pk(Z)d IdZ un polinomio diferen-

k=o
cial tal que (z-as)k divide a Pk(z) para todo
k = Oj1~2joO Ojm y todo s = 1,2,. o. ,n. Entonces,
las proposiciones siguientes son equivalentes:

(1) Para todo r ~ 1 Y todo 9, = 1,2~.oo,no el sis
9, 9, rtema {P1(z)pooo~Pr(z)} de cr[z]/«z-Ct9,) )p es

1inealmente independiente sobre cr.

(2) CualQuiera que sea g~

solucion meromorfa en Q de
polos a 10 sumo en Ap es

holomorfa en Q, toda
1a ecuacion Pf = g9 con

ho lornor f a en ~L
Demo s t r ac l Sn . (1) =t> (2) 0

tales que Pf = go Como
abierta V 0 de o . en 0"

J J

Sean g€ 0(0,) Y fE: M
A
(0,)

f E: M A (0,), en una vecindad
f se escribe

fez) = r 0

L b.!(z-Ct.)1. + h(z),
i=1 1. J

h~ O(V.)
J

r
1

r
L b. p~ (z)

i=1 1. 1.
Como ip( L b./(z-Ct.) ) =

i=1 1. ] (z-a:.)r
J

y Pf = g en n, entonces
I' •

L b. p~ (z) = (z - Ct.)r q(z)
'11. 1. JJ= ---

donde q Iz ) £lr[z]o. Como los pi (z ) son lineal-
mente independientes en cr[z]/«z-Ct.)r) sobre

J
entonces b. = 0 en v., y esto, para cada

1. J
2, ••• ,r. POl' consiguiente, f es holomorfa
para todo j = 1,2, •.• ,n. Se deduce que f
lomorfa en n.

cr,
i = 1 ,
en V .

J
es ho

(2) => (1) Supongamos ahora que dada g, holomorfa
53



en n, toda soluci6n de 1a ecuaci6n Pf = g~ mero-
F .Lorma en n y con pol os a 10 mas en A, es holomo.-
fa en n, y supongamos que

r
z

j=1
s r

b, po (z) = (z-~) q(z)
J J S

donde Sea
r

fez);;: L:
j=l

bo /"( ,]
o Z-(l)
J S

Entonces~

Pi ::; 1
l~

POl' 10 r an t o , J. 88 holomo1"fa en D. as decirs

bj = 0 para j = 1.21,0011"0 Se deduce que los
sD. () on linealmente independientes sabre

L J
~n El Teorema est& demostrado.

Observaciono Sea
m k

P(z~dldZ) = r ak(z-a1) 000

k=o
(z-et )kak/dZk

n
c 0, n, (2,-(l)

s

tal que para j ~ i y

r a ~ 1. Y j

trlz]/({z-et )1")
. s

bre~. En efecto, sea

snc divide a qo(Z}o Entonces,
] s

~ 1"1 los vectores po (z)
J

son linealmente independientes
de

so

r s
L: po ( z ) b , =

j=1 J J

don de q f:: (C [zJ 0 Com 0 par a cad a j ~ r -1 i (z -c )s
divide a eada po (z) bo Y a1 termino de 1a dere

J J s
eha, entonces z-ets divide a PI' (z) bro Es de-
eir, z-~ divide a qS (z) b 0 POI' 10 tanto.

S I' r J
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'"q~ ;z: br = C~ Y eL ~o~~3e~u~ncia~

qu e
r-i
!

~~'"J~""

D hd.d:i.e i d o po r tenemo~ que

d.lvidlr a

deduce y pcr 10 ta .to~ que

=; 0
j

+0, para todo s ~

h ~ o.
~'(h~ i
clufr que

nealmente ind pendientes sobr eo
Cor o I ari ° o Sean n ab t erto C(j\'H:~XO de f. ~ A"'{o:

,o:} un sub co n ju nto f t n t t o de ny P\z,~!(l:Z) ~
m

n
" k k k kL a. \Z-O:1) o.o(:z~a ) d faz "donde z-o:k=o- K' n B

vide a q~ (z) para j ~ 1 Y
Jtes, s1 g es holomorfa en n ,

e cua c idn Pf :;; g ,,-holomorfa en

no d1-
'" 1"2,,0.0,,no Ento~
toda soluc16n de la
n~A es holomorfa

en ~L

plemente
do a que

conexo de {O:o} :: [LnAo Debi
J J

es un abierto simplemente conexo, a

no un subconjunto abierto
Jn tal que

sim-Demostraci6n. Sea

que 0: °
J

no
J

es un pun 0 singular regular de P Y al
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hecho de ser
3.7, que f
sumo en a .•J
deduce, del

g c M. (n.), tenemos, por el Teorema
~ J

es meromorfa en no, con polos a 10
o J

Como (z-a.) { qJ (z ) para p ~ 1, se
J p

Teorema 4.3 y de la observacion sub-
secuente, que f
sucede para cada

es holomorfa en no. Como esto
J

j = 1,2, •. ,n, entonces f es ho
lomorfa en n. El corolario estA demostrado.

m k kTeorema 4.4. Sean P(z,3/3z) = r Pk(z)3 13z ,
k=on un abierto conexo de ~ Y A = {a a .•. a } unl' 2' , n

subconjunto de n tal que (z_a,)k divide a p~(z)
J - ~para todo k = O,1, •.• ,m. los vectores -gpo (z)

J -son linealmente independientes sobre ~ en ~[zJ/
«z-a )r), para r ~ 1 Y s = 1,2, .•• ,n, s t , Y SQs
los i, dad agE: c [zJ, to d a sol u c i6 n r a c i'0n a 1 de
1a ecuaci6n Pf = g , con polos a 10 sumo en A, es
un polinomio.

Demos t rae ion. Tomando h £. C [z] , la demo s t r-ac Lc n
es esencialmente la misma que para el Teorema ante
rior.

Coro1ario. Sean n un abierto conexo de~, A =
un subconjunto finito de n, Y

k k k k(z-a1) •.• (z-an) 3 /3z donde
{a 1" , a 2 ' • • • , an}

mP(z,3/3z) = r akk=o
~ 1 Y s = 1,', .•. ,n , z-as no es un di

q~ (z). Entonces, si g~«:[zJ, toda so
Jlucian de la ecuacion Pf = g, holomorfa en n-A

es un po1inomio.

para j

visor de
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Demostraclono Sea rio
J

plemente c on e xo de n tal que {a o} ::;: non A 0

J J
es un abierto simplemente conexo~ a

un sobconjunto abierto sim
Debi-

que p

rL
J

es normal~ a que
do a que

regular de p

a 0

)
y al hecho de

es un punto singular
g £ Rrv UL) s tene

.... 0 J -
es una funci6n ra-

ser
mosj pOI' el Teorema 307 que f

clonal en no
y j J

( Z 'il a 0 ) "' q ( z )] p
rna anterior y

con polos a 10 sumo en 0.00 Como
]

para p ~ 1, se deduce~ del Teor~
de la observacion siguiente al Teo-

rema 403j que f es un polinomioo
esta demostrado.

El corolario

***
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