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CIERTAS PROPIEDADES DE LAS ECUACIONES
DIFERENCIALES COMPLEJAS

CON COEFICIENTES POLINOMICOS

por

Lucimar NOVA G.

introduccion.

El objeto de este articulo es estudiar algunas pro
piedades de los operadores diferenciales definidos
sobre diversos espacios de funciones por un polino

mio diferencial de la forma

x
Este articulo contiene la primera parte del tra

bajo presentado por el autor como requisito par-
cial para obtener el grado de M.S. en Matematicas
en la Universidad Nacional de Colombia, y fué efec
tuado bajo la direccidén del Profesor Jairo A. Cha-
rris. Algunas aplicaciones de los resultados aquil
contenidos y que constituyen la segunda parte del
trabajo aparecerdn posteriormente en el "Boletin

de Matemdticas".
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n kK~ k
P(z, 9/3z) = L pk(z) 9 /9z , (0.1)
k=o

donde los p, son polinomios de coeficientes com-
plejos. En lo que sigue, denotaremos con G[z] al
anillo y al C-espacio de los plinomios en 2z de
coeficientes en €, y con €(z) a su cuerpo de
fracciones; o sea, al C-espacio de las funciones
racionales en z de coeficientes en €. Si Q es
un abierto de €, denotaremos con 0(Q) al C-espa-
cio de las funciones holomorfas en Q y con Q[z] al
conjunto de las restricciones de Q de los polino--
mios en €[z]. Es claro que Q[z] €0(Q) y que 1la
aplicacidén de restriccidn Q[z] > Q[z] es biyecti
va. El1 simbolo 9/3z representard al operador di

ferencial

(3/3x - id/3dy) ,

NI

3/9z =

el cual estd definido sobre cualquier clase de fun
ciones complejas parcialmente derivables y defini-
das en cualquier aﬁiertp N de ¢ ; Bk/azk repre-
sentard a su iteracidn k-veces. Regcordemos que

si f y f2 son, respectivamente, la parte real

1
y la parte imaginaria de f, entonces

"
+
=
-
|
-+
-
L]

(a) ,
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en donde f(k)

(a) representa a la k-ésima deriva-

da compleja de f en a. Debe entenderse, sin em-
k k

bargo, que 3 /9z opera, en general, sobre una

clase mds amplia de funciones que la 0(Q).

Si P(z, 3/9z) esta dado por (0.1), denotaremos

sistemd3ticamente con n,

cuando p, # 0 ; y si ? es un abierto de C,n(pk,Q)

al grado del polinomio Py s

denotard el nfimero de rafces de P, en 2, contadas
las multiplicidades. Simbolizaremos con P al ope
rador diferencial de 0(Q) en si mismo definido por
P(z,3/3z). Es decir,

k
p (z) L (2) (0.2)

o 9z

Pf(z) =

nm™Mp3z

k

para toda f€0(Q) y toda 2z €@€. Un resultado
que supondremos conocido es el siguiente: Si Q es
un abierto conexo de € tal que dim Hl(Q,¢)=b1<Oo
en donde Hlﬁl, C) es el primer grupo de cohomolo-
gia de Q@ de coeficientes en €, entonces P es un

operador de Fredholm, en el sentido de que satisface

dimc ker P < o dimc coker P < o vy,

ademids, de que es continuo cen imagen, ImP, cerra-
da en 0(Q) para la topologia de la convergencia
compacta (v. [4]). Adem§s, el indice de P:Ind P-

= dim ker P-dim coker P, estd dado por

Ind P = n(1-b,) - n(p_,R). {0..3)

Para una demostracidén de este resultado, vednse

[1] o [3] . Nétese que si 2 es simplemente comnexo,
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se cumple que
Ind P = n - n(pn,Q); (0.4)

si ademds todas las raices de P, estan en ,

(0.4) toma la forma

Ind P = n - n_ . (0.5)

A lo largo del texto introduciremos otras notacio

nes, a medida que surja la necesidad de ellas,

§ 1. Operadores sobre los polinomios.

En esta seccidn consideraremos un polinomio dife-

rencial

P(z, 3/9z) =
k

it ~Mm3

pk(z) ak/azk .
o
donde cada P, es el polinomio nulo o un polino-
mio en C[z] con grado n, - Supondremos P, # 0.
Denotaremos con cm[z] al subespacio de ¢[z] for
mado por los polinomios de grado a lo sumo m.
Sea p el mdximo de las diferencias n - k ',

k =104102, ¢ od 500y Py # 0, y sea

Po: e [2] » Cm+p[z] k)

el operador diferencial definido por P(z,9/9z).

. (%)

Claramente P~ es un operador con indice y es

(%) Si Ey F son de dimensidn finita y L : E + F
es lineal, Ind L = dim E - dim F,
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te indice es

Ind ﬁm =m+ 1 - (m+p+1l) = - p (1.2)

il

Puesto que P =P . |¢m[z] , entonces

ker ng ker Pm+1 para todo m. Por lo tanto,
-* e o ®
1im ker 'Pm = U ker P (1.3)
m->co m=o

Por otra parte:

Lema 1.1. Si P : ¢ [z] » ¢ __[z] esta dado como
_—— m m m+p
antes, existe m tal que, para todo m > L
’ e C .
coker Pm ¢ coker mei ¥, por 1o tanto,
co

1im coker P =LJ coker P . (1.4)
M m=m m
m—b&: o

Demostracidon: Para todo m > 0 consideremos la a

plicacidén lineal

o

: € z|/Im P+ C
wm m+p[ ]’ m m+1+p
obtenida de la inclusidn por paso a los cocientes.
Que wm estd definida es claro, puesto que

o o . c - o
Im P CIm P . Verificar la afirmacidn equivale

m m+1 i
a verificar que Fm es inyectiva para todoc m
suficientemente grande, oy, 1o que es lo mismo, que

para m lo suficiente grande,

] - T e
Im P_ cm+p[z]r7-m SRR (1.5)

En tal caso, coker Pm puede considerarse como un
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L]
subespacio de coker Pm+1° Como evidentemente

Im ﬁmC z] () Im ém basta demostrar que

- @m+p[ +1 °

Cm#p[z]fﬁlm P 41E Im P . Sean f(z)€.¢m+i[z] y
= P [2] - i £ =
g(z) P i1 (f(z)) € ¢m+pLz] Escribamos (z)
N m+1 \
r(z) +b ., 2 , donde r(z)€'¢m[z] . Entonces
: m+1 T
Pot1(Ppeq 2 ) =
- : ) (m+1)¢ m+1+p
® Ppyr _ %% Tmet-n)e 2 bealzd
n,-k=p

donde q{z) tiene grado a lo mds m+p y donde los
a estidn en €, con a, independiente de wm. La

; S n . - P R . ;
condicidn de que g(z)‘.¢m+pLzJ implica que

( 2 i (m+1)} m+i+p
Do+t (nk-k=p % Tm+i-x)¢ ) v s

Sea £ el maximo de los k tales que aL £ 0 y

n .-k = p. 8i L = 0, es claro que bi4q = 0. Su-

pongamos entonces que £ > 1 y veamos que

e | (m+1)?¢
1im | oo a = v’ + oo
e lnk_k=p kK (m+1-k)!
En efecto
\ (m+1)! o i (m+ij!
[ L %% Tm+i-k)?! ’Iaz' (m+i-2)¢
nk—k-p
(m+1)! (m+1)!
DL ey Slmddieil tmiddic gy |
n -k=p k' (m+i-k)! (m+1-¢) £
k<l
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(m+1-£)§ }

n, ~k=p

k
k<2

Como evidentemente

2 ) i ‘ 1_»2)'
1im  § la, | —iﬂi__TTL =0
mre 0 -kep k' (m+1-k)!

k<2

el término de la derecha tiende a +% cuando m=+®o,
Se deduce que si m es lo suficientemente grande,
b = 0 , de lo cual, f€& @mino De esto

g{z)CIm Pm’ y el lema queda demostrado.

Teorema 1.1, Sea P : ¢{z] » ¢[z] el operador de-
finido por P(z,3/3z). Entonces P es un operador
con fndice y €ste Tndice es

Ind P = - m & x (nk_k) (1.6)
o&k<€<n '
Demostracidn. Sea p = m a x (n_-k) vy para cada
Kk
o<k<n
m3 0 sea P : Cm[z] -+ ¢m+p[z] el operador (1.1)

La sucesidn exacta

@
@

“r 1P r - :
0 + ker P +# @[z]‘*@[zj + coker P =+ 0

es evidentemente la sucesidén limite inductivo de

las sucesliones exactas

» . . m : .
, " + 0.
0 - ker Bt tmLzJ - ¢m+pLz] + coker P_+ 0,
pues es claro que P = 1im Pmo Ahora, si
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P : 0(¢) » 0(¢) es el operador sobre 0(C€) defi

nido por P(z,3/9z), P es un operador con indi-

ce. Como ker ng ker Pm+1g.ker P, existen po y

m, tales que
dim ker Pm = P,
para todo m > m,. Ademé&s,
' o
ker P = 1im ker ﬁm = U ker Pm
m->oco m=o

Por lo tanto

dim ker P = p,4

Es claro también que

L4
dim coker Pm = po + P
para m 2> m,. Tomemos m, lo suficientemente gran

de de modo que

(o]
coker P = 1im coker ﬁm = &j coker ﬁm v
m->o m=m,

Se deduce que

dim coker P = p, + p ,

de lo cual P es un operador con indice y este

indice es

Ind P = pg - (po +P) = =D «
El teorema estd demostrado.

Nota: Bajo la hipdtesis del teorema, es claro que
si @ es un abierto conexo, no vacio de € y Q[z]

es el conjunto de las restricciones a  de los po-
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linomios en CLZJ, P, considerado como un operador
de 9[z] en si mismo, es un operador con indice y

este indice es afin -m &4 x (n, - k).
k
o<kg<n

Definicién: Sean O un abierto conexo de € y
b K, k
P(z, 9/9z) = I pk(z) 9 /dz
k=o

Un polinomio diferencial. Diremos que P(z,d/3z) es
normal sobre I, si todas las raices de pn(z) en €
P ° o » s ;
estén contenidas en £ y si, ademds m a x (nk—k)inan,
» e osk<n
En tal caso diremos también que el operador P:0(Q)~+

> 0(Q) definido por P(2z,3/32z) es normal.

Teorema 1.2. Sea @ un abierto conexo de € con
b, = dim (H1(Q,€))<=. Sea P:0()/9[z] » 0(Q)/Q(z]
el operador obtenidoc de P(z,d9/3z, por paso a 10sS
cocientes. Entonces P es un operador con indice y
este indice es

Ind P = a(1-b,)-n(P_,R)+méx (n; -k) (1.32)

o<k<n

Aguft, n(Pn,Q)GS, contadas las muitiplicidades, el
numero de ceros de p, en 5

pemostracidn. £Es clarc que P esta bien definido,

pues P(Q[z])C{z]. Sean £,%,%, respectivamen

te, lo0s complejus de cocadenas 0 + Q[z] ¢ Qz] > o,

0+ 0(2) 20(2) » 0y 0~ 0@/a[z] ¥ ow@yafz]~o.

La conmutatividad del diagrama
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0 0 0

¥ ¥ $ 08 4
0o+ Qz] » 0(2) » 0(Q)/[z] + o
+P +P +P
o+ Qz] » o0y > o0)/0lz] 0o
¥ ¥ ¥
0 0 0

en el cual las aplicaciones no nombradas son las
naturales, indica que se tiene una sucesidn exac-

ta de complejos de cocadenas
o a £
o—»@-»f«»y-»o,
La sucesién exacta de cohomologia correspondien-

te es evidentemente ( v. [5]),
O+ker ﬁ*ker P+ker P+coker P*coker P-+coker P=+0.

Se deduce 1nmediatamente que ker P y coker 2
son de dimensidn finita, y que Ind P - Ind P +

+ Ind P = 0. Como Ind P = -méx (n.-k) e Ind P =

K
= n(1—b1) - n(PnQQ)9 el tecrema estd demostrado.

Corolario. Si el operador P es normal, entonces

Ind P = - nb, (1.8)

Si ademdas QO es simplemente conexo, entonces,
Ind P = 0.

Si  es simplemente conexo, se puede decir mas. Ne

cesitaremos antes del siguiente Lema:

Lema 1.2. Bajo las hipotesis del teorema 1.2, si1 Q
es simplemente conexo, P:0(Q)/Q[z] » 0(Q)/Q|z]
22



es sobreyectivo. Fs decir, coker P = 0 .

Demostracion. Claramente

ot wle ™ Im1Fds lz]
Q2]

Por otra parte, P es un operador con indice. Por

©

Im P + N, donde dim N < o , Se

if

lo tanto, Q[z]
deduce que
F = Im P + N
a{z]

Pero P es un operador de Fredholm. Por lo tan=
to, Im P

-

e
Im P + N;;Qiz; y § ez simplemente conexo. Del

Im P + N son cerrados en 0(Q), Pero
teorema de Runge (vo[ﬁjw Cap. 1) se deduce enton-
ces que Im P + N = 0(Q), y, de esto, la afirma-

c1i0n.

Teorema 1.3. Sea Q& un abierto simpiemente conexo
de ¢ . Las proposiciones siguientes son equivalen
tes:

(1) P es normal.

(2) ker P = 0,

(3) La cohomologia del complejo

o » 0y/afz] ¥ oysalz] » o

es nula.
(4) Si gcefz]. toda solucién holomorfa en @ de la

ecuacion Pf = g es un polinomio.

Demostracion: (1) impiica (2): Debido a que P es

23



normaly a que ) es simplemente conexo, Se sigue

que Ind P = 0 y que coker P = 0. Por lo tanto

ker P = 0.
(2) implica (3): Como ker P =0 yQ es simple-
mente conexo, coker P = 0, asi que la cohomolo-

gia del complejo

o » 0(2y/afz] ¥ owysalz] » o
es nula

g y get[z]. Enton-

¢ ker P. Pero la cohg

(3) impiica (b4): Sean Pf

ces §¥ = 0, de lo cual

| N

mologia del complejo
o + 0(y/az] ¥ owysalz] » o

es nula. Por lo tanto f = 03 es decir, f€ €[z].
(4) implica (1): La condicidn (#) implica que

ker P = 0. Teniendo en cuenta que £ es simplemen
te conexo, se deduce que Ind P = 0. Por lo tanto,
max (nk-k) = n(Fn,Q) - n. Si fuera n ¥ n(Pn,Q),
necesariamente T (Pn,Q)-n < n_-n < max (nk-k) s lo

cual es absurdoc. Por lo tanto, n_ = n(Pn,Q)°

Corolario. Si Q es simplemente conexo y P €S nor-
mal, toda solucidn holomorfa en o de la ecuacidn
homogénea Pf = 0 es un polinomioc.
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§ 2, Operadores sobre las funciones racionales,

En este capitulc consideraremos nuevamente un po-

linomio diferencial

P(z,9/9z) =

([ =1

| P (2)8"/32"% ,
k=o
donde cada Py es el polinomio nuloc o un polino-
mic en @[z] con grado ny . Supondremos adem&s

que P # 0, Si A ‘es un subconjunto finito de
€, denotaremos con R(A) al subespacio de €(z)

de las funciones racionales con polos a lo mé&s en
A, Escribiremos tambi&n R(a) = R({a}). Estudiare
mos primero el caso de los operadores diferencia-

les P : R(a) + R(a) definidos por P(z,3/3z). Es
obviamente suficiente estudiar el caso a = 0. Si
m, m' > 0, denotaremos con R(-m, m') (0) al sub-

. ; e . k
espacio de R(0) generado por las funciones 1z

i

-m £ k£ m'., Sean p max {(nk~x)lpk £ 0} vy

Wk

q = min {n(pkgo)-kfpk 0} . Aqui n(pk,O) es
el orden del cerc que py tiene en 0 para

k = 0,i,0600.n ¥ Py # C. Sea

P : R (0) (0) (2.1)

m (=m, 8 R(-m+q,m+p)

el operador diferencial definido por P(z,3/3z).

Claramente Pm es un operador con indice, dado

por

Ind ;m = mt(m+1) - (m=-qg+m+p+1l) = -(p-q). (2'j2)
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Ademas, puesto que P = Pm+1]R (0) , enton-

< (-m,m)
ces ker P C ker P . Por lo tanto,
m = m+1
-~ oo =
1Tm ker P = U ker P_ . (2.3)
m-—>oo m=o0

por otra parte:

Lema 2.1 Con los EW dados como antes, existe m,
tal que si m > m, entonces coker P _C coker P .
m= m+1

Por 1o tanto %

1Tm coker Em = U coker P (2.4)
m-+o0 m=m

Demostraci6n; Comenzaremos por demostrar que para

todo m lo suficientemente grande,

T Pm e Pm+1(‘1R(—m+q,m+p

[

y €0) (2 i5)

Como la otra inclusidon es evidente, basta demos-

trar que : Im Pm+1()R(-m+q,m+p)(o)gIm Pm 5
Sean entonces = f€ R(-m-l,m+1) (0) v
g =P , f€ R(-m+q,m+p? (0). Escribamos

f(z) = s(z) + r(z), donde s(z) y r(z) son,

respectivamente, la parte singular y la parte re-
gular de f. La demostracidon del Lema 1.1 asegu-
ra que, para m suficientemente grande, r(z) es
un polinomio de grado a lo sumo m. Supongamos

que

Entonces
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P oq (s(z)) = by g ) (-1)
ﬂ(pk,O)—kzq
(—Et—kL a, z(m+1-q) } + s(z)

donde los akC C vy g( % ) tiene grado a lo sumo
m-q. Sea % el midximo de los k tales que a #0
y n(pk,O)—k = q. Si & = 0, es claro que

= . > e
bm+1 0 Supongamos % 1 Veamos que

k (m+k)!
— a

:‘i: | L (rdd ™ S el = 4.
n(pk,O)—k=q
Pero

k k)!

l ) (-1) LE%TL~ a, [ >

n(pk,O)—k=q

(m+2)! (m+k)!

> o Ulayl- ] lay | torT !

n(pk$0)"k:q

k<2

Como evidentemente
, (m+k)! _
L) lay | meDT = 0

m-—>oo n(pklo)—k=q
k<®

el término de la derecha tiende a +® cuando m*w.
Se deduce que si m es lo suficientemente grande

entonces b = 0 de lo cual f€R (0) ; de

m+1 (-m,m)
esto, g€ Im Em. Esto demuestra la igualdad (2.5).
La aplicacidn ?} : coker Pm + Coker Pm+1 s, Obte-

nida de la inclusién
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R(-m+q,m+p)(0) = R(-m—1+q,m+p+1)(o)
por paso a los cocientes, es entonces inyectiva.

El lema queda demostrado.

4"

Teorema 2.1. Sea P : R(0) - R(0) el operador de-
finido por P(z,0/3z) sobre las funciones raciona
ies complejas con polos a 1o sumo en 0 Entonces
P es un operador con indice y este indice es

Ind P = -( méx (n, -k) - min (n(p,,0)-k}), (2.6)

osk<n oLk<n

donde el maximo y el minimo se toman sobre 10s

p, # 0.

K

Demostracidon, Como antes, sean p;méx{(nk~k)fpké0},

e min{(n(pk,O)xk)!pkﬁo}, y para cada m > 0 sea
P ( + )
m R(wm,m)\o) R(-m+q,n+p)(0}

(2.1). Es claro que P = 1Im P ¥ que la suce-

el operador

sidén exacta
0 - ker P =+ R(0) . R(0) » coker P+ 0
es la sucesidn limite inductiva de las sucesiones

exactas ~
Pm

-> 5 -+ R
0 ker P_ (-msm)(o) * R(-m+q,m+p)(o) -+

+ coker Pm el

Si P:0(¢ -{0}) » 0(c -{0}) es el operador sobre
0(c -{0}) definido por P(z,3/32z), P es un ope-
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rador con indice. Como ker Pm _ker Pm+1_,ker P,

existen p, y m, tales que

dim ker P_ = P,
m
paratodo m > m, . Ademds
ker P = Lim ker Pm = ker Pm g
m=o
y, por lo tanto,
dim ker P = P, .
Es claroc también que
dim coker Pm_: Po + (p-q)
para m > m,. Como ademéas
- > . © .
coker P = 1im coker P = coker P
m+o m o m
m=m,

se deduce que
dim coker P = py, + (p-q)

de 1o cual P es un operador con indice y este indi

ce ées
Ind P = p, - (Po+ (p-q)) = - (p-q).

£1 teorema esta demostrado.

Nots 1. La afi- ac:5n del teorema es vdlida con

Kla) en lugar de R(0), cualquiera sea a- C.

Nota 2. De l1a misma manera que antes, si ? es un

abhierto conexo de €, 0<Q , vy R,(R) es el
conjunto de las restricciones a  de las funciones
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- 4 o
racionales con poclos a lo m&s en 0, P, considerado

un operador de R, (Q) en R,(Q)s; es un opera

dor con Indice y este Indice vale -{ mix {nkvk) -
ogkgn ;
- min (n(p, ,0)-k} ). Lo mismo es cierto ¢
ogkgn K
Raiﬁ;e cenjunto de las restricciones a fi de las
funciones racionales con polos & lo sumo en &€ (G,

on

en lugar de R, (Q).

En lo que sigue, usaremos el siguiente lema bien

conocido.

Lema 2.2. Sea fg¢ MA(Q}; donde MA(Q) es el espacio
de las funciones meromorfas en Q con poios a 10 sy
me en A, A = {a1’329°°°san }. Entonces f(z) se
escribe, de manera {dnica, en 1a forma

a.
$ | A E s mefl (2.7)

< 9

k=1 j>o (z-ak>3

[helite]

f(z) = g(z) +

donde g€ 0(Q), ajke.@ y £ agF 0 salvo para un
nimero finito de indices j. Si ademds f es racio
nal, entonces g(z) es un polinomio.

Corolario 1.: La aplicacidn

n
Y k§1 Mak Q) » M, (),
dada por
w(fl’f29'°°’fn) = f1+f2+°.°+fn
y la g 2y
P, ;21 Ra, (2) > R,(Q),
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dada por

2

.,4.\ V4
FE £

3

pins s s Lo} 'S Fri ke oy b
) 41 ! 3 ¢4

N

son ambas sobreyectivas.

Demostracion: Dada f€_MA(Q) tenemos, de acuerdo

con el lema 2.2, que

n{ayq) asy n(a,) ayn
£(z) = g(z) + x —l .t e
j=1 (z-al)] j=1 (z-an)]

con g& 0(R) vy los ajk€ €. Basta entonces tomar

n(aq) a,
£(z) = glz) + 1 —2
j=1 (z-ai)j

y n(ay) a5y
fk(z) = - para k > 2,
j=1 (z—ak)J
para tener que ¢(fiseoa,fn) = f, Igualmente se

demuestra que Y es sobreyectiva.

Corolario?.m,(2) /R,(R) es isomorfo a 0()/c|z]

Demostracidn: Sea

¢ o: 0(R) ﬁ@rz} > MA(Q) /RA(Q)

la aplicacidén cbtenida de la inclusidn por paso a
los cocientes. Es claro que Y es inyectiva, pues
si f, ge0(Q) y f-g€ RA(Q)9 entonces f-gEC[z];
es decir, f+€[z] = g+€[z] 35 y U es sobreyectiva,
pues si, féZMA(Q) tenemos, de acuerdo con el le-
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ma 2,2,>que
" ‘ : n n(ay) ajy
- f(z) = g(z) + T T

k=1 j=1 (z-ak)]

con g< 0(Q), de lo cual f(z) + RA(Q) = g(z) +

RA(Q)° Por>lo tanto, Y(g(z) + C[z])=f(z) + RA(Q).

Teorema 2.2. Sean 2{a1’a2°°°°’an} y

P : R,(Q) ~ R, (2) el operador definido por
P(z,0/9z) sobre las funciones racionales en  con
poios a 1o sumo en A. Entonces P es un operador

con indice y este indice es

. n
Ind P = -méx(nk=k) + I min(n(Pk,aj)-k)9 (2.8)
j=1

donde el maximo y el minimo se toman sobre Jos

Py # 0.
Demostracidén: Procederemos por induccidn sobre n.
Para n = 1, es el teorema 2.1. Supongamos el tec
rema vilido para A' = {ai,a2ﬁaooian_1}n Conside-
remos los complejos = : 0 + €[z] 4 cfz] » o,
7 B - 7
i1 0 R (AR, (9) §r, (e Ry () >0y
~
710 - RR) E R 50,
donde Q = 50 ® P ?o y P dados de la ma-

Bl n
nera obvia.

De la conmutatividad del diagrama
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0 0 0

‘ ” ‘
o+ cfz] » R, () @ Ran(Q) > R, (Q) > 0
P 40 VP
T p
0+ ¢[z] + Ry () @ Ran (miva(m >0 ,
+ ‘ ‘
0 0 0

en el cual 7t(p(z)) = (p(z)), - p(z)), se deduce

la exactitud de® la sucesidn de complejos de cocade

nas

0 -+ @ »> %'+ 9'+ 0

La correspondiente sucesidn exacta de cohomologia

es
0+ ker P+ ker 0+ ker 5-*coker P+coker Q+*coker E*O

~

de la cual se deduce que ker P y coker P son de di
Ind Q + Ind P = 0.

mensidén finita y que Ind P
Por la hipdtesis de indugcién y por el teorema 2.1,
n—

Ind 0 = - max(n_-k) + I min (n(p_,a.)-k) -
k j=1 k ]

max(nk—k) + min( (pk,an)—k). Como 1Ind P = -

~ max (nk-k), el "teorema estd demostrado.
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§30peradores sobre ias Funciones Meromorfas.

En esta seccidn consideraremos los operadores defi
nidos por el polinomio diferencial P(z,3/9z) so-
bre las funciones meromorfas en un abierto conexo
! de €, con polos en a lo mds un subconjunto fini
to A de . Si 0€Q, denotaremos con R, () al
espacio de las restricciones a i de las funciones
racionales con polos a lo mds en 0, con M () al
de las funciones meromorfas en  con polos a lo
més en 0 y con MA(Q) a las funciones meromor
fas en  con polos a lo mds en A. Ademés

Ma(Q) = M {a}(Q).

Teorema 3.1. Sean & = {aigaz,uo.,ar} y P : M, (2)
+ MA(Q> el operador obtenido de P(z,3/32z) sobre
las funciones meromorfas en Q& con polos a 10 sumo
en A. Entonces P es un operador con fndice y es
te indice es

r
Ind P = n(i_bl)-n(PnsQ) + ifimin (n(pksaj)—k)o

E1 minimo se ha tomado sobre los P, # 0.

Demos;raciénu Si P : MA(Q)/RA(Q) > MA(Q)/RA(Q)

es el operador obtenido de 2 por paso a los co-
cientes, del corolario 2 del lema 2.2. tenemos que

My (Q)/R,(Q) es isomorfo a 0(Q)/e[z] . Por 1lo

Fag o o 2 o -
tanto, P es un operador con indice y este indice

es Ind P Ind P = n(1-b,) - n(p.,R)+ méx (n, -k)
1 n k
o<k<n
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=

(Teorema 1.2). Sean -, .7, ¥, respectivamente,

i

los compleios O RA(H) - RA(Q) + 0 ,

-

Yot

0 » M (@) F M, () + 0y 0v 0()/c[z] > 0(R)/elz]=0

La conmutatividad del diagrama

0 0 0
¥ + ¥ .
0 » R,(Q) » M (2) » 0(@)/clz] + 0

+P VP VP
0 > R, (Q) + M, (Q) + oy/elz] + o
¥ ¥ ¥
0 0 0
asegura que la sucesibén de complejos

. @ G
0 = e - /4 0

es exacta. La sucesidn exacta de cohomologia co-

rrespondiente es

0+ker P+ker §+ker P+coker P+coker ?*coker P>0

A A
Se concluye que ker P y coker P son de dimen-
sidn finita y que Ind P - Ind '+ Inda P = 0,
Como Ind P = - améx (nk-k) * ¥ min (n(p,,a:)-k)
o ’ k?79
~k<n 1=1

e Ind P = nkltul) - n(pngﬂ) + max (nk-k), el teo

rema queda demostrado.

Teorema 3.2. Sean © un abierto simplemente conexo

de ¢, A un subconjunto finito de Q ¥y F:O(Q-A)/RA(Q)
+ 0(Q-A)/R (D) el operador obtenido de P(z,3/9z)=
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m
= L pk(z)aklazk por paso a los cocientes. Enton

k=0
ces P es sobreyectivo.
Im P + RA(Q)

R, (1)

Demostracion. Claramente Im P =

Como P : RA(Q) -+ RA(Q) es un operador con indice,
entonces RA(Q) = Im P + N, donde dim N < «, Se de
duce que o Im P + N

Im P = NET

A

Pero P es un operador de Fredholm. Por lo tanto,
Im P e Im P + N son cerrados en 0(Q-A). Pero
Im P + NQ’RA(Q). Por el Teorema de Runge (0 [2],
Cap I), y dado que 2 es simplemente conexo, se de-
duce entonces que Im P + N = 0(Q-A). Esto demues
tra la afirmacidn.
Teorema 3.3. Sean Q un abierto simplemente conexo
de ¢, A un subconjunto finito de Q y ?:O(Q-A)/MA(Q)
- O;Q—A)/MAiﬂ) :1 operador obtenido de P(z,3/9z) =
T pk(z)a /0z por paso a los cocientes. Enton-

k=o—
ces P es sobreyectivo.

Im P +*MA(Q)
MA(Q)

Demostracidon. Claramente —
Im P =

¥

Como P : MA(Q) MA(Q) es un operador con indice,

Im P + S, donde dim § < =, Se de

entonces MA(Q)

duce que ta P +°8

Im P s o P

A
Pero P es un operador de Fredholm. Por lo tanto,
ImP e ImP + S son cerrados en 0(22-A). Pero
Im P+S;2MA(Q);9RA(Q). Por el Teorema de Runge, y
dado que @ es simplemente conexo, se concluye que
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Im P+S = 0(Q-A). Esto demuestra la afirmacidn.

Definiciéon. Sea P = kgopk(Z) %:k un operador dife
rencial con coeficientes en ¢[z], con p_ £ 0y de
finido en el abierto simplemente conexo § de (.

Se dice que un punto a de Q es un punto singular
regular de P si

m - n(pm,a) + min (n(pk,a)—k) = 0

Teorema 3.4. Sean Q un abierto simplemente conexo
de ¢, a€Q, y P(2,3/3z) = kgo b, (2)3%/325 un poli-
nomio diferencial. Entonces ae€Q es un punto sin-
gular reqular dée P si, y solo si, dada g€ Ma(Q),tg
da soluci6n en 0(Q-{a}) de la ecuacién Pf = g es

una funcién meromorfa con polos a 10 sumo en a.

Demostracién. (1) Supongamos que a es un punto

singular regular de P, es decir, que m—n(pm,a) +

+ min (n(pk,a) - k) = 0. Podemos suponer a = 0.
De la conmutatividad del diagrama:’
0 0 0
¥ ) ¥ ¥
0 > M, (2) + 0ca-{o}) ¥ oca-{o})/M,(2) » o
+P vP VP
0+ M_(Q) 3 0(Q-{0}) -4 0(Q-{o})/M_(Q) + 0
¥ ¥ ¥
0, : 0 ; 0

en el cual i es la inyeccidn candnica y ¥ la so-

breyeccidén candénica, se deduce que la sucesidn de

complejos ¢
B ; 0 -» Fg > ? - 7 > 0
o > P
donde & , F,‘?’son, respectivamente 0 + M_ (Q) +
P

Mo (R) » 0, 0+ 0(Q-{0}) > 0(Q-{0}) + 0 y o0+0(0-
{0})/M () 3 0(Q-{0})/M,(Q) - 0, es exacta. La co



rrespondiente sucesidn exacta de cohomologia es
0. ker§¢.ker?+ kerP » coker§+-cokerP+ cokerP » 0

Por lo tanto, ker P y coker P son de dimensidn fi-
nita y, ademds, Ind f - Ind P + Ind P = 0. Como
Ind P = m—n(pm,Q)+min (n(pk,O)—k) e Ind P =

- n(pm,Q—{O}), entonces Ind P = - n(pm,Q-{O}) +

+ n(p_,2-{0}1)+ nlp_,0)-m-min (n(p,,0)-k) = - (m -
0. Como P es sobre-

n(pm,0)+ min (ﬂ(pk,o)—k)
yectivo, entonces ker P = 0. Por lo tanto, si
f€0(2-{0}) es solucidn de la ecuacidn Pf = g,
con g€ M, (), necesariamente fé€& M, ().

(2) Supongamos ahora que dada g€ M,(Q), si

f€ 0(Q-{0}) -es solucidn de la ecuacidn Pf = g
entonces - f€ M,(Q2). Es decir que ker P = 0. Como
P es sobre, esto implica que Ind P = 0, o sea,que

0 = Ind P = —(m—n(pm,o) + min (n(pk,O)—k) ) I

Por lo tanto, 0 es un punto singular regular de P.

El teorema estéi demostrado.

. : m K.k, k
Corolario 1. Sea ©P(z,3/3z) = ¥ a, z 9 /39z
k=
a, € c. Entonces, si geM,(Q) y £c040-{0}) es so
Tucién de la ecuacién Pf = g, también feM_ (Q).

Demostracién. Basta ver que O es un punto singu

lar regular de P. Pero esto es claro, pues
m - n(pm,O) + min (n(pk,O)—k) = 0
Coroiarion.2. Si Q es simplemente conexo y a€Q

es un punto singular reqgular de P(z,3/9z) , toda
solucion holomorfa en Q-{a} de la ecuacidn homo
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genea Pf = 0 es meromorfa en Q@ con todos sus po
los en a.

Teorema 3.5. Sean Q un abierto simplemente conexo

N m |

de ¢, acf , P(2,3/32) = 5 p (2)3/3z°, P nor-
k=0 1

mal. Entonces a€f es un punto singular reqular

de P si y s6lo si, dada gg¢ Ra(Q), toda solucidn
holomorfa en Q-{a} de la ecuacifn Pf = g es una
funcidn racional con polos a 1o sumo en a.

Demostracidn. Podemos considerar (Gnicamente el ca-

so a = '0,

(1) Supongamos que O es un punto singular regu-

lar de P. De la conmutatividad del diagrama

0 0 0
¥ A ¥ ¥

0+ R, (R) % 0ocn-{o})  oca-1{o})/R () » 0
+P 4P ‘P

0 » R (2) * 0ca-{o}) ¥ 0ca-{0})/R(2) » 0
+ ¥ ¥
0 0 0

se deduce que la sucesidn de compleios
0o+8 +F L& 4o
gonde g', g',‘?' son, respectivamente, 0 + R_(Q)
Eroa)y »0, o=o0c-{o}) B ow@-fo}) >0 y
0 » 0(2-10))/R,(R) % 0(2-{0})/R,(2) » 0 , es exac

ta. La sucesidn exacta de cohomologia correspon-

diente es
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0—»ker§->kerP->ker?x»cokerP->cokerP*-coker?*-o,

de donde obtenemos que ker P y coker P son de di
mensidén finita y que Ind P - Ind P+ Ind?P = 0.

Como P es normal, Ind P = m—n(pm,Q) +

min(ﬂ(pk,o)—k), Ind P = —n(pm,Q—{O}) y 0 es un
punto singular regular de P, tenemos que Ind P = 0.
Pero P es sobreyectivo; por lo tanto, ker P = 0,

asi que si fF€0(Q-{0}) es solucidn de Pf = g,
con g€ R, (), necesariamente fE€R,(Q).

(2) Supongamos que toda solucidn en 0(Q-{0}) de
la ecuacidén Pf = g, con g€ R, (), es racional
con polos a lo mds en 0. Es decir que ker P = 0.
Como P es sobreyectivo vy P es normal, esto im-
plica que

Ind P = 0 = -n(p_»2-{0}) - m+n (p ,2) -

- min(n(pk,o)-k) = —(m—n(pm,0)+min(n(pk.0)-k)).

o sea, que 0 es un punto:singular regular de P.

El teorema estd demostrado.

m

Corolario. Sea P(z,3/3z) = I a 205 /32" ,
) k=o
Entonces, si ge R, (Q). toda solucibn en 0(R-{0})

de Pf = g es una funcidn racional, con polos a lo
sumo en 0.

Demostracion. Basta ver que O es un punto singu-

lar regular de P. Pero, dado que P es normal,
m-n(pm, 0) + min (n(p,,0)-k) = 0. E1 corolario es

ta demostrado,
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Teorema 3.6. Sean Q un abierto simnlemente conexo
m

de ¢, a€®, P(z,0/3z) = I p (2)3%/32°. si a
k=o

es un punto singular reqular de P y toda solucidn

en 0(N-{a}) de PF = g con ge Ra(Q), es racional
en Q con polos a 1o sumo en a, entonces P es
normal.

Demostracidon. Supongamos que a = 0. De la conmuta

tividad del diagrama:

0 0 0
¥ N ¥ ¥ ¥

0 > Ry (Q) 3 0(2-10}) + 0(2-{0})/R(Q) + 0
+P 4P ‘P

0 » R, (2) 3 0ca-1o1) L 0(a-{o})/R (R) » 0
¥ ¥ ¥
0 0 0

se deduce que la sucesidn de complejos

o

-> g'-+ q' > gﬂ > 0

donde g',~gﬁ,-;' son, respectivamente
0 + R () 5 R,(Q) - 0, 0 =+ 0(Q-{0}) 13 0(Q-{o})»o0
y 0 > 0(2-{0})/Ry(8) 5 0(2-101)/Ro(R) » 0, es

exacta. La correspondiente sucesidn exacta de co

homologia es

~

0'*kerP'*kerP'*keriz*cokerP'*cokerP"cokerg*'0,

de la cual se deduce que Ind P - Ind P + Ind P=o0.

Como Ind P = 0, 1Ind P = - méx (nk—k) + min(n(pk,
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0)-k) y Ind P = -n(pm,Q-{O}), tenemos que
-méx(nk-k)+min(n(pk90)—k)+n(pm,ﬂ—{0}) =0 .,

Como 0 es un punto singular regular de P,
min (n(p, ,0)-k) = n(p ,0)-m ,
asi que
—méx(nk-k)+n(pm,o)- m+n(pm,9-{0}) = 0,

o sea que
- méx (nk-k) * n(pm,ﬂ)-m = 0

Si fuera no P n(pm,Q), se tendria que

-méx(nk-k)+ n(pm,Q)-m <—méx(nk—k) +

n_-m -n_+m+n_ - =

m < ™ - D s
lo cual es absurdo. Por lo tanto, nYs n(pmsz)
y méx(nk-k) =n -m , en consecuencia, P es
normal.

Teorema 3.7. Sean Q un abierto simplemente conexo
de ¢ y A un subconjunto de Q2 con n elementos, for-
mado por puntos s1ngu1ares regulares de P(z;9/3z)=

= Z pk(z)a /3z . Si P es normal, tenemos:
k=o

(1) Si Pf =g, fe0(Q- A) Yy ge M,(Q), entonces

feMA(Q),
(2) Si Pf =g, fe€0(Q- A) Yy geR A(2), entonces

fe RA(QL
(3) SiPf=0 y f€0(Q- A), entonces fé:RA(Q)o

u2



Demostracidén. (1) De la conmutatividad del diagrama

0 0 0
¥ 3 ¥ ¥ v

0+ M, (R) 3 0(2-A) + 0(2-A)/M,(Q) + 0
+P +P ‘7

0+ M,(2) 3 0(2-A) b 0(Q-8)/M,(Q) > 0
¥ ¥ ¥
0 0 0

se sigue laexactitud de la sucesidn de complejos

g a
-

0+6+» 55750

¥ o

N2

donde &, %, ? son, respectivamente, 0-*MA(Q)
M, (Q) » 0, 0+ 0(R-A) 2 0(0-8) » 0, 0 > 0(2-8)/M,(Q)

4 0(Q-A)/M,(Q) + 0.

La sucesién exacta de cohomologia correspondiente

es:

0=*kerP-*kerP~*ker?-*coker§ +cokerP=+coker;->0

de donde se deduce que ker P y coker P son de di-

mensidén finita y que Ind P -1Ind P+ 1IndP =o0.
A Ti
Como Ind P = m-n(p_,2)+ 3 min(n(p_sa;)-k) vy
m j=1 k*7]
Ind PR = -n(meQ—A)*m(i—n), y como cada aig'A es

un punto singular regular de P, entonces; para cada

1! Y HULE n m—n(pmsai)+min(n(pkgaj)-k) = 0. Luego

. L .
% |m-n(p_,a.)+min (n(p, ,a:)-k)] = 0, o sea
o Mo k*7]
j=1
n
mn-n(pm,A) + I min(n(pk,ai)-k) = 0. Por lo tanto

j=1

Ind P =0 y, como P es sobreyectivo, ker P = 0.
u3



La primera parte del teorema esta demostrada.

(2) De la conmutatividad del diagrama

0 0 0
¥ . N ¥
0 > R,(Q) 3 G-k} + 0(R-4)/R,(Q) + 0

e

v P ¥P VP
0+ R, (2) % 0(2-2) L1 0(2-8)/R,(2) + 0

¥ ¥ ¥
0 0 0

se sigue la exactitud de la sucesidn de complejos

o+€'->g."—>?'+o

~

donde i','t',(;' son, respectivamente, O‘*RA(Q)I

Ry(2) » 0, 0 > 0(2-4) Eow-0) >0, y o0 0(0-2)/

+|

R, () aQ~A)/RA(Q) + 0,

La sucesidn exacta de cohomologia correspondiente

es
0 - kerP > kerP » kerf’--g cokerI; + cokerP + cokerP + 0 o

la cual implica que ker P y coker P son de dimen
sién finita e Ind P - Ind P + Ind p = 0. Como P

i n
es normal, Ind P = m-n(pm,Q)+ 5 min(n(pk,aj)-k) e
351
Ind P = m(1-n)-n(p_,R-A). Como para cada I

m-n(pm,aj)+m1n(n(pk,aj)-k) % O entonces

n
T [m—n(pm,a.) + min (n(pk,ae)-k)J = 0, o sea,
52y j j
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nm-n(p_,A) + min(n(p, ,a.,)-k) = 0. En conse-
m Jo? =

i=1

= 0 y, como P es sobreyectivo,

n

X
cuencia, Ind P
P

entonces ker = 0. La segunda parte del teore=

ma esta demostrada.

(3) Es un caso particular de (2), considerando

g = 0.

§ 4 Algunas consideraciones sobre la Ecuacién de

Euler:

En este capitulo consideraremos un polinomio dife-

; m k.k k
rencial de la forma P(z,9/8z) = kg qk(z)z 3 /9z ,

donde los qk(z) son polinomios complejos. Denota

remos con c¢(k,i) a la expresidn (—1)k i%%%%%%i >

k = 0,1,2,.0..,m y j 21, Sea x 2 1 un nfimero
natural fijo. Con pi(z) denotaremos al polino-
m : -
mio kZ qk(z) c(k,i) 2" ﬁ, 1< j< r, y con pj?z)
=0
a la clase de pi(z) en @ [z]/(zr). Llamaremos
a al término constante del polinomio qk(z). En
el andlisis deél polinomio diferencial P(z,3/3z) =
m
£ L ay zkak/azk, denotaremos con ¢, a la expre
k=o & ] T
presidn I a, c(k,j), 3 2 1.
k=o G
n k.k k
Teorema 4.1. Sea P(z,3/3z) = kZ qk(z) z 9 /3z .
3 =0

Entonces, las proposiciones siquientes son equiva-

lentes:
(1) Para todo r > 1, el sistema {pilzi,..., rizi}
de ¢[z]/(z") es linealmente independiente sobre c.

)



(2) Cualquiera que sea g, holomorfa en Q, toda

solucion meromorfa en 2 de la ecuacidén Pf = g "
con polos a 1o sumo en 0, es holomorfa en Q.

Demostracién. (1) Supongamos que los pj(z) son

linealmente independientes sobre €. Consideremos
FEM(R) y ge0(R) tales que Pf = g. Como

"

£(z) = I a./z3 + h(z)
j=1 ]
donde he€0(Q), y
r . 4 r
P (I a./z) ) = £ p.(z) a, ,
=i 57 g i g ‘
teniendo en cuenta que Pf = g con g€0(Q) se
deduce que debe existir <1€C[z] tal que
£ r
p.(z) a, = z= q(z).
j=1 3 ]

Como los pj(z) son linealmente independientes so
bre €, entonces aj = .0V papar pi st BT e,

Por lo tanto, f es holomorfa en .

(2) Supongamos ahora que dada ge€ 0(9), toda so-
lucién de la ecuacidn Pf = g, meromorfa en Q y

con polos a lo sumo en 0, es holomorfa en §, y su

pongamos que
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r
Como °Z1ajpj(2)€ (z ), entonces Pf = g con
J:

g€0(Q). Por lo tanto, f es holomorfa en Q; es
decir, aj = 0 para cada j = 1,2,...,r. Los
pj(z) son entonces linealmente independientes so-
bre €. E1 teorema estd demostrado

m

Observacidn. Si o kéo a c(k,j) # 0 para ca-

da j> 1, entonces los pj(z) son linealmente in

dependientes sobre @. En efecto, supongamos que
r

Einpy(s) Oy = z" q(z)
j=1
para algin q€€[z], o sea que
r m ; ‘
T T qk(z) c(k,i)a. z" ' = z" q(z).
j=1 k=o -
Se deduce que el término independiente del miembro

de la izquierda es nulo, o sea que

m
z a C(k,r)ar = 0.
k=0
Como s # 0 entonces B 15 0 vy asi
r-1 r
o pe(z)na; = 2" q(z),
j=1 ] J

El mismo argumento anterior muestra que el té&rmino
en 2z del miembro de la izquierda es nulo, o lo

que es lo mismo, que

c(k,r-1) a, = 0

-1

m
E ank

k=o

Como cr 0 entonces ar-l = 0, vy continuan-
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do de esta manera, concluimos que aj = 0 para
todo j = 1,2,...,r. Por lo tanto, los pi(z)

son linealmente independientes sobre C.

Corolario 1. Sean Q un abierto conexo de ¢ tal

que 0€Q , y P(z,d/3z) = ? a zkak/azk A
ko Kk

£n 0 para todo p >1. Si g es holomorfa en

Q , toda solucién de la ecuacion Pf = g , holomor
fa en @ - {0} , es holomorfa en Q.

Demostracion. Sea Q, un subconjunto abierto simple

mente conexo de 2 tal que 0€Q,. Debido a que
?, es simplemente conexo, a que 0 es un punto sin
gular regular de P y al hecho de que ge M (Q,),
tenemos, por el corolario al Teorema 3.4, que f
es meromorfa en Q,, con polos a lo sumo en 0. Co-
mo cp # 0, p >1, se deduce, del Teorema ante-
rior y de la observacidn subsecuente, que f es

holomorfa en Q. “Por lo tanto, f es holomorfa

en .

Corolario 2. Sean Q un abierto conexo de ¢ tal que

" kik k
00€ Q , y P(z,3/9z) = kz a z d /3z , donde los
=0
a, son linealmente independientes sobre z. Si
g es holomorfa en @, toda solucidn de la ecua-

cién Pf = g, holomorfa en Q-{0} es holomorfa en
Q e

Demostracidén. Al igual que en corolario 1, pode-

mos concluir que fé& M (Q,) para 2, un abierto
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simplemente conexo de £ tal que 0€ Q . Como Ci# 0
'para todo j 2> 1, entonces por la observacidn y el
Teorema anterior, f es holomorfa en I, . Por lo

tanto, f es holomorfa en Q.

Corolario 3. Sean Q un abierto conexo de ¢ tal que

0€Q , y P(z, 3/3z) = 253% /9255, ‘donde " fa

m
kz=:oak k'

£ |a para todo kx = 0,1,2,...,m-1 , m # 1,2.

k+1|
Si g es holomorfa en Q, toda soluci6én de la ecua
cion Pf =g, holomorfa en Q-{0} , es holomorfa en Q.

Demostracidn. Procediendo de la misma manera que

en los corolarios anteriores, basta ver que c¢.¥0

]
para todo j 2 1. Si suponemos que existe j 2> 1
tal que cj = 0, entonces
(j+m-1)1 mol (Gek-1)t
la_ | s la |z
(j-1): k=0 (3-1)!

Como a_ # 0,

m

m-1
(j+m-1)!<s I (j+k-1)!
k=o
Si n = j+m-2, entonces
n
(n+t1)! < pX k ! (4.1)
k=7i-1
De otra parte,
n
(n+1)! > X k ! s (4.2)
k=9-1
n

ya que I k! £ (nt1)! (en efecto, para n = 0,



0 = 1l.; para 'n =.4,/0! % 1% =28 . sepavra ' n<2,
2 & Si suponemos cierto que

¥
iy > M -1 ; 9 9
m ! 7 R k! para n=m -1, con m = 2,
.r-n ' . L) PR B | S § g
entonces Z ke € 2m 2 € (m +1)% . Como m#i1,2,

entonces n > 2 (Ndtese que si m =1 y P(z,3/92)

= a(1+29/3z), entonces f(z) = 1/z, aunque holo-
9

morfa en §-{0} y no en 9, es tal que Pf = 0,

Y si m=2 y P(z,0/9z) = apta, 2d/3z + 3373—°

.2232/8 22 s también, con f(z) = i/z, se tiene

que Pf = 0). Por lo tanto, % ki < (n+1)! .
k:‘ﬁ"‘

Como las desigualdades (4.1) y (4.2) no pueden te
nerse simultaneamente, entonces Cj # 0 para todo
i 2 1.

Teorema 4.2. Sean P(z,0/0z) = kz q, (z) =z 3 /dzk ¥
(o]

2 un abierto conexo de ¢ tal que 0< Q. Los vecto
res E;TET son linealmente independientes sobre

¢t si, y sélo si, dada ge ¢[z], toda solucion ra
cional de la ecuacién Pf = g, con polos a lo sumo
en 0, es un polinomio,

Demostracidn. Tomando hé:c[i], la demostracidn es

esencialmente la misma que para el Teorema 4.1.

Corolario 1. Sean © un ab1erto conexo dec tal que

0&€ @ 5, ¥y P(2,3/92) = z a, z 8 /az tal que cp# 0
k=o
para todo p > 1 . Entonces, si ge ¢[z], toda so

lucién de la ecuacién Pf = g, holomorfa en Q-{0}
es un polinomio.
50



Demostracidon. Sea Q, un subconjunto abierto sim-

plemente conexo de 9 tal que O0€Q,. Debido a que
2, es simplemente conexo, a que P es normal y a
que g€ R,(2,) tenemos, por el corclario al Teore-
ma 3.5, que f es una funcidn racionalen Q, con
polos a lo sumo en 0. Como cp £ 0 para p = 1,
entonces, por el Teorema 4.2 y por la observacidn
siguiente al Teorema 4.1, se deduce que f es un
polinomic en Q,. En consecuencia, un polinomio

en Q.

Corolario 2. Sean Q un abierto conexo de € tal que

_ 0 vroBizoos Keki ok o
0€EQ, ¥ P(2,9/32) = § a, z 3 /dz , donde los a
kso K k

son linealmente independientes sobre #Z. Entonces,
si gecf[z], toda la solucidn de Ta ecuacidn Pf = g,

holomorfa en Q- {0} , es un polinomio.

Demostracidon. Al igual que en la demostracidn del

corolarioi se deduce gue f es una funcidén racio-
nal en §, con poclos a lo sumc en 0, donde Qo es
cualquier subconjuntc abierto simplemente conexo

de Q tal que 0E€Qg . Como cp # 0 para todo p21,
entonces, por el Teorema 4.2 y por la observacidn

siguiente al Teorema 4.1, se deduce que f es un

polinomio.

Corolario 3. Sea O un abierto conexo de ¢ tal aue
m

0€q, P(z,3/32) = I a 2%3%/3.% . donde
k=0

k

para todo = 0,1,250..,m=-1, m#1,2,

k+1‘
si gec[z], toda solucién holomorfa en 0-{o} de
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la ecuaciébn Pf = g es un polinomio.

Demostracién. De la misma manera que en los corola

rios anteriores, podemos observar que f es una
funcidén racional en §, con polos a lo sumo en 0
(siendo 2, un abierto simplemente conexo de 2 tal
que O0€Q_ ). Como cp # 0 para todo p21, por el
Teorema 4.2, y por la observacidn siguiente al Teo

rema 4.1, se deduce que f es un polinomio.

Los resultados anteriores de este capitulo admiten

algunas generalizaciones.

Sea A = {al""’an} y consideremos un polinomio

m
diferencial P(z,d0/93z) = kz pk(z)ak/azk tal que
=0

cada (z - as)k divida a pk(z) para todo k = 0,
1,2,..,m. Para todo r > 1, y para todo j < r,
m
denotemos con p?(z) al polinomio T pk(z)c(k,j)'
. k=o
(Z—a )r_k—] .
s
En el andlisis del polinomio diferencial

m -
P(z,3/32) = & ak(z-al)k LU e vy g R pg Sk
k=o o

s ;
denotaremos con qj(z) a la expresidn

m
k k k
kf a(z-0,)" ... (z-a,_4)" (z-a_ ,) 5o A

k
o (z-an) elks,3d>5
donde n > 1 y j < r.

Teorema 4.3. Sean Q un abierto conexo de ¢.
AE {al,...,an} un sobconjunto finito de Q y
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m
P(z,9/3z) = I pk(z)ak/azk un polinomio diferen-

k

cial tal que (z-as) divide a p,(z) para todo

k = 0,1,2,...,m y todo s = 1,2,...,n. Entonces,
las proposiciones siguientes son equivalentes:

(1) Para todo r > 1y todo 2 = 1,2,...,n, el sis
tema {pf(z),.ooo,pi(z)} de ¢[z]/((z-a2)r)9 es
lTinealmente independiente sobre C.

(2) Cualquiera que sea g, holomorfa en Q, toda
solucion meromorfa en Q de la ecuaciéon Pf = g, con
polos a 1o sumo en A, es holomorfa en Q.

Demostracién. (1) = (2). Sean g€ 0(Q) vy fEM,(RQ)

tales que Pf = g. Como f€ZMA(Q), en una vecindad

abierta V_i de aj en , f se escribe

r .
£(z) = L b./(z-0.)" + h(z), hZzO0O(V.)
e j j
i=1
r . r .
Como P( £ b./(z-a.)') = ML S Ib p:| (z)
& ; ; - = : VPR
j21 & j (z aj) jzq 04
y Pf =g en  , entonces
r :
b, pl(2) = (z-a,)" q(z)
=1 F | 3

donde q(z)€c[z]. Como los pi (z) son lineal-
mente independientes en C[z]/((z—aj)r) sobre <,
entonces bi = 0 en Vj’ y esto, para cada i = 1,
2,.+03r. Por consiguiente, f es holomorfa en V_j
para todo j = 1,2,...,n. Se deduce que f es ho

lomorfa en .

(2) => (1) Supongamos ahora que dada g, holomorfa
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en 2, toda solucidn de la ecuacidn Pf = g, mero-
forma en § y con polos a lo mas en A, es holomor-

fa en 2, y supongamocs que

r
L. bynp. - de):= (z—as)r q(z)

donde qé:@[z] . Sea

1‘?
Pf = ——— Er B, p? (z) = q(z).

Por lo tanto, f es holomorfa en {I, es decir,

b_,i = 0 para J = 1,2,.0..v. Se deduce gue losg
8 iy i ot -
p. (2 son linealmente independientes sobre
]
C. EYl Teorema estid demostrado.
o K
Opservacion., Sea P(z,9/49z) = L ak(z—ai) .

k=0

(z—an)kak/azk tal que para J 21 y s = 1,2,..

. . s
cs T, (z-ac) noe divide a qj(z)c Entonces, pa
o S 2
ra r 2» 1 y 3 & r, los vectores pj (z) de

@[Z}/((Z’QS) ) son linealmente independientes so

bre €. En efecto, sea
r .
z p% (z) b, = (z-a )" q(z)
j:i ] J s

donde qe:@[zjc Como para cada j < r=1, (z-as)
divide a cada p? (z) bj y al término de la dere
cha, entonces z-a_ divide a p: (z) bPo Es de-

. oo s !
cir, z-0g divide a q, (z) bro Por 1o tanto,
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o1 8 ¢
. - v
Vi = , =0
ae Aan s B
es decir, g
- .
] o T x"i r
3 ~ > J - o < £
& ¢ NG ) Z=0 i & = -CX g <
- ¥ = 3
- =4 < z J s
j
s 0 38 0
Dividiendo por 2z-g tenemos que
"
=)
r=1
5 S, =7=1z =
2 g, tz) (z-a b (z-0_ 1{z
L wq J - =
J »>
£ ° o ¢ 8
s @i P——— > ¥ ;- o ASwS AS s po %
asi que z=-0 debe Gividir & < J L o wv®
359 A = y 1A -+
ieduce que Z G ¥ poer lo an s ie
- S i Jué€
bs f 9 & 5 ~ 5 o - - e -
-~ i. - 4 § gt S Q=i L 3 e 1 » —i i—ﬂ‘v"
S 3 P i A
- . A 5% B o= i D S P £ = 4 P F RPN S oz -
cluly gue Do = 0 para F. =5 125004 Por 10 tar
i P
+ A narnas Fodo a = 4 _° Tas o { %) Yy ¥
< FERia LU0 b= : 4 g &g o e o gil 1O | 2 \ & ; = a4 o e

nealmente independientes sobre €.

Corolario. Sean . abierto conexo de &, A={o, ..

i

,an} un subconjunto finito de &y P.2,3/62)
2 {7 Y k £ N k k 7 @ k °
(z~-a coclz-a ) ¢ /oz , donde z-a_ no di-
vide a q. (z) para § 21 ¥ s = 1,2,...5n. Enton
ces, si g es holomorfa en & , toda solucidn de 1a
ecuacion Pt = g . holomorfa en Q-A es holomorfa

o

en Q.

Demostracion. Sea Qj un subconjunto abierto sim-
plemente conexc de { tal que {aj} = Qj,ﬁAo Debi
do a que Qj es un abierto simplemente conexo, a
que ai es un punto singular regular de P y al
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hecho de ser gé& M | (Qj), tenemos, por el Teorema
3.7, que f es meromorfa en Qj’ con polos a lo
sumo en aj. Como (z-aj)1/q; (z) para p > 1, se

deduce, del Teorema 4.3 y de la observacidn sub-

secuente, que f es holomorfa en Qj' Como esto
sucede para cada j = 1,2,..,n, entonces f es ho
lomorfa en Q2. E1l corolario estd demostrado.

m
Teorema 4.4. Sean P(z,d/3z) = kZ pk(z)ak/azk,
=o

8 un abierto conexo de ¢ y 5 - {“1’a2’°"’an} un

k divide a p, (z)

subconjunto de Q tal que (z-aj) |
para todo k = 0,1,...,m. Los vectores P; (z)
son linealmente independientes sobre ¢ en  ¢[z]/
((z-as)r), para r >1 y s = 1,2,...,n, Si, y so
lo si, dada gec[z], toda solucidn racional de
la ecuacidén Pf = g , con polos a 1o sumo en A, es

un polinomio.

Demostracién. Tomando he€c€[z], 1la demostracidn

es esencialmente la misma que para el Teorema ante

rior.

Corolario. Sean Q un abierto conexo de ¢, A =
{ai,a2,...,an} un subconjunto finito de Q, vy

k

P(2,9/3z) = § a, (z-a Y ... (z-a )¥3%/3zX donde
k=0 1 "

para i>1y s =1,2,...40 , z-a_  NO es un di
visor de q? (z). Entonces, si gec[z], toda so
lucion de la ecuacién Pf = g, holomorfa en Q-A
es un polinomio.
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Demostracidn. Sea Qj un sobconjunto abierto sim
plemente conexo de { tal que {aj} = QﬁfﬁAo Debi-
do a que Qj es un abierto simplementé cConexo, a
que P es normal, a gue aj es un punto singular
regular de P y al hecho de ser g¢ Rac(gj)s tene
mos, por el Teorema 3.7 que f es una %uncién ra-
cional en §l. con polos a lo sumo en ajo Como
(zaaj){’q; (z) para p > 1, se deduce, del Teore
ma anterior y de la observacidn siguiente al Teo-
rema 4.3, que f es un polinomio. E1l corolario

estd demostrado.

% % %

Agradecimiento. La autora agradece profundamente

ios mGltiples consejos, la paciencia y el apoyo
que recibid del Profesor J.A. Charris durante la
elaboracidn de este trabajo. También agradece el
interés de todas aquellas personas que siguieron
de cerca el surgimiento de estos resultados, en

particular, el de los Profesores Victor Albis y

Carlos Ruiz.

57



Bibliograffa.

[1] Charris, J. "Sobre ciertos espacios de Funcio-
nes Holomorfas y sus aplicaciones.II”.
Aparecerd: Boletin de Matem&ticas.

|2] Hormander, L. Introduction to Complex Analysis
in Several Variables, Van Nostrand,
Princeton N.J., 1967.

[3] Malgrange, B, "Remarques sur les points singu-
" liers des équations differentielles” .
C.R. Acad. Sc. Paris, t. 283 (8 de di-
ciembre 1971) 1136-1137,

[4] pPalais, R. Seminar on the Atiyah-Singer Tndex
Theorem, Annals of Mathematics Studies,
Number 57, Princeton University Press,
Princeton N.J., 1966,

[51 Rotman, J.J. Notes on Homological Algebra, Van
Nostrand, Princeton N.J., 1970,

Deparntamento de Matemdticas y Estadistica
Univensdidad Nacional de Colombia.
Bogotd, D.E., Colombia, S.A.

(Recibido en enero de 1977).

58



