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EINE VERALLGEMEINERUNG TOPOLOGISCHER

MANNIGFALTIGKEITEN

von

Rolf-Ingraban RIEMER

Im Anschluss an eine Arbeitsgemeinschaft uber
differenzierbare Raume stellte K. Spallek das
Problem, in ahnlicher Weise eine Verallgemeinerung
topologischer Mannigfaltigkeiten zu finden und
Einbettungssatze zu beweisen. In der vorliegenden
Note definieren wir topologische Mannigfaltigkeiten
mit Singularitaten, die wir stetige Raume nennen.
Die Klasse der stetigen Raume verallgemeinert die
Klasse der differenzierbaren Raume mit A, [3]9
Wie im Falle der differenzierbaren Raume lasst
sich zeigen, dass sich die Morphismen eines steti-
gen Raumes S nach Rm mit dem m-fachen Produkt

der Schnitte in der Strukturgarbe ven S 1identi-

49



fizieren. In Analogie zu W. Bos [1] lasst sich
nun zeigen, dass jeder stetige Raum mit lokal kom
paktem Trager eine Einbettung in einen Zahlenraum
besitzt. Mit Hilfe der Fortsetzung stetiger
Riume (vgl.[3] ) konnen wir dann die Vorausset-
zung der lokalen Kompaktheit fiir den Einbettungs

satz fallen lassen.

§ 1. Stetige Unterraume des R". Sei XcR"

beliebig und 7 die Garbe der Keime stetiger Funk-
tionen auf R". Die Topologie der gleichmassigen
Konverggnz auf Kompakta erzeugt eine Fréchet-Topo-

logie auf z.

Definition. S: = (X, /9 |X) heisst stetiger

Unterraum von R" , falls 9 abgeschlossene Ideal-

garbe und §/7'|X lokal punktetrennend ist.

Bemerkung. Da t/9 |X 1lokal punktetrennend
ist, gilt insbesondere Zy # 7%, x€X. Ist
T=%(x) das Ideal der auf X verschwindenden

Funktionskeime, so ist (X, ¢/7 (X)|X) stetiger

(reduzierter) Unterraum.

In der Kategorie der R-geringten R3aume betrach
ten wir die Unterkategorie der stetigen Unterraume
des R" mit den stetigen Morphismen, wobei stetige
Morphismen analogen zu den differenzierbaren defi-

niert seien ( vgl. [3] ).
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Lemma 1. Sed X Lokal kompakt und S = (X,g/9|X)

ein stetigen Untenraum des R° . Betrachten win

R" = (R, 1) als stetigen Unterraum, s0 gil%t :

T ¢ Mor (S, R") + I'(X, ¢/9)™ ist ein Isomoraphismus .

Beweis. Da m offensichtlich surjektiv ist [2],
genugt es, die Injektivitat nachzuweisen. Sein f,
g € Mor(S, R") mit W(f) - m(g), x,€ X und U
eine Umgebung von x, . Es gibt dann Funktionen

F, G auf U, die f bzw. g induzieren. Bezeichne
F' die i-te Koordinate von F(1 € i < m), so
. i i i 1
gilt: FX - 6l € Tx, und F'(xy) = G (xg). Ist
Xo XO

P ein Polynom, so erhalten wir

( - = F \ J
(Py o Pxo Py .o Gxo)€€&;y° F(x,). Nach Vorausset

zung gibt es fur alle ¢ > 0 elne kompakte Umgebung

&

U von %X, mit |F_G|Uﬁ<ESU*SU Sei nun o

. %
yo YO

mit Reprasentant A in einer Umgebung W von y,.

Ist WYCW kompakt, so gibt es Polynome PA n °
9
die auf W gleichmassig gegen A konvergileren.
T al h1 - P
Da abgeschlossen und (PA,no F £ n ° G)x::ﬂ;;
gilt o_ o F_ -« o G €9
Yo X0 Yo Xo Xo

Definition. Sei f = (£,£%)€Mor (S,8'). f

heisst regular in x€ X, falls es einen Reprasen-

tanten F von f gibt, der lokal ein-eindeutig

ist.

Bemerkung. Wie man an der maximalen Idealgarbe
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einer abgeschlossenan Menge leicht sieht, ist
diese Eigenscha¥t nicht unabhangig vom Reprasentan-
ten. Andererseits ist es eine sinnvolle Verallge-

meinerung; denn es gilt:

Lemma 2. Sedl f& Mor(s, S'), S = (x,g/dlx)
und X Lokal kompakt. Sei fernen £ in x reguldn,
50 f: sunjektiv,

Lemma 3. 14t feMor(S, S'), S = (X,z/9]|X)
und X Lokal kompakt. 1st f neguldr Lin x , 40 g4bt
¢4 eine Umgebung U von x , 40 dass f!xr\U eine
Einbettung Ls81%.

Beweis. Sei F Reprasentant von f in einer
kompakten Umgebung U. Nach Voraussetzung durfen
wir F als ein-eindeutig voraussetzen. F ist

dann bistetig ,also f in jedem ygUMX regular

Lemma 4. Sed feine Einbettung von S «n den R".
Besditzt S einen Lokal kompakten Tadgen, dann gibt
es einen sitetdigen Untenrnaum S' des R" , 50 dass f
eine stetige Abbildung f': S + S' induzdiert,

wobei f' ein Homoomorphismus L%,

Beweis. Sei S' = (f(X), c{‘tﬂl;(x)) mit

Oj': - . = = 5 ¥
yoleget, s £.(g) =01, 'y=£x). .8

ist dann ein stetiger Unterraum. Nach Konstruk-
tion induziert f offensichtlich einen Isomorphis

mus f' : S + S' in der Kategorie der geringten
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Raume. Wegen der Regularitat von f' in vye f(X),
gibt es eine stetige Abbildung in @iner Umgebung

V von y mit gof' = und f'og=id

id ;
lg-1(vinx VO£ ()
f' ist also als stetiger Morphismus invertierbar,

also ein Homoomorphismus.

§ 2. Stetige Raume. Die stetigen Unterrdume

n . . . : -
des R dienen nun dazu, allgemein stetige Raume
einzufuhren, wobei die Unterraume als lokale Model

le dienen.

Definition. Sei A = (X,A) ein R-geringter
Raum. (U,f,S) heisst Karte von A, falls f:A|U+S

ein Bimorphismus und S ein stetiger Unterraum

ist, UCA offen.

Analog 2zu der Begriffsbildung in der Theorie
der topologischen Mannigfaltigkeiten sind Vertrag-
1 ichkeit, Atlas und Struktur zu definieren. A
versehen mit einer Struktur & heisst dann stetiger

Raum.

Definition. Seien A,B stetige Raume und f:A-B

ein Morphismus geringter R&ume. f heisst stetig
(fe Mor(A,B)), falls es zu jedem x& X Karten
(u, fA,S) aus & und (V;fB,S') aus L gibt, so:
dass Fofef; € Mor(s,S'). |
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Lemma 1. I8t A = (X,A) ein stetftigern Raum, ‘X
Lokalkompakt, s0 ist Mor(A, R™) = I(x,A)" veamoge

£ = (£, £5)m (£ (yl),eu,f*(ym)),

wobed Y die Koorndinatenfunktionen des R" s4ind.

Beweis. vgl. § 1 Lemma 1.

Offensichtlich gilt:

Lemma 2. Sind £ : A - R", g : A~ R"
stetige Morphismen, und fasst man (f,g) als Ele-
ment von I‘(X,A.)m+n auf, s0 gilt: 4ist f negulan
An xe X , 40 auch (f,g). Feanen: {8t f edne
Einbettung, 40 auch (f,g).

Analog zu 8§ 1 Lemma 4 gilt:

Lemma 3. 14 A = (X,A) edn stetigen Raum mit
Lokal kompaktem Trdger X, f: A - R" eine Einbet -
Aung, dann gibt es einen stetigen Unterraum S des

R" mit: £ induzient einen Homoomorphismus £':A>S'

§ 3 Einbettung stetiger Rdume. In Anlehnung

an W. Bos [1] soll nun gezeigt werden, dass sich
stetige Raume mit endlich dimensionalem lokal
kompaktem Trager in einen endlich dimensionalen

Zahlenraum einbetten lassen.

Definition. Sei X ein topologischer Raum, so
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setzen wir dim X: = sup dim_ X, wobeil dimx X
x€ X

die induktive topologische Dimension von X 1n

X meint.
Es gilt:

Satz. Dim X € n genau dann, wenn fjede Lokal
endliche offene Uberdeckung von X eine Venfeinerung
den Ondnung < n+1 besitzt.

Im folgenden sei X als lokal kompakt voraus-
gesetzt. Ferner erfulle X das 2. Abzahlbarkeits
axiom. X 1ist dann insbesondere metrisierbar und

parakompakt.

Definition. Ist A ein stetiger Raum, dann

sei die lokale Einbettungsdimension von A in

x€ X wie folgt definiert:

eibdim A : = min{neN : es gibt eine Karte
(U,f,S) mit S ist stetiger Unterraum

des Rn und x€ U} .

eibdim A: = max eibdimx A
x€X

Es gilt dann:
Lemma 1. dimx X < eibdimx A, x€X.

Lemma 2. Sed A = (X,A) edin stetigern Raum,



U, WCX offen, wobes UcW relativ kompakt (s
und BCU abgeschlossen. Sei fernen g:A|w + RrR"
eine Einbettung, dann g«lt:

i) es gibt s€T(X,A) mit Tr scU und s|B = 1.

ii) es gibt eine stetige Abbildung £f: A ~» R® mit
flU = 8|y

Beweis. zu i) vgl. [2] .
zu ii) Gegeben sei g = (gi,oao,gn)c F(W,AJn
Zu U,W gibt es eine offene Menge VI X mit
UCVc W. Nach i) gibt es dann se&T(X,A) mit
Tr sCV und SlU = 1. Setze nun f = (fi,eoo,fn)

mit fi: = g8 3 i=1,...,n 4, so gilt flUE gIU

und feT(x,A), da s|x-V = o.

Satz. Iaf A = (X,A) ein stetigen Raum den
Einbettungsdimension n und X wie oben, dann Lasst

, 2
Adch A 4in R(n*i) einbetten.
Beweis. Da eibdim A = n , lasst sich jede

offene Uberdeckung zu einer lokal endlichen Uber-
deckung der Ordnung < n+1 verfeinern. Nach W.

Bos [1] gibt es nun eine offene Uberdeckung.

p n
{Ui}i=1,ooo,n+1 und Einbettungen g.: AIUi + R .

Die Einbettungen g, lassen sich nach Lemma 2 zu
i

stetigen Abbildungen fi(1 & 1 ¢ n+t1l) auf ganz X

fortsetzen. Wir wahlen nun Schnitte s ;€ F(x,A)
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mit s |Vi £ 1 und Tr sinUi. Dabei ist

e

{Vi}i=1,...,n+1 eine offene Uberdeckung von X
mit ViC Ui :

ntl
Wegen X = i&ﬁ U, ist f = (fi,.On,fn+1) eine
Fumasaion ven. A dn R(n+1)2. Es bleibt die
Stetigkeit von g- zu zeigen. Da X abzahl-
bare Topologie besitzt, genagt es, i-l auf

Folgenstetigkeit zu untersuchen. Dies wird aber

bei 0. Schafmeister [2] bewiesen.

§ 4 Fortsetzung stetiger Raume. Bisher wurden

nur stetige Riume mit lokal kompaktem Trager be-
trachtet. Im folgenden soll gezeigt werden, dass
man die Untersuchung von stetigen Raumen mit all-
gemeinerem Trager auf die Betrachtung von‘REumen

mit lokal kompaktem Trager zuruckfuhren kann.

Zunachst Uberlegt man sich, dass die Bedingung
"7abgeschlossen" fur stetige Unterraume
S = (X, £/9 |X) unabhangig von dem Gebiet G ist
mit XCG. Dies impliziert, dass 8§ 1 Lemma 1
richtig bleibt, falls die Voraussetzung "X lokal
kompakt" wegfdallt. Insbesondere wird dann jeder
stetige Morphismus schon global durch eine stetige

"unktion auf einem Umgebungskeim von X erzeugt.

Definition. Sei A = (X,A) ein stetiger Raum.
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Dann heisst der geringte Raum B = (Y,Ir) Fortsetz
ung von A, falls 1) es einen Morphismus F:A -+ B
gibt mit: F(X) ist dicht in Y wund F:A+B|F(X)
ist homSomorph, 2) fur alle y<€£ Y und alle

g € I&, sowie fur alle Reprasentanten g e I'(U,L)

y
von gy gilt: ist g 0 fur jedes x€ UfWE(X),

X
so auch .
gy

Im weiteren sei B (Y,£) immer ein stetiger
Raum, der Fortsetzung von A = (X,A) ist. Zur
Vereinfachung der Schreibweise sei ausserdem

X =Y und £|x = A

Lemma 1. Sedien U , VCY offen, 40 dass
XCUNV und C = (2,3) edin stetigen Raum. G4ibt
es stetige Abbildungen G: B|U » C und H:B|V » C
mit G = H auf B|UNV , 40 gibt es eine stetige
Abbifdung F: B|UUV = C, die G,H fortsetzi. Is&
aussendem. G, H topologisch 4in, 840 auch F.

Lemma 2. Sind A,B,C wde oben und 2 Lokal
kompakt, 50 gibt es zu jeder stetigen Abbildung
F: A > C, die 4n U defindient 4is%, U offene Umgeb
ung von X 4in Y , edne stetige Fortsetzung

~

F: BJ[U *Cc mit F = Foincl.

Beweis. Wegen Lemma 1 genugt es, die Aussage

lokal zu untersuchen. Ohne Einschrankung gilt
%
deshalb: A = (X, £/9)cR” , B = (Y, £/9 ) und

- % y :
C ‘= LGl FYd wobed AT e g) {fx : es gibt in
x€RD
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U(x) einen Reprasentanten feT(U,z)NT(UNX,T)}.
ﬂ* ist dann insbesondere abgeschlossen, also B
ein stetiger Unterraum. Nach Voraussetzung gibt
es eine stetige Funktion f: U =+ R s die F:A~> C
induziert. Ausserdem gilt: f(XNU)CZ wund f
erzeugt eine stetige Abbildung F: B|uMx + c.

Lemma 3. es8 sedlen A = (X, §/°71), B = (Y,C/QQ),

C = (2, t/ Jg), D= (W, t/I,) stetige Raume, und
B und D haben Lokal kompakten Trdgern. Sedien

F: A > Bund F* = C - D Fontsetzungen, 40 gibt es
Umgebungen U von X und V von gé(Z) mit: 8%

G: A+ C ein Homoomorphismus, 30 gibt es
*

¢*: Blu > p|vmit 6¥ o F = F* o G.

Beweis: Mit Hilfe von Lemma 1 findet man Umge-

bungen U von F(X) = X in Y, V von EE(Z) in

o

% ~
W sowie Abbildungen G , H mit: G : B|U + D

und H: DIG > B mit: G¥oincl. = F*OG, sowie

HoF® = inclcOG-lc Beigeeigneter Wahl von V mit
~ 3

F*(z)cveV und mit U: = ¢*"1(v) ist 6  dann

die gesuchte topologische Abbildung.

Um den Einbettungssatz beweisen zu kOnnen,
mussen wir zunachst noch zeigen, dass beim Uber-
gang zur Forsetzung sich die Einbettungsdimension

nicht verandert. Es gilt:

Satz 1. I8t A ein stetigen Raum mit parakom-

paktem Trndgen, 40 gibt es eine Lokal kompakte
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Fornsetzung B von A mit eibdim A = eibdim B .

Beweis: Da A parakompakt ist, gibt es Atlan
VI = =
ten {(u ,£,,8,)} und W {(VB’ £g> SB)}.

von A mit:

1) fur alle a,B,y mit Va(\VB # # und
VBnVY # # gibt es ein §: VaL)VBL)VYC:U6°

2) fur alle B gilt: card {a 3 VBC Ua} < »
Ist 8'y = (X'B, C/Q'B), so gibt es eine lokal

kompakte Fortsetzung §'B = (Y'B, fB) (s.o0.). Wir

betrachten die disjunkte Vereinigung Y* = Lji'B
mit der folgenden Kquivalenzrelation: . X ~ y

genau dann, wenn es a,B gibt mit: VBr\VQ 0
il 3

und 8 géi (x) =y falls XC‘Yé s yeXx,

Y iY*/~ ist dann lokal kompakt, und i& kann
auf kanonische Weise mit einer offenen Menge von
Y identifiziert werden. Vermoge dieser Identifi
kation konnen wir die Strukturgarbe von g'a als
Garbe ih auf Y;C:Y auffassen. Da fur

— n -—1 ° ° <
XB. Xa £ 0 ein Garbenisomorphismus hBa
— - — w—
£a|x; r\Xé « ielx; r.)XB existiert, definiert
das System {(f. , haB)} eine Garbe f auf Y.
L@
Setzen wir B = (Y,£), so ist B ein stetiger

Raum, denn es gibt einen Isomorphismus kg ¢

e § —_— . L 1] - -— 1
(Xy > lea ) * 5, , so dass {(Xa » ky» Sy )}
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einen Atlas von B bildet. Nach Konstruktion

gilt: B ist eine lokal kompakte Forsetzung von A.

Es bleibt zu zeigen, dass sich bei dieser Kons
truktion die Einbettungsdimension nicht verandert.
Da das Problem lokaler Natur ist, genugt es, die

folgende Behauptung zu beweisen:

Hilfssatz. 1&L -8 = (X, /97 ) ¢ R" edin steti-

~

gen Unterraum und S = (X, T/ 9') eine Lokal kom
pakte Forntsetzung, 50 g4i€t: eibdim S = eibdim S.

Beweis. Ist xe€X und eibdimx S = n, , so
gibt es eine Umgebung V von x in X, sowie einen
HomSomorphismus fx : s|v » SxCLRnx s wobei S_ ein
stetiger Unterraum ist. Ohne Einschrankung sei
V = X. Zu Sx gibt es eine kompakte Fortsetzung
S:, Wegen Lemma 3 gibt es dann offene Mengen U,V,
so dass eine Fortsetzung ?# von fx existiert
mit ?x : §|V > SilU. Dies bedeutet: eibu;mxs

£ eibdimxS. Die umgekehrte Ungleichung gilt aber

offensichtlich.

Satz 2: 1Ist A ein stetiger Raum, den Atlanten
N mit den Eigenschaft 1) und 2) aus Satz 1
besitzt, und ist eibdim A < n, 40 gibt es eine

2
Einbettung von A 4in R(n+1) .
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