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EINE VERALLGEMEINERUNG TOPOLOGISCHER

MANNIGFALTIGKEITEN

von

Rolf=Ingraban RIEMER

Im Anschluss an eine Arbeitsgemeinschaft uber
diffel'enziel'bare Raume stellte Ko Spallek das
Problem9 in ahnlich~r Weise eine Verallgemeinerung
topologischel' Mannigfaltigkeiten zu finden und
Einbettungssatze zu beweisen. In del' vorliegenden
Note definieren wir topologische Mannigfaltigkeiten
mit Singulal'itaten9 die wir stetige Raume nennen.
Die Klasse del' stetigen Riume verallgemeinert die
Klasse del' d Lf f er-en zLerbar en Raume mit A2 [3J.
Wie im FaIle del' differenzierbal'en Raurne lasst
sich zeigen~ dass sich die Morphismen eines steti-
gen Raumes S nach mm mit dem m-fachen Produkt
del' Schnitte in del' Stl'ukturgarbe van S identi-
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fizieren. In Analogie zu W. Bos [1] lisst sieh
nun zeigen, dass jeder stetige Raum mit lokal kom
paktem Triger eine Einbettung in einen Zahlenraum
besitzt. Mit Hilfe der Fortsetz~ng stetiger
Raume (vgL, [3J ) konnen wir dann die Vorausset-
zung der lokalen Kompaktheit fUr den Einbettung~
s atz fallen lassen.

§ 1. Stetige Unterraume des Rn, Sei X eRn

beliebig und ~ die Garbeder Keime stetiger Funk-
tionen auf Rn. Die Topologie der gleiehmassigen
Konverg~nz auf Kompakta erzeugt eine Frechet-Topo-
logie auf l;;.

Definition. S: = (X, r;,1':! IX) heisst stetiger
Unterraum von Bn , falls ~ abgeschlossene Ideal-
garbe und r;,1'Y I X lokal punktetrennend Ist ,

Bemerk~ng. Da r;,/~Ix lokal punktetrennend
ist , gilt insbesondere l;; '1 '7 x €: X. Istx x'
'1= ~J(X) das Ideal der auf X verschwindenden

Funktiohskeime, so ist (X, l;;/~ (X)IX) stetiger
(reduzierter) Unterraum.

In der Kategorie der R-geringten Raume betrac~
ten wir die Unterkategorie der stetigen Unterriume

~ des Rn mit den stetigen Morphismen, wobei stetige
'-
\~Morphismen analogen zu den differenzierbaren defi-

\1iert seien ( vgl. [3] ).
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lemma 1. Sei x lakal kompakt and s = (x,~/1Ix)
ein ~tetige~ Unte~~aum de~ Rn

0 Bet~aehten Wik
Rrn "" (Rrn, s) al~ ~tetigen Unte~~aumi ~o gilt:
v : Mol' (s~ RID) + rex, ~/~)m i~t ein I~omo~phi~mu~.

Bewefs. Da 'IT offensichtlich surjektiv ist [2],
genugt eS9 die Injektivitat nachzuweisen. Sein f,

mg€:Mor(S~R) mit
eine Umgebung von

1T(f) "" 1T(g)~ xo€: X und U
xO• Es gibt d nn Funktionen

F~ G auf U9 die f bzwo g induzieren. Bezeichne
r1 die i-te Koordinate von F(i

i i....,.C'"1 igilt: F - G ~ ~X und F (xo)
Xo Xo 0

P ein Polynom, so erhalten wir :
(Pyoo F - P 0 Gx )E.'1,yo-;:::;F(xoL Nach Vorausset

Xo Yo 0 Xo

zunggibt es fur aIle E > 0 eine kornpakte Umgebung
*1 ~

U von x 0 mit I F -G I ' <: E 9U flC U 0 S e i nun a.Y o€: Y 0U~I -
mit Reprasentant A on einer Umgebung W von YO"

~i~rn),
i

- G (xo).

so
Ist

Ist W~'IC W kompakt9 so gibt es Polynome
die auf W gleichmassig gegen A

PA ',n
konvergieren.

Da ~ abgeschlossen und (P 0A,n
o G €:;"J

xo xo
gilt ex 0

Yo

Definition. Sei f -;:::;(i.,f~';)C:Mor (S~SI). f
heisst regular in x (:X, falls es einen Repr'asen-
tanten F von f gibt,der lokal ein-eindeutig
ist.

Bemerkungo Wie man an der rnaxirnalen Idealgarbe
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einer abgeschlossenQD Menge leicht sleht, ist
diese Eigenscha:it nicht unabha ng Lg vom Repr-asent an «

ten. Anderer~eits ist es eine sinnvolle Verallge-
meinerung; denn es gilt:

Lemma 20·Se.i fE:. Mor(S, SI)~ S :: (X,z;/'OIX)

und X lokal kompakto Se.i 6e.~ne.~ f in x ~e.gula~i
~o f* ~u4je.ktivo

x

Lemma 30 I.6.:t fE:Mor(S, 51), S::: (x~z;I'!1lx)
und X lokal kompakto l~t f ~e.gula~ in x 9 .60 gibt
e s e.ine. Umge.bung U von x , .60 das s flxnu e.ine.
Einbe.ttung i/)t..

Beweiso Sei F Reprasentant von f in einer
kompakten Umgebung U. Nach Voraussetzung dUrf~n
wir r als ein~eindeutig voraussetzeno Fist
dann b j st et Lg ,also f in jedem y~UnX regular

nlemma 4~ Se.l feine Einbe.ttung von 5 in de.n R •

Be~i.:tz.:ts e.lne.n lakal kompak.:ten T~age.~, dann glbt.
e..6 e."nen .6.:te..:tige.nUn.:te~~aum 51 'de.6 Rn 9 .60 da.~.6 f

e.ine. .6.:te..:tlgeAbbildung fi ~ S ~ 51 lnduzie.~.:t,
wobei fi e.in Homoomo~phl.6mu.6 l.6to

Beweiso Sei
~I ~ {g~,Z; ;

Y s> Y

s~ ~ (!.(X), l;{"Julf<X»
f (g) = 0 }, r » !.(x)o

:x: y.

mit
S i

ist dann ein stetiger Unterraumo
tion induziert f

Nach Konstruk-

mus fl : S -+ S'
offensichtlich einen Isomorphi~

in der Kategorie der geringten
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Raume. Wegen der Regularitat von f' in y~ f(X)3
gibt es eine stetige Abbildung in einer Umgebung
V von y mit g o f ' = idl 1 und f'og=id!n ( i 'g - (V )nX V f X

f' ist also als stetiger Morphismus invertierbar,
also ein Homoomorphismus,

§ 2. Stetige Raume. Die stetigen Unterraume
des Rn dienen nun dazu, allgemein stetige Raume
einzufuhren, wobei die Unterraume als lokale Model
Ie dienen.

Definition. Sei A = (x3A) ein R-geringter
Raum. (U,f,S) heisst Karte von A, falls f:Alu+s
ein Bimorphismus und S ein stetiger Unterraum
ist, UCA o f f en ,

Analog zu der Begriffsbildung in der Theorie
der topologischen Mannigfaltigkeiten sind Vertrag-
lichkeit, Atlas und Struktur zu definieren. A

versehen mit einer Struktur a heisst dann stetiger
Ra um ,

Defln!tion. Seien A,B stetige Raume und f:A+B
ein Morphismus geringter Riume. f heisst stetig
(fE:Mor(A3B»3 falls es zu jedem x c X Karten
(U, fA~S) aus ~ und (V,fB,S') aus ~ gibt, SOt
d ass f B-Of 6 f~ 1 ~ M0r (S ,S ') • .
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Lemma 1. t s t: A = (X,A) e-i.n .6tet-i.geJr..Raum, \X
lokalkompakt, .60 -i..6t Mor(A, mm) ~ r(x,A)m veJr..moge

f = r r , f~':)t-+(f~':(Y1), ••• ,f*(Y »,
- m

wobe~ y. d~e KooJr..d~naten6unkt~onen de.6 Rm .6~nd.~

Beweis. vgl. § 1 Lemma 1.

Offensichtlich gilt:

d m nLemma 2. S~n f: A ~ R, g: A ~ R
~tet~ge MOJr..ph~~men, und 6a.6.6t man (f,g) al.6 Ele-
ment von r(X,A)m+n au6, .60 g~lt: -i..6tf Jr..egulaJr..
~n XE: X , .60 auc.h (f,g)." FeJr..neJr..:~.6t f e~ne
E~nbettung, .60 aueh (f,g)o

Analog zu § 1 Lemma 4 gilt:

Lemma 3. I.6t A = (X,A) e~n ~tet~geJr.. Raum m~t
lokal kompaktem TJr..ageJr..X, f: A ~ Rm e~ne E~nbet-

~ng, dann g-i.bt e.6 e~nen .6tet~gen UnteJr..Jr..aumS de.6
mm m~t: f ~nduz~eJr..t e~nen HomoomoJr..ph~.6mu.6 fl :A~S'

§ 3 Einbettung stetiger Raume. In Anlehnung
an W. Bos [1J solI nun gezeigt werden, dass sich
stetige Raume mit endlich dimensionalem lokal
kompaktem Trager in einen endlich dimensionalen
Zahlenraum einbetten lassen.

Definition. Sei X ein topologischer Raum, so
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setzen wir dim X~ ~ sup dim X,
xE:X x

wobei dim Xx

die induktive topologische Dimension von X in
X meint.

Es gilt:

Satzo Dim X ~ n genau dann, wenn jede lakal
endliehe a66ene Ube~deekung van X eine Ve~6eine~ung
de~ O~dnung ~ n+1 be~itzt.

1m folgenden sei X als lokal kompakt voraus-
gesetzto Ferner erfulle X das 2. Abzahlbarkei~
axiomo X 1St dann insbesondere metrisierbar und

parakompakt.

Definitiono 1st A ein stetiger Raum, dann
sei die lokale Einbettungsdimension von A in
x E:. X wie folgt definiert:

eibdim Ax
:::m i n in Eo N : es gibt eine Karte

(U,f,S) mit S ist stetiger Unterraum
des lRn und x c U} .

eibdim A: = max eibdimx A
xc-X

Es gilt dann:

Lemma 1. dim X ~ eibdim A, x E:. X.x x

Lemma 2. Sei A = (X,A) ein ~tetige~ Raum
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u , wc.x o66en, wob e.; u c v Ilelativ kampakt .t-6t
urui B c. U abge-6c.hlo.6-6eno Sei 6eJLnell g:Alw ... R

n

eine Einbettung, dann gilt:

L) e-6gibt s£r(X~A.)mitTrscU un d

ii) e-6 gibt eine -6tetige Abbildung f: A ...Rn mit

flu

Beweiso zu i) vgL, [2] 0

zu ii) Gegeben sei g
Zu U,W gibt es eine
ueVeWo Nach i} gibt
Tr sev und slu - L

n
= (g1' 0 0 0 ,gn) ~ f(W,A.) 0

offene Menge VC X mit
es dann s c f(X,A) mit

Setze nun f = (f1,ooo,fn)

i = 1,oeo,n 9 so gilt flu= glu

und fE:f(X,A)\> da slx-v = 00

Satzo 14t A ~ (X,A) ein 4te.tigeJL ~aum dell
Einbettung~dimen~ion n und X wie oben, dann la~~t
-6ic.hA in R(n+1)2 einbetteno

Bewe Q soDa eibdim A ~ n , lasst sich j ede
offene Oberdeckung zu einer lokal endlichen Uber-
deckung del' Ordnung ~ n+l verfeinerne Nach We
Bos [1] gibt es nun eine offene Uberdeckunge
{Uo}. 1 1 und Einbettungen go: AIVo + mn.~ ~= ,ooe,n+ ~ ~.
Die Einbettungen g.

~
stetigen Abbildungen

lassen sich nach Lemma 2 zu

fortsetzene
f.(1 ~ i ~ n+l) auf ganz X~

Wir wahlen nun Schnitte s.~ f(X,A)~
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mit sol V. :: 1 und Tr s . CU ..
1 1 1 1

Da.bei ist

{V.}. 1 eine offene Oberdeckung von X
11,= , ••• ,n+1

mit V.CU.
~ 1

n+1
Wegen X = U

i=l
Immersion von
Stetigkeit von

Ui ist f = (f1,.o.,fn+1) eine

..R(n+1)~. Es bleibt dieA in
f-1 ezu z e agen , Da X

-1
f

abzahl-
00bare Topologie besitzt, genugt es, auf

Folgenstetigkeit zu untersucheno Dies wird abel'
bei O. Schafmeister [2] b~wiesen.

§ 4 Fortsetzung stetiger Raumeo Bisher wurden
nul' stetige R~ume mit lokal kompaktem Trager be-
traehteto rm folgenden solI gezeigt we den, dass
man die Untersuchung von stetigen Raumen mit all-
gemeinerem Trager auf die Betraehtung von Raumen
mit lokal kompaktem Trager zuruckfuhren Kanno

Zunachst uberlegt man sieh, dass die Bedingung
II <:J abgeschlossen" f;:irstetige Un t err-aume
S = (X, r,/"1IX) una b h ang Lg von dem Gebiet Gist
mit XC Go Dies impliziert, dass § 1 Lemma 1
richtig bleibt, falls die Voraussetzung "){ lokal
kompakt" wegfallto Insbesondere wird dann jeder
stetige Morphismus schon global durch eine stetige
Funktion auf einem Umgebungskeim von X erzeugto

Definition. Sei A: (X,A) ein ste ige au m.
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Dann heisst der geringte Raum B = (Y,~) Fortsetz
ung von A, falls 1) es ainen Morphismus F:A ~B

gibt mit: ~(X) ist dicht in Y und F:A~BI~(X)

gy €. 't--y'

von gy
so auch

ist h om domo r-ph, 2) fur a Ll e y c Y und a Ll e
....sowie fur aIle Reprasentanten

gilt: ist gx:: 0 fur jedes
g E: r ( u ,;t)
x~UnF(X),

g •
y

Im weiteren sei B:: (y,~) immer ein stetiger
Raum, der Fortsetzung von A:: (x,A) ist. Zur
Vereinfachung der Schreibweise sei ausserdem
X :: Y und tl X :: A.

Lemma 1. Seien u, VCY a66en, so da.ss
X c unv und c:: (Z,,.) e.in .6tetig e.1t Raum. Gibt
e.6 .6te.tige.Abbiidungen G: Blu ~ c und H:Blv ~ C
mit G = H au6 B I u()v, .60 g-ibt eh eine .6tetige
Abb-iidung F: Bluuv ~ c , die. G,H 6altt.6etzt. I.6t
aU.6.6eltdem, ~, H topaiogi.6ch in, ha auch F.

Lemma 2. Sind A,B,C wie aben und Z iokai
kompakt, .60 gibt eh zu jedelt htetigen Abbiidung
F: A ~ c, die in U de6inieltt iht, u 066ene Umge~
ung von X -in Y , eine htetige Foltt.6etzungr: Blu ~ emit r ::Foincl.

Beweis. Wegen Lemma 1 genugt es, die Aussage
lokal zu untersuchen. Ohne Einschrankung gilt
deshalb: A:: {X, r;lcJ)CRn" B:: (Y, r;/~~':) und

/

C :: (Z, r;1'1), wobei "ji: :: U {f : es gibt in
xEJRIl x >
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Vex) einen Reprasentanten f E:. r(U,l;)n r{uflx,:1)}.
~* ist dann insbesondere abgeschlossen, also B
ein stetiger Unterraumo Nach Voraussetzung gibt
es e Ln e stetige Funktion f: U -...Rn , die F:A -..C
induziert. Ausserdem gilt: f(xnU)CZ und f

erzeugt eine stetige Abbildung F: B IUnX -.. C.

Lemma 30 e..6 .6e.-le.n A = (X, "Sf '-7
1

), B = (Y,r"fe:J2),

C = (Z, r"f ~3)' D = (W, "Sf ~4) .6te.tige.Raume., und
B und D habe.n !oka! kompakte.n T~age.~. Se.ie.n
r: A -..B und ~* = C + D Fo~t.6e.tzunge.n,.6o gibt e..6
Umge.bunge.n U von X und V von r*(z) mit: i.6t
G: A + C e.in Homoomo~phi.6mu.6, .60 gibt e..6
G*: Blu : Dlv mit G* 0 F = F* 0 G.

Beweis: Mit Hilfe von Lemma 1 findet man Umge-
bungen U von F(X) = X in Y, V von F*(Z) in

~ ~
G", H mit: G": Blu -..D

~': • 1~G o1ncl. = FoG, sowie
W sowie Abbildungen
und H: Dlv -.. B mit:

*. -1HoF = 1nclooG 0 Beigeeigneter Wahl von
*() - . *-1() .r z CVC.V und m It U: = G V a st

V mit
dann

die gesuchte topologische Abbildung.

Urn den Einbettungssatz beweisen zu k3nnen,
mussen wir zunachst noch zeigen, dass beim Uber-
gang zur Forsetzung sich die Einbettungsdimension
nicht verandert. Es gilt:

Satz 10 l.6t A e.in .6te.tige.~Raum mit pa~akom-
pakte.m T~age.~, .60 gibt e..6 e.ine. !oka! kompakte.
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Fo~~etzung B von A mit eibdim A = eibdim B •

Beweis: Da A parakompakt ist~ gibt es Atla£
ten '1Jt= {(U ,f ~S)} und If'= {(VS' gs' SS)}a a a .
von A mit:

1) fur aIle a,S,y mit VanvS '# 0 und
VS()Vy # 0 gibt es ein 0: VaUVSUVyc Uoo

2) fiir aIle S gilt ~ card {a ~ VSC U } < 00 •. a
1st Sip ='(X'S' ~/1'S)~ so gibt es eine lokal
kompakte Fortsetzung S'S = (X'S' tS) (s.oo). Wir

b h d I d i c kt V e 0 s" U -X'etrac ten 1e 1SJun B ere1n1gung = S
mi t del' folgenden }l;quivalenzrelation: ':X ..... Y

und falls
genau dann, wenn es a,S gibt mit:

ist dann lokal kompakt, und
auf kanonische Weise mit einer offenen Menge von
Y identifiziert werdeno Vermoge diesel' Identifi
kati n konnen wir die Strukturgarbe von

-,
X C Y a uf f assen , Da fur

a
ein Garbenisomorphismus

-,
S a als

Set zen wir

+ -tS IX ~ () X ~

{(;ta' haS)}
BO,. = (Y ,t),

existiert, definiert

das System eine Garbe t auf Y 0

so ist B ein stetiger
Raum, denn es gibt einen Isomorphismus ka:
-, "'Ix') ~ s ' . so dass {(X' , k ,5' )}(Xa ,.". a a . a a a
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einen Atlas von B bildet. Nach Konstruktion
gilt: B ist eine lokal kompakte Forsetzung von A.

Es bleibt zu zeigen, dass sich bei dieser Kons
truktion die Einbettungsdimension nicht verandert.
Da das Problem lokaler Natur ist, genugt es, die
folgende Behauptung zu beweisen:

Hilfssatz. I..6t
ge~ Unte~~aum und
pakte Fo~t.6etzung,

s = (X, r,/'1)

s = cx, r,/ "1')

.60 gilt: eibdim

£ :Rn ein .6tet-i.-
eine lokal kom-S = eibdim S.

Beweiso Ist xE:X und eibdim x
gibt es eine Umgebung v von x innx

-+ S c Rx
Ohne Einschrankung

S = nx
X, sowie einen

so

Homoomorphismus fx
stetiger Unterraum ist.

siv wobei S x ein
sei

v = X. S gibt es eine kompakte Fortsetzu gx
Wegen Lemma 3 gibt es dann offene Mengen V,V,

Zu
1~

S •x
so dass eine Fortsetzung f x von f x existiert

mit f x
- ...: slv -+ S~IU. Dies bedeutet: eib in Sx

~ eibdim S.x
offensichtlich.

Die umgekehrte Ungleichung gilt aber

Satz 2: l.6t A ein .6tetige~ Raum, de~

~,')('mit den. Eig en.6 c.hant 1) und 2) au.6
/

be.6itzt, und i.6t eibdim A ~ n, .60 gibt e.6
Einbettung von A in R(n+1)2

Atlanten
Sa.tz '1

eine

6.
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