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§0. Introduccidn. Kan [8] y otros autores [7]

han dado caracterizaciones de funtores A°S » A°S
(A°S denota la categoria de los conjuntos simpli-
ciales) que han dade en llamarse "functores de sub
divisidn" los cuales se distinguen, entre otras cg
sas, por que el siguiente diagrama conmuta salvo

por una equivalencia de homotopia:

en donde Top denota 1la categoria de los espacios
topoldgicos y || : A°S -» Top denota la healdzac4ln
geométnica de Milnor definida en [4].



En este articulo expongo una técnica para cons
truir funtores de subdivisidn pero dentro de un con
texto mias general que el estudiado hasta el momen-
to. En efecto en cambio del funtor realdzacdibn geo
métnica uso el definido por un modelo (funtor cova
riante) M : A+ Top, y en cambio de la homotopia co
rriente uso la de un sistema homotdpico r como
se definid en [1] . Si 54 : A°S + A°S denota el
funtor subdivisidn que definimos en §3, RH: A°S=+Top
la realizacidn inducida por M,y "r" denota la equi-
valencia de homotopia inducida por r, entonces se
desea tener el siguiente teorema: para cada conjun-

to simplicial X Ry(8d (X)) Ry (X).

Las condiciones que impongo sobre Sd, v en gene
ral el desarrollo de la teoria que propongo, son
funtoriales en caracter y pueden ser consideradas
dentro del contexto de '"cambio de modelos" desarro
1lado en {3], Si Ay B son categorias,un fun-

tor R : A =

B puede admitir un adjunto a derecha
digamos S : B + A. En tal caso diré que (R,S) es
un pan adfunto. En cuanto a notacidn para conjun-
tos simpliciales y cosimpliciales de una categoria

3, AB denota la categoria de los objetos cosim-

pliciales de B y A°B 1la de los simpliciales. Ade
mds, si X es un objeto simplicial de B denota-
ToSs X[n] = Xn s ¥ si w [n] > [n] es una flecha
ie A, entonces X(w) = Wy - Para el caso cosimpli

5 . P n % s
c1al la notacidn serid X y Ww respectivamente.

finalmente,si A es un objeto de B entonces el
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funtor constante de valor A serd denotadoc por

o

cuando se considere como objeto cosimplicial de

y A cuando se considere como objeto simplicial .

§1. Funtores singulares y realizaciones. Segin

la teoria de pares adjuntos, dado un funtor Y:A + B,
Zste define un funtor SY: B A°S dado sobre los
objetos por (S, (A)) = B(Y",A) y si w: [n] » [&]
entonces (SY(A))(W) esta dada por composicidn
con Y(w). Ahora, si f es un morfismo de B en

tonces SY(f) estd dado, nivel por nivel, por com

posicidn con f.

Cuando B es una categoria co-completa enton-
ces SY admite un adjunto a izquierda denotado
Ryt A°s » B. Las categorias S (conjuntos),A°S
y Top son co-completas y por tanto los funtores
singulares sobre ellas admiten realizaciones. Da-

mos a continuacidn su caracterizacidn.

1.1. Proposicidn. Dado un modefo Y: A + S

(nesp. Z: A~ Top) entonces La realizacibr inducida
¢estd dada pon Re(X) = (ll X, % ")/t (nesp.

n ‘
RZ(X) = (%} xn x Zn)/t), en donde ll denota La ne

unibn (resp. La suma topolég«ca), X_x Y' el pro-

ducto conjuntasta (resp X, * z" denota el produc
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ducto topolbgico considerando a x" como un espa-
cio discreto), y el cociente es cociente confuntis
ta (nesp. topolbgico) porn La nelacibn de equiva-
Lencia t que 4identifica para cada w: [n] » [n],

x en X , y en " ( nesp. z en z") a Las paaejib
(w,(x),y) ¥ (x,w*(y)) (nesp. (we(x),2z) ¥ (x,w (2)).
Ademds, 54 f: X + K, entonces RY(f)([x,y]) =

[£ (x),y] (resp. R, (£)([x,2]) = [£ (x),2] ) en
donde [x,y] denota La clase de equivalencia de La

parefa (x,y).

Uno demuestra que RY(resp. Rz) es un funtor

covariante y que es adjunto de SY(resp. SZ).

En el caso Y: A -+ A°S denotamos, para cada
v® en A°s, Y (m) = Y; . Es decir que en la no-
tacidn Yz, n varia contravariantemente y m cova
riantemente. Es facil ver que,para cada m, Y de
fine un modelo conjuntista Y_:A + S dado por

m
n
b [n] = Y ~y para w: [n] » [m], Yo (w) = (Y(w)) .

1.2. Proposicidn. Para cada Y:A + A°S un fun
ton adjunto de S, digamos R, estd dado asi:

sobne Los objetos (Ry (X))~ = RYm(X), Yy A4
r: [n] » [m] entonces (R (X))(r) = Ry (X) , en
m

donde para el r dado ST PRSI SR O La funcibn

cosimplicial (Y )P = YP(r) y Ry : Ry > Ry e
r r n m
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La thansformacibn natural inducida por Y sobre

Los funtores nealizacibn confjuntistas. Sobrne Los

monfismos, 84 f: X » K entonces (R (f)) =Ry (f).
m

La demostracidn es facil pero larga. -Un he-
cho que se usa y que vale la pena aclarar es el
35 2 3 S
siguiente: dados dos pares adjuntos A 3 B+A y

A 5' B §' A, entonces existe una funcidn uno a
uno y sobre, G : Trans(S,S') + Trans(R',R) ,

donde Trans denota la clase de las transformacio-
nes naturales del primer funtor en el segundo.

Por otro lado si Y, Y': A =+ B son dos modelos de
B y a: Y » Y' es un morfismo cosimplicial en-
tonces a induce una transformacidn natural

Sa: Sy, -+ SY s dada sobre un objeto A de B

por (Sa(A))n(T) = Toa" para cada T en (SY'(A))n'
Aqui hemos denotado G(a) = R_. En la proposicidn

anterior, este mecanismo entrega la igualdad RY‘ =
G(SYP)' Note que en los casos conjuntistas y t;pi
légicos Ra estd dado por Ra(X)[x,y] = [x,a(y)],
mientrasen el simplicial estd dado por (Ra(x))p =

Ry (X).
P

El sfguiente resultado serd muy G4til en lo que

sigue:

1.3. Proposicion. Sea B una categoria co-com-
pleta, Y: A+ B un modelo sobre B y B i B { B
An par adjunto (note que.AX B ! B ¢4 un modelo
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sdobne B). Entonces existe un Lsomorfismo natural

P RIoJ: IoRY .
P e " o IORY
La demostracidn sigue del hecho que A°S _ 4
Sy°J

B ___, A°S es un par adjunto y SIoY es natural-

mente isomorfo a SY°Jc En particular cuando B
es S, A°S & Top, y si I: B+ B denota el fun-
tor producto por A, para un A fijo de B, entonces
1 admite un adjunto en el caso S y A°S, y en

algunos cascs para Top. En tal caso; para un mo

. : Y
delo Y¥: A + B se tendrda que A » B * B es pre-

" s
cisamente Y X A La proposicidén afirma enton-

P , i
ces que RYXK(X) = RY(X)XA naturalmente.

§2. Homotopias. Recordemos de [1] que dado un

sistema homotdépico sobre una categoria B enton-
ces, por definicidén, dos morfismos f,g: C - D son
hométopos (denotado f T g), nefativamente al s4i4-
tema (denotado aqui por r), si existe un morfismo
h: I(C) » D tal que el siguiente diagrama conmuta:
&
de(c) +
I(C)—™ D
a'(c) +.%
’ &

con Liw &A1y A%, di,s)c Nosotros agregamos el con

cepto de r-equivalencia de homotopia asi: f:C =+ D
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se dice una r-equdivalencia de homotopia, y enton-
ces C es r-homotépicamente equivalente a D (deno
tado € % D), si existe un morfismo g: D » C tal
que fog L 1D y gof g 1C. Esta relacidn es
reflexiva y simé&trica pero en general no

es transitiva. Sin embargo lo {inico que usaremos
aqui es el siguiente hecho: si f es una r-equi-
valencica de homotopia entonces también lo es el
resultédo de componer f con cualquier isomorfis-

mo .

Un sistema homotdpico sobre una categoria se
extliende a un sistema sobre la categoria de sus
modelos. En efecto si r = (I, 4°, dl, s) es un
sistema homotdpico en una categoria B entonces r
induce sobre AB el sistemaAr = (AI, Ad°, Adl,
As) asi: AI: AB + AB es el funtor I extendi-
do sobre AB. Es decir que si Y pertenece a AB
entonces AI(Y)" = I(Y") y AI(Y)(w) = I(w). Las
transformaciones naturales estidn dadas por las féz
mulas  (Ad (YN = at(y™) oy (asrN® = s(¥M,

i = 0,1.

Dados dos modelos Y,Z sobre B y dos mor-
fismos cosimpliciales F,G: Y + Z entonces es cla
Ar . y .
ro que F . G si, y solo si, para cada n exis-
e n n .n
te una r-homotopia h de F en G y para ca-

da w: [n] » [m] el siguiente diagrama conmuta
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n
r(ym ¥ 2"
I(Y(w)) ¢ Voz(w)
1(y™) - z"
hm

Veamos ahora que homotopias entre modelos indu
cen homotopias entre las realizaciones, y 1o mis-
mo para equivalencias de homotopia. Estos hechos
estdn resumidos en la Proposicidén 2.2 para cuya

preparacidh adelantaremos algunas observaciones.

Dado un sistema homotdépico r sobre B , a la

1
e

transformacidn natural d 1B I corresponde,

en forma biunivoca, una transformacidn natural

D': J - 1 , cuando (I,J) es un par adjunto.

B
.. = 5 i
Similarmente, si denotamos por d, : R, + IoR
Ry Y Y
a la transformacidn que en X tiene como morfis-

mo a d; (x): RY(X) + I(RY(X)), entonces la trans
Y x

formacidén correspondiente entre los funtores sin
gulares, estd dada para cada A en B por
SY(DI(A)): SY(J(A)) > SY(A) y la denotaremos po-
SYDi. Otras dos transformaciones naturales co-
rrespondientes (isomorfismos naturales) que usa

remos son p':SIOY + SYOJ con p: IoRY + RYoI’

Finalmente como se tienme un compuesto A X B i B

entonces existe un morfismo cosimplicial Y * YeoI

s i
que en el nivel n es dYn y que denotaremos por

1 5 .
dy. Se tlenen pues las correspondientes transfor-
maciones naturales R . : R

’ b dl Y . RIOY y
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La siguiente proposicidén ser3d de gran ayuda

en lo que sigue:

2.1. Proposicio6n. Panra i = 0,1 el sdigudiente
diagnrama de transformaciones natunrales conmuta:

Y/u

IOR —; RIOY

Se puede ver que la demostracidn se reduce a
n i
mostrar que para cada a: I(Y ) - A, D (A)oa =
aodl(Yn). Esto iltimo se desprende del siguiente

diagrama conmutativo

n
) iy 282 5¢a)
i | 4 Di(n)

dyn I(Y") ——> A
d

donde la flecha vertical del centro es DI(I(YL)

y aq: 1B + JolI es una de las transformaciones de

adjuncigh del par (1,J).

2.2, Propogicidn. Sea B una categoria y r un
sd48tema homofbpico cuye cilindro 1 admite un adfun
Lo a denecha J. Sea Y,Z2 modelos sobnre B. En-
tonces:
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L1}

) Para cada pai de morngismcs simpliciales
" G: Y > Z, 8{ F = @ entonces para cada conjun

to simpficial X se Liene que RF(x) z RG<X)“ na-
furalmenie sobre X,

(ii) S{ Y es Ar-homotépicamenie equdivalenie a 7,
enfonces para cada X, conjunto simplicial, RY(X;
24 v-homotftépicameate equivalente « RZ(X), natural -

mente sdobre X.

Para la demostracidn se nota que si H es una
homotopia de F en G (segun Ar) entonces para
cada X el siguiente diagrama conmuta, la parte

izquierda por la proposicidnm 2.1,

RY(X7

d (RY(%:l////;;;/(K)l R (X)
Ry (X

H(ry(x)) o (x) LR (1)

1 R.1
d7(Ry (X)) dY(X) T /////;;:x)

R (X)

Claramente, RH(X)op(X):RF(X)gRG(X) es natural en X, lo que
completa la parte (i). La parte (ii) es una con-

secuencia inmediata de la anterior.

2.3. Nota. La proposicidn anterior asegura que

si se fija un sistema homotdpico r en B cuyo
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cilindro I tiene un adjunto a derecha J, enton-
ces el sistema homotdpico inducido por r sobre
los modelos, el cual hemos denotado /Ar, tiene una
funcidén directa sobre el funcionamiento de las rea
lizaciones definidas por los modelos. En efecto

la proposicidn asegura que si los modelos son homo
tépicamente equivalentes entonces las realizaciones
que ellos definen producen imagenes homotdpicamen-
te equivalentes por el sistema original sobre B.
En particular si consideramos sobre Top la homo-
topia corriente y si tomamos como Y el espacio
cosimplicial de los simplejos topoldgicos A" enton
ces Ry =11, la realizacidn geométrica de Milnor.
Si 2 es otro modelo sobre Top que sea homotdpica
mente equivalente al primero, entonces para cada
conjunto simplicial X se tiene que IX] = RZ(X),
en donde = denota la equivalencia de homotopia co-

rriente en Top.

Note que aunque cada A" es homotépicamente
equivalente a un punto no toda realizacidn de con-
juntos simpliciales lo es. Esto sucede por que la
equivalencia de homotopia en cuestidn no es simpli
cial y por tanto no es una equivalencia de homoto-
pia extendida. Naturalmente, si un modelo es ni-
vel a nivel homotépicamente equivalente a un punto,
para una homotopia dada, de modo que el modelo da-
do y el punto cosimplicial sean homotdpicamente
equivalentes, entonces la relacidn inducida por el

modelo es homotdépicamente trivial.
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’ En el caso de categorias con objeto final, un
objeto es homot8picamente trivial si es homotdpi-
amente equivalente al objeto final. Si ademias
existe el concepto de subobjeto y estos se preser
van por morfismos, entonces se tiene que si un mo-
delo es homotdpicamente trivial entonces el objeto
(modelo) final es un subobjeto del modelo dado.
Dicho de otra manera, si el modelo final no es un
subojeto del modelo dado entonces este ultimo no
puede ser homotépicamente trivial. En el caso de
S, A°S y Top estc significa que si un modelo no
tiene puntos cosimpliciales entonces no es homoté-
picamente trivial. Esta ventaja, junto con la de
tener representaciones del tipo Eilenberg-Zilber,
hacen que los modelo sin punto cosimplicial sean
~specialmente aptos para buenas teorias de homoto
pia (Ver por ejemplo: "Conditions on a model in
order for its realization to commute with finite
products", que es bdsico en el desarrollo de la

teoria de "Categorias Completamente Simpliciales",

desarroiladas por el autor y Carlos J. Ruiz $.)

§3. Subdivisiones Relativas. Hasta ahora hemos

estudiado condiciones para que dos modelos Y,Z:A*B
tengan realizaciones con imdgenes homotépicamente
equivalentes para un sistema homotdpico- r sobre
B Ahora considefamus funtores A°S + AYS que
transforman todo conjunto simplicial en otro con
»]1 mismo tipo de homotopia del original, a nivel

ic realizaciones.
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Sea Y: A » A°S un modelo de A°S y M:A » B
un modelo de B. Consideramos un sistema homotdpi-
co r = (I,d°, at

mite un adjunto a derecha, digamos J. En general

»S) sobre B para el cual I ad

el diagrama

£ ZES5RVE

;\\‘ { Ry
B

no es un diagrama conmutativo, pero si lo es cuan-
do Y es el modelo de los simplejos simpliciales
A[n], Sin embargo, cuando el diagrama conmuta
salvo por una Ar-equivalencia de homotopia, enton
ces Ry(Sy(X)) y Ry(X) estdn conectados por la
r-equivalencia de homotopia de B. Aqui desarro-

llamos este punto.

3.1. Definicion. Ry : A°S + A°S se llama bug

divisién (o una subdivisién de La identidad) re-

Lativa a La pareja (r,M) si RyoY L M.

Note que 3.1 se puede expresar diciendo que
el diagrama
A X5 A°s
al YRy

AOS——-> B

Ry

(en donde A denota el modelo de los simplejos

A[n]) conmuta salvo por una Ar-equivalencia de ho
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motopia. Como RA es, salvo isomorfismo, la iden
tidad de A°S entonces lo que estamos haciendo es
comparar a nivel homotdpico RY con 1A°S’ para
establecer una nocidn que nos permita asimilar
RY(X) como una "subdivisidn" de X. Por ejemplo
podemos iniciar esta asimilacidén con el caso en
que r sea el sistema homotdpico inducido por
Mo—i Ml -5 M° (i= 0,1), por medio del producto,
considerando que si Y ar A entonces el modelo Y
es una "subdivisidén" de A. Esto implica que, co-
mo se verd, Ry(X) H RM(RY(X)), o sea que a nivel
de realizaciones (via Ry), X y Ry(X) tiemen el mis
mo tipo de r-homotopia. Por consistencia asimila
mos Ry(X) como una subdivisiéon de X, lograda en
base a la subdivisidn Y de A limitada solo por
homotopia. Ahora complicamos un poco mias el pro-
ceso usando una homotopia r cualquiera,e impone
mos condiciones sobre Y de modo que la relacidn
que imponiamos sobre las realizaciones todavia se
mantega para la homotopia r. Esta es la dada en
la definicidén 3.1. Como se vé, las condiciones
sobre Y y A llegan a lo mds a una equivalencia
débil de homotopia. Es por eso que usamos el nom

bre de subdivisiones nelafivas.

3.2. Teorema. Sea r un s{istema homotépLco s0-
bre B cuyo cilindro admite un adjunto a derecha.
Sea M un modeLo sobne B y Y un modefo sobne A°S.
S4 Ry es una subdivisién nelativa a (r,M) enton-

ces existe una transformacidn natural a:Ry + RyoRy
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tal que para cada X en A°S ay: Ry(X) + R,(Ry(X))
es una equivalencia de r-homotopia.

Para la demostracidn, recordemos que, puesto
y AP ° o »
que RyoY = M, por 2.2 existe una transformacidn
natural e: RRM°Y > RM tal que para cada X, ey
es una equivalencia de r-homotopia. El teorema
quedara.demostrado si exhibimos un isomorfismo na

tural RyoRy = RRMoyﬂ Para ello es suficiente
un isomorfismo natural SRM°Y »> SYoSM, el cual
se obtiene por medio de la siguiente cadena de iso

morfismo naturales

L]

(Spyoy(A)) _B_((RMOY)n,A) = g_(RM(Yn),A)

i

o n _
A-S(Y ’SM(A)) = (SY(SM(A)))nT

3.3. Definicion. Una pareja (Y,M), donde Y es

un modelo de A°S y M es un modelo de B, se di
ce un par singulanr si salvo isomorfismo el siguien

te diagrama conmuta:

I T Yy
| R
N\,
B

Es claro que si (Y,M) es un par singular en-
tonces exliste un isomorfismo natural RM°RY + RMU
Por tanto Y es una subdivisidén relativa a (r,M)
para cualquier sistema homotdpico r sobre B.

El converso también es cierto puesto que la igual-
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dad es la homotopia de sistemas homotdpicos sobre
cualquier categoria. Este es el caso para cual-

5 . G o & o 1
quier sistema homotdépico en el cual d = d7.

Hasta ahora hemos definido subdivisiones de Za
{dentidad relativas a parejas (r,M). Ahora consi-

deramos subdivisiones de modelos cualesquiera.

3.4. Definiciébn. Sean r un sistema homotépi-

co sobre B cuyo cilindro admite un adjunto a de-
recha y M un modelo de B. Si Y y Z son mo-
delos de A°S decimos que Y es una subdivisidn

de 2 relativa a (r,M), denotado Y(E*g) Zsimgd

RMoY ar RMﬂZ A
Se nota que si la homotopia de r es transiti
va entonces la relacidn (z.4) es una nrelacién de

equivalencia sobre La ctase de Los modefos de A°s.

La relacidn anterior compara los modelos a
través de sus realizaciones de manera débil, via
la equivalencia de homotopia inducida por r so-
bre los modelos de B. Ademds, también lo estan
sus realizaciones, a través de Ry, via la equiva

lencia de homotopia de r en B:

3.5. Proposicién. Para Y, Z, r, Yy M como en
3.4, s4 v(£aM)z entonces existe una transgoama-

cibn natural a: RyoRy + RyoR, tal que para cada

o .
X en A°S el mongismo ay: RM(X)) » RM(RZ(M))
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es una r-equivalencca de homotopia.

[1]
[2]

[3]

(4]

[5]

[6]

(7]

La demostracidén es basicamente la misma de
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