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SUBDIVISIONES RELATIVAS

par LInN

Roberto RUIZ S.

s o • i n r r o duc c r Sn . Ka n [6] y ot ro s autores [7)
han dado caracterizaciones de funtores 6°S + 6°S
(6°S denota 1a categor1a de los conjuntos simpli-
ciales) que han dado en llamarse "functores de sub
division" los cuales se distinguen, entre o t ra s c~.
sas, por que e1 siguiente diagrama conmuta salvo
por una equivalencia de homotopia:

6° 5 --~. 6° S

"ii~ 111

Top

en donde Top denota la categoria de los espacios
t o po Lo g Lc o s y II : 6° S -+ Top denota 1a ILeal.i.zael6n
geometlLlea de Milnor definida en [4].



En este artlculo expongo una tecnica para con~
trulr funtores de subdivision perc dentro de un con
texto mas general que el estudiado hasta el momen-
to. En efecto en cambio del funtor ~eal~za~~6n ge~
mt~~~~a usa el definido por un modele (funtor cova
r Ian t e ) H : 11 -+-Top, y en cambio de la homotopla c~
rriente uso la de un sistema homot6pico r como
5e d e f i n i.o en [1.] Si denota el
funtor subdivision que definimos en §3, R~: AOS-+-Top
la r eaL'izacLb n inducida porM, y "!:," denota la equi-
valencia de homotopla inducida por r. entonces se
desea tener el siguiente teorema: pa~a eada conjun-
to ~impticiat X. RM(Sd(X» £ RM(X).

Las condiciones que impongo sobre Sd, y en gen~
ral el desarrollo de la teorla que propongo, son
funtoriales en caracter y pueden ser consideradas
dontro del contexto de "cambio de modelos" desarro
11ado en [3].
tor R A -+ B

Si A Y ~ son categorlas,un fun-
puede admitir un adjunto a derecha

digamos s B -+ A. En tal caso dire que (R,S) es
un pa~ adjunto. En cuanto a notacion para conjun-
tos simpliciales y cosimp1icia1es de una categorla
~, 11~ denota 1a categorla de los objetos cosim-
pliciales de B y I1°B la de los simpliciales. Ade
mas. si X es un objeto simplicial de B denota-
:nos X[nJ = Xn ' y si 111 [n] -+ [n] e s una flecha
de A, entonces
cial la notaci6n sera

Para el caso cosimpli
y respectivamente.

Finalmente ,si A es un objeto de B entonces el
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funtor constante de valor A seri denotado por A
cuando se considere como objeto cosimplicial de B
y A cuando se considere como objeto simplicial 0

"

§L Funtores sln9u~ares 'i r e a Li z a c l o n e s , Se g fin

a t~oria de pares ad~untos~ dado un funtor Y:6 !,
este define un funtor 5y: ~...-

E.-(yn.A)
dado sobre los

objetos por (Sv(A» ~.. n
entonces (SyCA»(w) esta dada por composicion
can yew), Ahora. SO f es un morfismo de B
tonces Sy(f) esta dado, nivel por nivel~ par

y si w: [nJ ~ [.J

en
com

posicion con f,

Cuando B es una categoria co-completa enton-
ces 5y

Ry: 60S
y Top

admite un adjunto a izquierda denotado
B. Las categorias S (conjuntos),6°S

son co-completas y por tanto los funtores
singulares sabre elIas admiten realizaciones. Da-
mos a continuaci6n su carac erizacion.

1,10 Propo51cion, Vado un modeio Y: 6 ~ S

(Jte.~p. z . !J. ... Top) e.ntonc.e..6ia JLe.at-izac.."<'6n..<.n.duc."<'da.
e.6t~ dada po~ Ry(X) = (11 xn x yn)/t (~e.~p.

il n nRzCX) ~ ( Xn x Z )/t). en donde. 11 de.nota fa ~e.
n

un~6n (JLeapo la 6uma topot6q~c.a)i X x yn ei p~o-
n

ac.to c.onJuntiata (Jte.6p. xn x zn denota e.l pJLoda~
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duc~o ~opoi6g~co con~~de~ando a xn como un e~pa-
c~o d~4c~e~o») y ei coc~en~e e~ coc~ente conjun~~~
ta (~e4p. ~opoi6g~co) po~ ia ~eiac~6n de equ~va-
ienc~a t que ~den~~6~ca pa~a cada w: [n] -+ [n],

n n) 0 •x en x , y en Y (~e~p. z en z a ~a~ pa~eja~
n ~ - *(w~(x),y) y (x,wD(y» (~e~p. (w~(x),z) y (x,w (z» .

•~ A

Adem4~, ~~ f: X -+ K, en~once~ Ry(f)( [x,yJ) =
[fn(X)'y] (~e~p. Rz(f)([x,zJ) = [fn(x),z] ), en
donde [x,y] deno~a ia cia~e de equ~vaienc~a de ia
pall.e j a (x, y ) •

Uno demuestra que Ry(resp.RZ) es un funtor
covariante y que es adjunto de Sy(resp. S~).

En el caso
yn en lloS,

ntacion Y, nm
rian emente.

Y: II -+ ~oS denotamos, para cada
Yn(m) - yn Ed' 1- m ¢ S eClr que en a no-
varia contravariantemente y m cova
Es facil ver que,para cada m, Y de

fine un modelo conjuntista Y :ll -+ S dado porm
Ym [»] = y: y para w: [n] -+ [m], Ym(w) = (y(w»m'

1.2. Proposicion. Pall.acada Y:~ -+ ~oS un 6un
~oll.adjunto de SY' d~gamo~ Ry, e~~d dado a~l:
4obll.eio~ objeto~ (Ry(X»m = Rym(X), y 4i
r: [n] -+ [m] entonce4 .(Ry(X»(r) = Ry (x) , en

m
donde··paJta et: r dado ,y : Y -+ Y e s i'a.6unci6n

r n ,m

c04~mpi~ciai (y )p =
r

yp(r) y Ry : Ry -+ Ry e4
r n m
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la t~an~6o~maei6n natu~al indueida po~ y ~ob~er
lo~ 6unto~e~ ~ealizaei6n eonjunti~ta~. Sob~e lo~
mo~6i~mo~, td f: X .. K entonee~ (Ry(f» =Ry (f).m m

La demostraci6n es ficil perc larga. -Un he-
cho que se usa y que vale la pena aclarar es el
siguiente: dados dos pares adjuntos ! ..~~A Y

R I ~ t!.. ~~ A, entonces existe una funcion uno a
uno y sobre, G : Trans(S,S') .. Tr an s IR" ,R) ,
donde Trans denota la clase de las transformacio-
nes naturales del primer funtor en el segundo.
POI' otro lado sf y, Y': n .. B son dos modelos de
B Y a: y .. yl es un morfismo cosimplicial en-
tonces a induce una transformacion natural
Sa: Sy' .. $y' dada sobre un objeto A de B
pOI' (Sa(A»n(T) = Toan para cada T en (Sy,(A»n·

Aqu! hemos denotado G(a) = R. En la proposici6na
anterior, este mecanismo entrega la igualdad Ry =

r
Note que en los casas conjuntistas y top~G(Sy ).

r
logicos R

a
e st a dado pOI' R (X) LX,y] = [x,a(y>].a

el simplicial e st f dado p or '(R (X» =a pmientras en

Ra (X).
p

El siguiente result ado seri muy fitil en 10 que
sigue:

1.3. Proposicion. Sea B
p~eta, Y: ~ B un modelo

y
4n palt adjunto (~ote que~ ..

una eategolt1a eo-com-
~oblte B y B 1 B ~ B
BIB -e~ un modele
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�ob~e B). Entonce~ exi~te un i~omo~6i~mo natu~at
P : R1oJ= loRy .

La demostracion sigue del hecho que ~oS IoR~
SyoJ

B ~ 60S es un par adjunto y Sro¥ es natural-

ment isomorfo a SyoJo En particular cuando B-
es S~ 60S 0 Top, y s1 I : B ~ B denota e1 fun~
tor producto pOI' A, para un A fi]o de !~entonces
I admite un adjunto en e1 caso S y 6°59 Y en
algunos cases para Topo En tal caso, para un mo
delo Y: 6 + B se tendra que ~ y BIB es pre~

"cisamente Y x A 0 La proposicion afirma enton-
ces que

§2o Homotopias. Recordemos de [1] que dado un
sistema homot6pico sobre una categor!a B enton-
ces, par definicion~ dos morfismos f,g: C + D son
hom6topa~ (denotado f ~ g), ~etativamente at ~i~-
tema (denotado aqu! pOl' r), si existe un morfismo
h: ICC) ~ D tal que el siguiente diagrama conmuta:

C
dO(C) ~

ICC) -+ D

d1CC) t~
C

1con r ~ (I, dO, d ,5)0 Nosotros agregamos el con
cepto de r~equ'valen ia de homotop!a as!: f:C ~ D

80



se dice una r-equivalen~ia de homotopla, y enton-
ces C es r-homot6pieamente equivalente a D (deno
tado C ~ D), S1 existe un morfismo g: D -+ C tal

r rque fOg = 1n y gof iC' Esta relacion es
reflexiva y simetrica perc en general no

es trans1tiva. Sin embargo 10 Gnieo que usaremos
aqui es el siguiente hecho: si f es una r-equi-
valencica de homotopla entonces tambien 10 es el
resultado de componer f con cualquier isomorfis-
mo.

Un sistema homot6pico sobre una categorla se
extiende a un sistema sabre la categoria de sus

1modelos. En efecto si r = (I, dO, d , s) es un
sistema homot6pico en una categoria ~ entonces r
induce sobre ~B el sistema~~r = (~I, odo, ~dl,
~s) as!: ~I: oB -+ ~B es e1 funtor I extendi-
do sobre ~BQ Es decir que si Y pertenece a ~B
entonces oI(y)n = l(yn) y oI(Y)(w) = l(w). Las
trans formaciones naturales estan dadas por las for
mulas (odi{y»n = di(yn) y (os(y»n = s(yn),
i = 0,1.

Dados dos modelos Y,Z sobre B y dos mor-
fismos cosimp1iciales F,G: Y -+ Z entonces es cIa

F or G si, solo si, cada exis-ro que .- y para n

te una r-homotop!a hn de Fn en Gn y para ca-
rla w: [n] -+ [m] e1 siguiente diagrama conmuta
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I(yn)~n zn
I(Y(w» i ~ Z(w)

I(ym)--+ Zm
hm

Veamos ahora que homotopias entre modelos indu
cen homot6pias entre las realizaciones. y 10 mis-
mo para equivalencias de homotopia. Estos hechos
est~n resumidos en la Proposicion 2.2 para cuya
preparaciob adelantaremos algunas observaciones~

Dado un sistema homot6pico
transformaeion natural di:

r sobre B • a la

en forma biunivoca,
1B ~ I corresponde,

una transformacion natu al
io : J ~ 1e • cuando (I.J)

Similar'meil"te. 51 denotamos
es un par adjunto.

por di Ry .... loRyRy
X tiene como morfis-a la ransformacion que en

rno a entonees la trans

formacion correspondiente entre los funtores sin-
gulares esta dada para cada A en B por

iSy(D (A»: Sy(J(A» ....Sy(A) Y la denotaremos po'
iSyD. Otras dos transformaciones naturales .co >

rrespondientes (isomorfismos naturales) que usa
remos son p' :SloY -to SyoJ con p : loRy .... RyoI'

Finalmente tiene f:j I B
I

Bcomo se un compuesto -+

enfonces existe \.In morfismo cosimplicial Y -+ Yol
que e el nivel n es
i '

dy' Se tienen pues las
maciones naturales R.

d 1
Y

idyO Y que denotaremos por
correspondientes transfor-
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La siguiente proposicion sera de gran ayuda
en 10 que sigue:

2.1. Proposici6n. Pa~a i = O~1 el ~iguien~e
diag~ama de t~an~6o~maeione~ natu~ale~ eonmu~a:

Se puede ver que la demostracion se reduce a
n imostrar que para cada a: I(Y ) _ A~ D (A)oa =

aodi(yn). Esto ultimo se desprende del siguiente
dJagrama conmutativo

yn q(yn). J{I(yn» J(a) A)•

di
~ ~ D 1 (A)
1( {n ) --+Ayn

a

donde la flecha vertica~ del centro es Di(!(y'
y q: 1B ~ JoI es una e las transformaciones de
adjuncion del par (l~J).

2.2. Propo,'cI6~. S a ~ una catego~'a
ai6tema homoi6pieo euyo ei ind~o I admite
~o a de~echa J. Sea Y,Z modelo~ 6ob~e
ro nc.e s :

y r- 100t

n adju!!.
B. En-
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(~) Pa4a cada.pa~ de mo~6~hmo~ ~impliciate~
•Ll!"r~G: y ~ Zf ~i r == G entOftCe4 pa~a cada conjun

to .b4mpt.ic.i.alx .6e tie.ne que Rr(X);; RG(X)~ it/l-

tu~atmente 6ob~e x.
(ii) s~ y e~ ~r-homotopicdMente equiv~lente a Zc

entonce.6 pa~a c«d« Xs conjanto .bimpliciaig Ry(X)
e~ r-homotopicamente equivalente a RZ(X), ndtu~at-
mllVl.te. .l> 0 btu: x •

Para 1a demostracion se nota que si H es una
homo~op1a de F en G (seg6n ~r) entonces para
cada X e1 siguiente diagrama conmuta, la parte
izquierda por 1a proposici6n 201,

rc Laz-ament e , RH(X)op(X) :Rr( )::RG(X) e narur-s en X,10 que
completa 1a parte (i)o La parte (ii) es una con-
secuencia inrnediata de 1a anterioro

2.30 Notao La proposicion anterior asegura que
si se fija un sistema homot6pico r en B cuyo
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cilindro I tiane un adjunto a derecha J, enton-
cas el sistema homotopico inducido por r sobre
los modelos, el cual hemos denotado Dr, tiene una
func'on directa sobre el funcionamiento de las rea
11zaciones definidas por los modelos. En efecto
la proposicion asegura que sl los modelos son homo
t6picamen~e equivalentes entonces las realizac"ones
que ellos definen producen imagenes homot5picamen-
te equivalentes por al sistema original sobre B.
En particular s1 consideramos sobre Top In homo-
topla corriente y 51 tomamos como v e1 espacio
cosimpl"cial de los slmplejos opologlcos ~n ento~
ces Ry = f , la realizacion geometrlca de Milnor.
Si Z as otro model0 sobre Top ue sea homotopic~
mente equivalente al pr"mero, entonces para cada
conjunto simplicial X se tiene que Ixl ~ RZ(X),
en don de ~ denota 1a equivalencia de homotop1a 00-
rriente en Top.

dAn h ~.Note que aunque ca a u as omotop1camente
equivalente a un punta no toda realizacion de con-
juntos s"mpliciales 10 es. Esto sucede por que 1a
equivalencia de homotopia en cuestion no as ~impl~
cial y por tanto no es una equlvalencia de homoto-
pia extendida. Na uralmente3 S1 un modelo es ni-
vel a nivel homotopicamente equivalente a un punto,
para una homo opia dada, de modo que e1 modelo da-
do y el punto cosimp11ei I sean homotopicamente
equivalentes, entonces 1a relaci6n indue ida por e1
modelo es homot6picamente rivial.
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En el ~aso de categorias con objeto final, un
objeto es homot6picamente trivial si es homot6pi-
~amente equivaleote al objeto final. Si ademas
exIste el coneepto de subobjeto y estos se prese£
van por morfismos, entonees se tiene que si un mo-
d~lo es homotopieamente trivial en onees el objeto
(modelo) final es un subobjeto del modelo dado.
Dicho de otra manera, si el modelo final no es un
subojeto del modelo dado entonees este ultimo 00

p u e d e ser b o mo t o p i c am e n r e trivial. En el caso de
S. 60S y Top esto signifiea ue s1 un modelo no
t iene puntos cosimplicial s entonees no es homo 6-

~icamente rivial. [sta ventaja, junto coo 1a d~
r e n e r- re p r e s e n t a c io n e s del tiro Eilen erg-Zilber.
hacen que los modelo sin PUlitO cosirnplicial Seall
p s pee ia 1rne n tea p t 0 spa r a b IIe 0a s e ()r 5 a d e h.omot 0 -

ia (Ver par ejemplo: "Conditions on a model in

order for its realiza ion a commu e with finite
r,roducts", q u es b a s Lc o en pI desarrollo de 1a

teoria de "Categorias Co m p t e r a m e n e Simpliciales",
d e s a r-r-oLl a d a s por el a u t o r- y Carlos J. Ruiz S.)

.§3. Subdivisiones Relativas. Hasta ahora hernos
estudiado condiciones para que dos modelos Y.Z:6>B

eogan realizaciones con imagenes hornotopicamente
equivalentes para un sistema homot6pico r sobre
B. Ahora consideramos funtores 60S + 60S que
transforman todo conjunto simplicial en otro con
I~] mismo tipo de homotopia del original, a nivel
jc realizaciones.



y M:fl -+ B
un modelo de B. Consideramos un sistema homot6pi-
co I r = (I,dO, d1,s) sobre B para el cual I ad
mite un adjunto a derecha, digamos J. En general
el diagrama

no es un diagrama conmutativo, perc s1 10 es cuan-
do Y es el modele de los simplejos simpliciales
fl[n]. Sin embargo, cuando el diagrama conmuta
salvo por una 6r-equivalencia de homotopia, enton
ces RM(Sy(X» y RM(X) est&n conectados por la
r-equivalencia de homotop1a de B. Aqu! desarro-
llamos este punto.

301.

d-iv-i~i6n
lat-iva a

Definicion. Ry : floS -+ floS se llama ~ub
(0 una ~ubdivi~i6n de la. identidad) ~e-

flrla pa~eja. (r,M) si RMoY == M.

Note que 3.1 se puede expresar diciendo que
el diagrama

6 .x.; floS
hI~ ~RM
floS~ B

RM

(en donde hi denota el modele de los simplejos
fl[n]) conmuta salvo por una 6~-equivalencia de ho
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motop1a. Como RA es, salvo isomorfismo, la ide~
tidad de ~os entonces 10 que estamos hacienda €3

camparar a nivel homotopico Ry con 1~oS' para
establecer una nocion que nos permita asimilar
Ry(X) como una "subdivision" de X. Por ejemplo
podemos iniciar esta asimilacion con el caso en
que r sea el sistema homotopico inducido por

odi M1 so) .M..;;:...;. --->"M (i= 0,1, por me d I.o del producto,
considerando que sl y ~r A entonces el modelo Y
es una "subdivision" de ! . Esto implica qu e , co-

T'mo se vera, RM(X); RM(Ry(X», 0 sea que a nivel
de realizaciones (via RM), X Y Ry(X) tienen el mi~
mo tipo de r-homotopia. Por conslstencia asimila
mos Ry(X) como una subdivision de X, lograda en
base a la subdivision Y de' limitada solo par
homotop1a. Ahora complicamos un poco mas el pro-
ceso usando una homotop1a r cualquiera,e impon~
mos condiciones sobre Y de modo que la relacion
que imponiamos sobre las realizaciones todavia se
mantega para la homotopla r. Esta es la dada en
la definicion 3.1. Como se ve, las condiciones
sobre Y y , llegan a 10 mas a una equivalencia
debil de homotopia. Es por eso que usamos el nom
bre de subdivisiones ~elat~va~.

3.2. Teorema: Sea r un ~i~tema homot6pico ~o-
b~e B cuyo cilind~o admite un adjunto a de~eLha.
Sea M un modele ~ob~e !y Y un modele ~ob~e AOS.
Si Ry e~ una ~ubdivi~i6n ~elativa a (r,M) enton-
ee~ exi~te una t~an~6o~maci6n natu~al a:RM + RMoRy
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tat que pa~a cada x en ~oS ax: RM(X) + RM(Ry(X»
e~ una equ~vatenc~a de r-homotop1a.

Para la demostraci5nt recordemos que, puesto
. b.rque RMoY == M, por 202 existe una transformaci6n

natural e: RRMoy + RM tal que para cada X, eX
es una equivalencia de r-homotopia. El teorema
quedara.demostrado S1 exhibimos un isomorfismo na
tural RMoRy + RRMoYo Para ella es suficiente

un isomorfismo natural SRMoy SyOSM' el eual
se obtiene por medio de la siguiente cadena de Iso
morfismo naturales

n n(SR oy(A» ~ ~«RMoY) tA) = ~(RM(Y ),A)M n

303. Definiciono Una parej (Y,M), donde Y es
un modelo de b,°S y M es un modelo de ~, se d1
ce un pa~ ~~nguta~ S1 salvo isomorfismo el sOguie~
te diagrama conmuta:

Es claro que si (Y,M) es un par singular en-
tonces existe un isomor ismo natural RMoRy
Por tanto Y es una subdivision elativa a
para cualquier s' tema homotopico sob e
E1 converso tambi~n es cierto puesto que 1 igua -
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dad es 1a homotop1a de sistemas homotopicos sobre
ua1quier categoria. Este es el caso para cua1-

quier sis ema homotopico en el cual dO = di.

Hasta ahora hemos definido subdivisiones de la
identidad re1ativas a parejas (r,M). Ahora consi-
deramos subdivisiones de modelos cualesquiera.

3.4. Definicion. Sean r un sistema homotopi-
o sobre B cuyo ci11ndro admite un adjunto a de-

recha y M un modelo de B. S1 Y Y Z son mo-
delos de 60S decimos que Y es una subdivision
de Z reI tiva a (r~M)~ denotado y(~~) Z, s1

6r
RMoY = RMoZ •

Se nota que si 1a homotop1a de r es transiti
va e n t o nce s 1a relacion (r.tl1) e.6 una llelac.i6n de
equivalenc.ia .6oblle la c.la.6e de lo~ modelo.6 de 60S.

La re1acion anterior compara los modelos
traves de sus rea1izaciones de manera debil,

a..V1a

1a equ1valencia de homotop1a inducida por r so-
bre los mocle1os de B. Ademas, tambien 10 estan
sus realizaciones, a traves de RM, v1a 1a equiv~
lencia de homo· opia de r en B:

3.5. Proposicion. Palla Y, Z, r, y M c.omo en
3.4,.6i y(~~M)Z entonc.e.6 exi.6te una tllan.66ollma-
c.i6n natullal a: RMoRy + RMoRZ tal que palla c.ada
x en 60S el mOll6i.6mo ax: RM(X» + RM(RZ(M»
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e~ and r-eqaivalen la de homotapla.

La demostraci6n es b&sicamente la masma de
3020
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