
Revi~ta Colombiana de Matem~tica~
Vol. XIII (1979) p~g.60 155 - 170 "

CONVERGENCIA DE SUCESIONES EN

ESPACIOS DE BANACH *

por

Guillermo RESTREPO S.

§1. Introduccron. Existen varias nOClones d0

convergencia de sucesiones en un espaclo de Ban2c~
x (real 0 complejo). Las mas conocidas son 1a cor
vergencia en la norma y la converf,encia de~il. La
sucesi6n (xn) conve~ge en La no~ma a x
ill en t e, xn + x (N ) ) sill x - xn II + 0; Y 1a
cesi6n conve~ge debilmente a x si u.xn

misma su-
UoX pare

todo uCX' , do n de X' es e1 dual de X. Aunque es
tas son las nociones de convergencia m&s fitiles
las utilizadas can mayor frecuencia, no son las

* Articulo presentado en el VIII Coloquio Colombie
no de Matematicas celebrado en 1a Universidad
Tecnologica de Pereira, del 17 de Julio al 19 de
Agosto de 1978.
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Gnicas que aparecen en la literatura rnaternitica.
Por ejemplo, A.Pelczynski utiliza en [1] las si-
guientes nociones de convergencia. Sea 0 ~ x < 1
y (£0) una sucesion donde

1.

(x ) es T -conve~gente an s
tante C tal que para toda secuencia frnita de

E 0

1.

o C X
es 1 s -1. Entonces

s1 existe una cons
in

n1,n2,·o.,nk
cumple

y para cualquier sucesiondices

Ademas, (x )
n

C"r »s

es T -conve~qente a x (sfmbolicamentes ~
si (x - x) es T -convergente a ce-n sx -~ x

n
r o ,

Todas las nociones de convergencia que hemos
mencionado son compatibles con la eStructura de es
pacio vectorial en X y por consiguiente x + x

n
si y solo si (x - x ) + O. Adem~s, existe una je-

n
rarqu1a entre estas nociones de convergencia en el
sentido $iguiente:

x +O(N)~x +O(T)==;"X +O(D)n n s n

Es decir, la nocion de convergencia mis fuerte es
la convergencia en la norma.

Una topologla ~ecuencial T en un conjunto X se
caracteriza por la propiedad siguiente: para todo
espacio topologico Y, una funci6n f:X + Y es con-
tinua si y solo si es secuencialrnente continua.
Una funcion f:X + Y es ~ecuencialmente continua
si para toda sucesion (x ) tal que x + x, enton-n n
ces f(x) + f Ix ) .

n
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Este articulo pretende, en primer lugar, cara~
terizar las topologias secuenciales como extremos
inferiores de topologias 1-enumerables, con 10 cual
complementamos y simplificamos la exposici6n de C.
Ruiz en [2]. Es 10 que haremos, precisamente, en
la secc Lo n 2. En segundo lugar, utilizaremos los re
sultados obtenidos para indagar sobre la menor to-
pologia .s ecu en c La L (J tal que T D <: (J ~ TN' Dernos-
trarernos que (J = J(TD) y, ademas, en algunos casos
particulares, en los espacios ~o y t1, diremos exac
tamente que es J(TD). Es 10 que haremos en la sec-
cion 3. Aclaramos que TD es la topologia dfibil
y TN es la topologia de la norma en un espacio de
Banach E. Respecto a J(T), vease la Definicion 2.2.

§2. Topologfas secuenciales. Una f un c Lo n f:X-t-Y
entre espacio topolog1cos es ~eeueneialmente conti-
nua s1 cada vez que una sucesion (xn) converge a un
x E: X, la su ce s Lo n (f(x )) converge a f(x). Por su-

n
puesto, toda funcion continua es secuencialrnente
continua.

Definicion 2.1. Una topologia T en un conjunto
X es ~eeueneial si, para todo espacio topologico Y,
una funcion f:X + Y que es secuencialmente conti-
nua es continua.

Si T es una topologia en X que tiene una base
a 10 mas enumerable de vecindades en cada punto
x E: X, entonces T es una topologia secuencial. Las
topologias de este tipo se suelen llarnar topologias
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iel tipo E1 (l-enume~o.ble~).

TEOn.EMA 2.1. Si 1 e~ LUW t.o polo g..[o.~ ec.uenctal

e.n x, en:tonc.e~ T = inf r, dande r e~ un c.onjun-

:to de :topolog..[o.~ del :tipo r.wi·

DEI\lOSTRACION. Para todo a C X Y toda suces ion
(x ) en X tal que x + a (T)

n n
definimos la topol~

gla y = y(a,(x )) de la manera
n

junto yea) de vecindades de a
siguiente. £1 con-

es generado por
la base:

V (a) = {a}U{x.n ' J j => n}, n = 1, 2 , • . . ;

y si x i a entonces una base de vecindades en x la
constituye la Gnica vecindad V = {x}. Es facil
ver que y es la menor topologi2 de tipo £1 para 12
cual la sucesion (x ) conver~e a a·

n
Vamos a de-

mostrar que T es igual a1 extrema inferior de las
topo1ozias y, el cual denotamos por T' - inf{Y}·

Sea Be X un subconjunto T- abierto y demos-

b E: B.

B es y-abierto, donde y = y(a,(x_)).
"Si b - a entonces, dado que x + a (1),n

tremos que

'existe un entero positivo N tal que x (r
n, si j >". ~T

j - D "' .
Por consiguiente Vi! ( a ) C B. Si b :j a, entonces
V = {b} C B. Hemos aSl demostrado que B es y-abier-
to para toda y, y par tanto B es T'-abierto. Sea
ahora B r'-abiertoo Entonces B es y-abierto para
todo y. Demostremos que B es T-abierto. Sea
j: (X, + (X,T') la funci6n j (x) = x para todo x .
~ntonces j es secuencia1mente continua ya que si
x
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Como T es, por hip6tesis, una topologfa secuencial,
se concluye que j es contlnuao Luego B = j-1(B)
es T-abierto 0 I

TEOREMA 2.2. S~ L e~ un conjunto de topolog1a~
~ecuenciale~ en X, entonee~ T = infE e~ una topo-
log1a ~ecuenc~alo

DEMOSTRACION. Sea c E:" L: y consideremos el es-
quema

(X,cr) hO = foj

j la identidad
de Xc

Como 0 ~ T entonces j es continua. Tenemos que
demostrar que si f es secuencialmente continua
entonces f es continua. Como j es secuencial-
mente continua, entonces ho es secuencialmente
continua para toda 0 C E. Luego ho es continua ya
que, por hip6tesis, 0 es una topologla secuencialo

-1 -1Sea AC Y ab Le rvto , Entonces ho (A) = f (A) es
-1o-abierto para toda c c E. En consecuencia, f (A)

es T abierto ya que T = infE -

De los teoremas uno y dos se deduce:

TEOREMA 2.3. Una topolog1a T en X e~ ~eeuene~al
6~ y 66lo ~i T e~ el e~t~emo in~e~io~ de topolog1a6

159



Observaci6no Co Ru f z define en [2J las topolo-
gias de tipo Eo (o-enumerables); 1 es o-enume~abte
s1 es e1 extremo inferior de topologlas del tipo
E10 Por tanto las topo oglas secuenciales coinci~
den con las topologias o-enumerables.

Definicion 2020 Sean Tuna topologla en X. Pod~
mo s asociar a T 1a topologla J(T) := T' 0 Uri conjunto
P,C.X es J(T)-abierto si para todo acA y toda su-
c e s i o n (x )

n
don, sal '10

tal que x a, sa tiene x € A
n n

un numero finito de lndiceso
para to

TEORE~ffi 2.4. Sea J(T) ta topotogla de6inida

(i) J(t) ~ T

(ii) J(T) e~ una topotogla ~eQuenc~at.
(iii) x + x (1) ~~ y ~6lo ~i xn + x (J(1»0

1"1

(iv) J(T) e~ el ext4emo in6e~~o~ de toda~ la~ top~
logIa~ ~ecuenc~ale~ que ~on mayo~e~ 0 iguale~
a 1.

DEMOSTRACION.
(1) Si A es T-abierto, acA y x + a, clara-

n
mente x ~ A salvo para un numero finito de indices

n
(ii) Sea f:(X,J(1» + Y secuenc'almenTe contl-

nua y sean At:;. Y a b i ert o , B :: f-l(A)" Si b c B y

feb), as! que f(x )eAx 4- b (1), entonces f f x ) +n n
salvo para un numero finito de lndices y B es
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J(or')-abierto 0

(iii) sf x + a (JeT», entonces x + aCT) yan n
que j : (X,J(T» 4 (X,T) es continua. Supongamos
ahora que x ~ a (T) y sea V una vecindad abiertan
de a en 1a topolo6ia J(t). Entonces, por de in!

cion de conjuntos J(T)-abiertos, x € V salvo pa dn
un numero finOto ue J:ndi~es, esto es, xn 4> x (J "!J)

,(iv) Sea a ~ inf r donde r e.s eL eonjulto de

las Lo?ologias secuenciales ~T. En tone s T ~ a ~.

J(T). Basta eomproba" que j : (X,a) + (X,J(T» e.s
se uencialme.nte continua puesto que a es no topo-

ogl ecuencia1 en vi_tud del teo ema 2.2. Supon-
gamos que x +

n
-'> x(](

Entonees x y o

(i ii ) x
11

S5 'I'o p CX) es eI co nj i TIle de r o das las topo'o-
glas en un c on j . 0 " e nt o ic s T H J (1 ) s una
~uncion de Top X) en Top X). Como eorol rio d 1

eorem 2. obtenemos:

TEOREHA 2.5.
de.f;-i./'z.-tdo a!tt:-f.ba 0

C. R 1z [2J) Sea J elopeJtad·!t
Ent n ce e :

(1) 1 e s tina topolog1.a ~ecuel1c;:al -6-t Ij .~6e.c .{.
J ( T) = T. ( :': )

2(i r ) J ( J ( . » =: J ( ), e-6t.0 e.-6 J .. J e,

DEMOSTfu\CION. (i) Si T es una opologia seeue.
C1 1 en onees po ("v) del teo ema 2.4 J(l) =
(:':)En [2].
cueneiaies p

ago 1 1,
e~is m.n

se defi i en las topologJ: S SE

- como puntos ijos de J.
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(ii) Como J(T) es secuencial, entonces J(J(T» ~
J(T)o •

§3o La Topologia debi1 Tn y la Topolog1a J(TD)o
Sea E un espacio de Banach sabre K Cel cuerpo de
los reales9 R, 0 los complejos, ~)o Recordemos la
topologla deb!l In en Eo Sea Ei e1 espacio dual de
E, esto es, el espacio de todas las formas 1inea-
les con lnuas u: E Ko Una base de vecindades
debiles de cero en E se determina aSlo Para todo
E > 0 Y todo eonjunto finito ¢ de £', V = yeo) ~

{x€. E: lu.xl < E; U c ¢} es una vecindad debilo La
topologla debil as menor 0 igual que la topologla
TN (topologla de la norma), TD ~ TNo Solamente en
espacios de dimension finita se da TD = TNo

Es usual definir en un espacio de Banach E dos
criterios de convergenciao Una sucesion (x ) en En
converge debilmente a x, xn + x (D), si uoxn + UoX
para todo u C E'o Es faeil ver que la n oc Lo n de con-
vergencia debil es precisamente la nocion de con-
vergencia induc"da por la topologla debilo Una su
cesion (x ) en E converge en la norma (0 fuertemen

n
te)a x, x + x (N), si ~x - x II + 00 Esta nocion

n n
de convergencia es precisamente la nocion inducida
por la topologla de la norma TNo Es claro que si
xn + O(N) entonces xn ~ 0 (D), perc la reclproca
no es cierta en espacios de dimension infinitao

En esta seccion nos proponemos determinar la
to~ologla J(TD) en algunos espacios de Banach par-
ticulares. En espacios de dimension finita TD =
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TN = J(TD)· En consecuencia, supondremos que los
espacios~ Banach a los cuales nos referiremos son
de dimension infinita.

TEOREMA 3.1. Sea TD la ~opo!og~a d~b~l en e!
e~pae~o de Banaeh E. En~onee~:

(1) TD < J(TD) < TN·
(ii) J(TD) e~ la meno~ ~opo!og~a ~eeuene~al en~~e
TD Y TN 0

(iii) xn + xeD) imp!iea xn+ X(J(TD»·
(iv) J(TD) e~ la mayo~ ~opo!og~a que eon~~ene a
TDpa~a!a eua! xn + x (D) ~mpl~ea xn + x (J(TD»)·
(v) J(TD) = TN ~~ Y ~6!o ~~ xn + x (D) ~mpliea
x + x (N).

n

DEMOSTRACION.
(i) Como TN es secuencial, entonces J(Tn)

~. J(TN) = TN (teorema 2.5). Por otra parte
J(TD) ~ Tn'

(ii) Sea a una topologla secuencial tal que
TD < a ~ TN' Entonces J(TD) ~ J(O) = a (teorema
2 0 5 ) •

(iii) De teorema 2.4.
(iv) Supongamos que a > J(TD) y que xn + x (D)

implica xn + x (a). Entonces j : (X, J(TD» +

(X,a), j(x) = x para todo x, es secuencialmente
continua. En efecto, si xn + x (J(TD» entonces
x + xeD) y por hipotesis x + x (a). Por tanto j

n n
es continua ya que J(TD) es una topologla secuen
cial, as! que a = J(TD).

(v) Es consecuencia de (i) y (iv). •
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Recordemos que s1 N ~ {1,2,3,00} entonces
~l(N) = 9,1 es el conjunto de las sucesiones rea-

00 I I .., n 1les (x ) tales que ~ xn < 00 Ademas, N es
n n=1 00

un espacio de Banach con la norma Ix~ = ~ Ixnl.n=l
Es bien sabido (Banach [3; p.1371) que un ,+ u(D)
impl'ca u ~ u(N). Un resultado similar es vali-

n 1do en el espacio 9, (5) de las funciones x: S-+R
tales que E Ix{s)1 < 00, donde la surnatoria debe

sE::S
entenderse adecuadamente como un limite de las su-
mas sobre las partes finitas de So Cornbinando eS-
tas observaciones con el teorema 3.1 se obtiene:

TEOREHA

J(TD) :: TN
TD IJ TN e s

3.20 En e.t e..6pa~io de. Banach 9,l(S),

IJ po~ tanto ninguna topotog1a a e.nt~e.
.6e.c.u.e.nciat.

Definic16n 3.1. Definiremos la topologla TDA 0

topotogla dlbit .6ob~e. ac.otado.6. Sea E un espacio de
Banach. Diremos que B es TDA-~bie.~to si para todo
conjunto acotado r C E existe un conjunto TD-abierto
V (que depende de A) tal que rnB = FnVo

Podemos describir de otra manera la topologla
TDAo La topologla debil sobre acotados es el ex-

remo superior. del conjunto de las topologlas y t~
les que, para todo acotado Fe E, (F,y) :: (F,TD),
donde (F,y) y (F,TD) son, respec Ivamente, las
restr'cciones de y y lD al conjun 0 F.

Es facil ver que B es TDA-abierto s1 y s610 s1
para todo conjunto acoTado Fk (k = 1,2'000) donde
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Fk = {x : ~x~ ~ k} existe un conjunto 'TD-abierto V
tal que FknB = rknV,

TEOREi'IA 3.3. En.t:Jte. R.a-6 t:opoR.og-f.a.6 lD,TDA, J(lD)

Y TN.6e. dan. R.a.6 in~R.u.6ione..6:

TD < lDA ~ J(TD) ~ TN

DEMOSTRACION. La primera relaci6n TD < lDA es
estrictao En efecto, sean V1'V2'V3'ooo eonjuntos
TD-abiertos distintos. Entonces B ::: U(v.nr.) es

i ~ ~
TDA-abierto pero no es TD-abierto.

Demostremos 1a relaci6n TDA ~ J(TD)o Sea B
'IDA -abier'to.

Para demostrar que B es J(TD)-abierto hay que
demostrar que 51 (x ) es una sucesi6n tal quen
x -+ xeD) yn
f Ln It o , Como

x E: B ~ en' 0. c e s x ~ B sal vo un n Iimer-on
toda sucesi6n debilmen e conve gente

en un espacio de Banach es acotada, podemos supo-
ner que xn Y x est§n en un conjunto acotado F para
todo no Sean V un conjunto lD-abierto tal que
r n V :;: F n B. Como x E.: F n B, entonees x E: F nv y
x ~ V. Ahora, como x + x (D), entonces existe p

n
tal que x E: Vn
x crnV = rnBn
si n ~ p. Hemos

si Pero ello significa que
si n ~ pc Por 10 tanto x C Bn

concluldo 1a demostraci6n. •asi

Vamos a descriBir a TDA como e1 extremo infe-
rior de I.l1 conjun 0 de t op oLo g La s ,
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Definicion 3020 Para todo conjunto acotado
FeE definimos la topologia of as!: sI x E: F ~ las
vecindades de x son las determinadas por la res-

r"ccion de la topologia Tn a F; si x¢ F una base
de vecindades de x es {x}o En otras palabras~ OF
es la menor topologia cuya restriccion a F coinci~
de con la topologia debil (F, Tn)o

LEMA 3040 La topolog~a debil ~ob4e acotado~
LnA e~ el ext4emo in6e4io4 del conjunto {on} de to
polog~a~, donde ° = or y F = {x : Ix~ ~ n}on n n

DEMOSTRACIONo En primer lugar on ~ LnA para
todo n puesto que la restriccion a Fn de LnA coin-
cide con la topologla (Fn, Ln)O Por tanto
inf{On} ~ LnAo Sea ahora B o-abierto, donde
a = inf{a}o Entonces B es a ~abierto para todo no

n n
Por tanto la topolog1a a coincide con la topologla
debil en todo Fk (las restricciones), 10 que impl~
ca que a ~ LDAo Hemos as! demostrado que o~ LDAo •

. LEMA 3.5. Sea E un e~pacio de Banach cuyo dual
E' e~ ~epa4able. Sea B = {xE E : Ilxll .~ h I, Enton-
ce~ la topolog1a 0B e~ 1-enume4ableo

DEMOSTRACION. Sea He E' un subconj unto dense y

enumerable, digamos H = {u1,u2,oo,un,ooo} y sea
a E:. B" Consideremos las vecindades de la forma

v (a) = Bn{x€:,Eq,r lu (x-a)1 <!.}q r

donde q y r recorren al conjunto J = {1,2,3,ooo} °
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El conjunto de las intersecciones finitas de vecin
dades de este tipo es numerable y constituye una
base de vecindades de a como demostraremos a con
tinuaciono Basta demostrar que toda vecindad

W(a) =: Bn{x~ E : lu(x-a)1 < e l

contiene una V (a), pues, en tal caso, toda interq,r
seccion finita de W-es estar!a contenida en una in

Ilu-ull<Aq
Sea x Eo V (a)q,r

finita de V -es. Sea u tal queq,r q
, donde A sera especificada despues.

terseccion

y escribamos

lu(x-a)1 ~ I(u-u )(x-a)1q

::;Ilu-u Illx-all +q

Com 0 x €: Ben ton c e s II x - a II .::; 2h e

~u-u ~ es menor que £/4h.
q

Ix-a~ sea menor que £/2.
do que l/r sea menor £/2.

+ lu (x-a)1q

lu (x-a)1q

Sea u C H tal queq
Esto hace que ~U-Uq~ x

Ahora escogemos r de m~

es menor que £/2.
En tal caso I u (x-a) I

q
Por tanto, xCV (a) implicaq,r

que lu(x-a)1

y, por consiguiente, x c W(a).
{a} es ma base de vecindades de
cluido la demostracion. •

Si a f B entonces
a. Hemos as! con-

De los lemas 3.4 Y 3.5 se deduce el teorema si

guiente:

TEOREMA 3.6. Sea E un e~paeio de Banaeh euyo
dual E' e s .6epaltable. Entonee.6 J(lD) = lDA·
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DEMOSTRACION. lnA ~ J(ln) y por los Lemas an-
ter10res tnA es una topologla secuencialo Luego
lnA ~ J(ln) por (ii) del Teorema 3010 •

Observacloneso Estas observaciones van encam1-
nadas a preguntarse por condiciones que hagan de
lDA una topologla se uencialo Es de notar que tnA
es secuencial s1 y so 0 s1 LDA = J(tD)~ en virtud
de los teoremas 303 y 301 parte (ii)o

(1) TDA es una topologla secuencial si Ei es
tal que aB es una topologia secuencial para todo
conjun 0 acotado B de la forma {x : ~x~ ~ r}o Pre-
gunta: lExisten espacios de Banach cuyo dual EV

no es separable para los cuales TDA es una topolo-
g1a secuencial?

(2) Como (Co)' :;:;£1 es separabLe , entonces
J(lD) = lnA es una topologAa secuencialo

(3) TDA < TN (estrictamente) en todos los casas0 Pon
tan 0, en aquellos espacios en que TnA es una top~
logia secuencial siempre se tendra J(TD) < TN 0

Por ejemplo en £1 la topologla lnA no es una to-
poiogla secuencialo En £1 se tiene lDA < J(ln}
'"TN

(estrictarnente}o

***
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