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CONVERGENCIA DE SUCESIONES X

ESPACIOS DE BANACH

por

Guillermo RESTREPO S.

§1. Introduccidn. Existen varias nociones

convergencia de sucesiones en un esnacio
X (real o complejo). Las mas conccidas

vergencia en la norma y la convergencia

sucesidn (xp) converge en fa neama a x {sind

mente, x_ > x(N)) sifx - xnu > 0; v la
cesidn convenge débifmente a x si u.x_ >
todo ue€X' , donde X' es el dual de X.

tas son las nociones de convergencia méas

las utilizadas con mayor frecuencia, no
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inicas que aparecen en la literatura matemdtica.
Por ejemplo, A.Pelczynski utiliza en [1] las si-
gulientes nociones de convergencia. Sea 0 < x < 1
y (El) una sucesidn donde €, es 1 © -1. Entonces
(xn) es 1_-convergente a 0<X si existe una cons
tante C tal que para toda secuencia finita de in
dices DysNys-c.5ny ¥y para cualquier sucesidn
(Ei) se cumple

s
ﬂel xn1+ 62 Xn +mc.+en Xn H £ C k .
Ademds, (x ) es T -convergente a x (simbdlicamente
> i - - vergen a ce-
X X (TS)) si (xn X) es T -convergente e
ro.

Todas las nociones de convergencia que hemos
mencionado son compatibles con la eStructura de es
pacio vectorial en X y por consiguiente X, * X
si y sélo si (x - xn) + 0. Ademé&s, existe una je-
rarquia entre estas nociones de convergencia en el

sentido siguiente:

X + 0 (N) =>xn + 0 (TS) =§xn + 0 (D)

Es decir, la nocidn de convergencia méds fuerte es
la convergencia en la norma.

Una topologia secuencLal T en un conjunto X se
caracteriza por la propiedad siguiente: para todo
espacio topoldgico Y, una funcidn f:X = Y es con-
tinua si y sdlo si es secuencialmente continua.
Una funcidn f:X » Y es secuencialmente continua
si para toda sucesidn (xn) tal que x > x, enton-

ces f(xn) > f(x).
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Este articulo pretende, en primer lugar, carac
terizar las topologias secuenciales como extremos
inferiores de topologias l1l-enumerables, con lo cual
complementamos y simplificamos la exposicidn de C.
Ruiz en [2]. Es lo que haremos, precisamente, en
la seccidn 2. En segundo lugar, utilizaremos los re
sultados obtenidos para indagar sobre la menor to-
pologia secuencial 0 tal que TD < 0 £ Ty- Demos -
traremos que O = J(TD) y, ademds, en algunos casos
particulares, en los espaclos £, ¥ 21, diremos exac
tamente qué es J(TD)‘ Es lo que haremos en la sec-
cién 3. Aclaramos que T, es la topologia débil
y Ty es la topologia de la norma en un espacio de

Banach E. Respecto a J(1), véase la Definicidn 2.2.

§2. Topologias secuenciales. Una funcidn f:X Y

entre espacio topoldgicos es secuencialmente conti-
nua si cada vez que una sucesidn (Xn) converge a un
x < X, la sucesidn (f(xn)) converge a f(x). Por su-

puesto, toda funcidn continua es secuencialmente

continua.

Definicidn 2.1. Una topologia T en un conjunto

X es secuencial si, para todo espacio topoldgico Y,

una funcidn f:X + Y que es secuencialmente conti-

nua es continua.

Si T es una topologia en X que tiene una base
a lo mas enumerable de vecindades en cada punto
X € X, entonces T es una topologia secuencial. Las

topologias de este tipo se suelen llamar topologias
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iel tipo E, (1l-enumerables).

TEOREMA 2.1. S{ 1 es una topcelogia secuencial
en ¥, entoncesd T = inf T, donde T es un conjun-

to de topologias del tipo E,.

DEMOSTRACION. Para todo ac X vy toda sucesidn
(x_) en X tal que x> a (1) definimos la topnolo
gia v = Y(a,(xn)) de la manera sigulente. E1 con-

junto y{(a) de vecindades de a es generado por
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V_(a) = {a}lj{xj :

v si x # a entonces una base de vecindades en x la
constituye la finica vecindad V = {x}. Es

ver que Y es la menor topologia de tipo E, para la
S

cual la sucesidn (xq) converge a a. Vamos a de-
i
mostrar que T es igual al extremo inferior de las
. 3
' = inf{v}.

topologias Y, el cual denotamos por T
X

ct

un subconjunto T- abierto y demos-

tremos que B es y-abierto, donde Y = v(a,(x_)).

i

Sea beB. Si b = a entonces, dado que x > a (1)

> N

de

cxiste un entero positivo N tal que xjﬁ B si
onsiguiente Vy(a)cB. Si b # a, entonces
v = {b}< B. Hemos asi demostrado que B es y-abier-

to para toda Yy, y por tanto B es T'-abierto. Sea

ihora B T'-abierto. Entonces B es yY-abierto para
todo Y. Demostremos que B es T-abierto. Sea
j:(X,t) > (X,7') la funcidn j(x) = x para todo x.

Entonces j es secuencialmente continua ya que si

®
¥
o1}

(1) entonces x_ » a (v), vy = Y(a,(xn))“

11 il
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Como 1T es, por hipdtesis, una topologia secuencial,
se concluye que J es continua. Luego B = j_l(B)

es T-abierto. 2

TEOREMA 2.2. S{ L es un conjunto de topologias
secuenc4ales en x, entonces 1 = 1infl es una topo-
Logia Asecuencial.

DEMOSTRACION. Sea o0& % y consideremos el es-

quema
(X,0) S -y § % hg = foj
. 7 la identidad
~ f
ho > . de X
o T ey

Como 0 3 T entonces j es continua. Tenemos que
demostrar que si f es secuencialmente continua
entonces f es continua. Como j es secuencial-
mente continua, entonces ho es secuenclalmente
continua para toda o€k. Luego ho es continua ya
que, por hipdtesis, 0 es una topologia secuencial.
Sea AcCY abierto. Entonces h;l(A) = f-l(A) es
o-abierto para toda 0€ L. En consecuencia, f-l(A)

es T abierto ya que 1 = infl .B
De los teoremas uno y dos se deduce:

TEOREMA 2.3. Una topologia 1t en X es secuencial
54 y 4600 84 T es el estremo inferion de topologias
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1el tipoc E, (1l-enumenrables).

1

Observacidén. C. Ruiz define en [2] las topolo-

rias de tipo E, (o-enumerables); T es o-enumerable

q

si es el extremo inferior de topologias del tipo
E,. Por tanto las topologias secuenciales coinci-
den con las topologlias o-enumerables.

Definicidon 2.2. Sean T una topologia en X. Pode

mos asociar a 1 la topologia J(t) = 1'. Un conjunto
ACX es J(1)-abierto si para todo ag€ A y toda su-

cesidn (xn) tal que X > a, se tiene xni A para to

io n, salvo un numero finito de 1indices

TEOREMA 2.4. Sea J(1) La topolegia defindda
g

arLlba. Enton

~~

i) (1) > =7

(1i) J(1) es una topologia secuencial.

(iii) x. 7 ox (1) s8L y 8600 84 X, 7 X (J(1)).

(iv) J(1) es el extremo Anfericr de todas Las topo
Logias secuencdales que son mayores o Lguales

a 1.

DEMOSTRACION.

(i) si A es T-abierto, ac A vy x > a, clara-
mente xne A salvec para un nimero finito de indices

(1i) See f:(X,J(1)) » Y secuencialmente conti-
nua y sean AC Y abierto, B = £-1(a) Si beBy
b (1), entonces f(xn) + f(b), asi que f(xn)CA

salvo para un nimerc finito de indices y B es
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J{(t)-abierto.

(11i) Sz x > a (J{1)), entonces R a(1) va
que 3 : (X,J(1)) » (X,1) es continua. Supongamos
ahora que X + a (1) y sea V una vecindad abierta
de a en la topologia J(1). Entonces, por defini
cidén de conjuntos J(T1)-abilertos, x € V salvo para
un numero finito de indices, esto es, X, * X (J(t)

(iv) Sea 0 = inf [ donde T es el conjunto de
las topologias secuenciaies 2T. Entonces T & 0 £
J(t). Basta comprobar que j : (X,0) » (X,J(1)) es
secuencialmente continua puesto gque O es una topo-
logia secuencial en virtud del teorema 2.2. Supon-
gamos que x_ * x{(0) Entonces x_ * x(1) y por

1
i

(111) 2,07 x(J(r)). ®

Si Top(X) es el conjuntc de todas las topolo-

)

gias en un conjunto X, entonces T+ J(1) es urna

funcidon de Top(X) en Top(X). Como corclario del

teorema 2.4 obtenemcs:

TEOREMA 2.5. (C. Ruiz [2]) Sea J ef operadcr
dedinido arniba. Entecncesd:

(i) 1 es una topofegia secuencsial s4 y s68c 54
J(t) = 1.'%)
2
(ii) J(J3(1)) = J(r), esto es J

1]
s

DEMOSTRACION. (i) Si 1 es una topolecgla secuer

cial entonces por (iv) del teorema 2.4 J(1) = T.

(%) En [2], pag. 121, se definen las topologias se
cuenciales precisamente como puntos fijos de J.
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(ii) Como J(T) es secuencial, entonces J(J(1)) =

J{(t). ®

§3. La Topologia débil 1 y la Topologia J(1p).

Sea E un espacio de Banach sobre K (el cuerpo de
los reales, R, o los complejos, €). Recordemos la
topologia débil T, en E. Sea E' el espacio dual de
E, esto es, el espacio de todas las formas linea-
les continuas u : E + K. Una base de vecindades
débiles de cero en E se determina asi. Para todo

£ > 0 y todo conjunto finito ¢ de E', V = V(0) =
{xeE: |u.x| < €; ue ¢} es una vecindad débil. La
topologia débil es menor o igual que la topologia

7,, (topologia de la norma), Ty € Ty Solamente emn

N
espacios de dimensidén finita se da& Ty = Ty

Es usual definir en un espacio de Banach E dos
criterios de convergencia. Una sucesidn (xn) en E
converge débilmente a x, R, * X (D), s1 UoX  * oUX
para todo ue E. Es fdcil ver que la nocidn de con-
vergencia débil es precisamente la nocidn de con-
vergencia inducida por la topologia dé&bil. Una su
cesidn (xn) en E converge en la norma (o fuertemen
te)a X, X, T X (N), si nx ~ xnﬂ + 0. Esta nocidn
de convergencia es precisamente la nocidn inducida
por la topoclogia de la norma Tye Es claro que si
X, 0(N) entonces x_ * 0 (D), pero la reciproca
no es cierta en espacios de dimensidn infinita.

En esta seccidn nos proponemos determinar la
topologia J(1p) en algunos espacios de Banach par-

ticulares. En espacios de dimensidn finita Tp ©
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TN = J(TD). En consecuencia, supondremos que los
espacios & Banach a los cuales nos referiremos son

de dimensidn infinita.

TEOREMA 3.1. Sea 1 fa topologia débil en ef
espacio de Banach E . Entonces:
(i) Tp < J(TD) < Ty-
(ii) J(t1p) es La menor topologia secuencial entnre
TD y TN -
(iii) x> x(D) implica x > x(J(TD))-
(iv) J(1p) es La mayorn topologia que contiene a
1, para La cual x_ =+ x (D) amplaca x> x (J(tp)).
(v) Jd(1p) = Ty 84y 86Lo 84 x> x (D) implica
X, * X (N).

DEMOSTRACION.
(i) Como Ty €S secuencial, entonces J(TD)

< J(TN) = T, (teorema 2.5). Por otra parte

N
J(1py) > 15
(ii) Sea 0 una topologia secuencial tal que
T, < 0 € Ty. Entonces J(TD) & J(o) = 0 (teorema
2.5).

(iii) De teorema 2.4.

(iv) Supongamos que 0 > J(Tp) y que x * X (D)

implica X, > X (o). Entonces j : (X, J(TD)) >
(X,0), 3j(x) = x para todo x, es secuencialmente
continua. En efecto, si X, > X (J(TD)) entonces

X ¥ x(D) y por hipdtesis X, > X (o). Por tanto j
es continua ya que J(TD) es una topologia secuen

cial, asi que o = J(T1p).

(v) Es consecuencia de (i) y (iv). ®
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Recordemos que si N = {1,2,3,..} entonces

21(N) = 21 es el conjunto de las sucesiones rea-
les (xn) tales que ngllxn| < . Ademds, 1% es
un espacio de Banach con la norma |x“ = ngilxnlo
Es bien sabido (Banach [3; p.137]) que u, u(D)
implica u_ -+ u(N). Un resultado similar es vali-
do en el espacio 21(5) de las funciones x : S*R

tales que £ |x(s)| < o, donde la sumatoria debe
sS€S

entenderse adecuadamente como un limite de las su-
mas sobre las partes finitas de S. Combinando es-

tas observaciones con el teorema 3.1 se obtiene:

TEOREMA 3.2. En el espacio de Banach 21(8),

J(t,) = y pon tanto ninguna topologia o entnre

TD y T

N

y @4 sAecuencLal .

Definicidon 3.1. Definiremos la topologia Tpa ©

topologia débil sobre acotados. Sea E un espacio de
Banach. Diremos que B es tDA-abaento s1 para todo
conjunto acotado FCE existe un conjunto TD—abierto

V (que depende de A) tal que FIB = FNV.

Podemos describir de otra manera la topologia
Tpa: La topologia débil sobre acotados es el ex-
tremo superior. del conjunto de las topologias Y ta
les que, para todo acotado FcE, (F,y) = (F,TD),
donde (F,y) y (F,TD) son, respectivamente, las
restricciones de Y y Tp al conjunto F.

Es fdcil ver que B es TDA—abierto si y sb6lec si

para todo conjunto acotado Fk (k = 1,2,...) donde
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F = {x : |x] € kx} existe un conjunto Tp-abierto V

tal que Fkr)B - Fkr\V,

TEOREMA 3.3. Entrne Las topoclogias TpsTpas J(TD)
Yy Ty de dan Las anclusiones:
Ty < Tpy € J(TD) < Ty
DEMOSTRACION. La primera relacidn T. < 1 es

D DA
estricta. En efecto, sean Vl,VQ,V3,ccc conjuntos

TD-abiertos distintos. Entonces B = L)(Vif1Fi) es
i

(DA-abierto perc no es TD~abierto:
Demostremos la relacidn Tha XS J(TD)K Sea B
IDA—ablerto.

Para demostrar que B es J(TD)-abierto hay que
demostrar que s1i (xn) es una sucesidon tal que
X, > x(D) v xXx€B, entonces X € B salvo un numero
finito Como toda sucesidn débilmente convergente
en un espacic de Banach es acotada, podemos supo-
ner que x ¥ X estdn en un conjunto acotado F para
todo n-. Sean V un conjunto TD-abierto tal que
FAV = FNB. Como x€ FMB, entonces x¢ FMV vy
xe V. Ahora, como X5 + x (D), entonces existe p
tal que X_ € V si n 2> p. Pero ello significa que
xnC.Fr]V = FNB si n 2> p. Por lo tanto X € B

sin > p. Hemos asi concluido la demostracidn. ®

Vamos a describir a TDA como el extremo infe-

rior dewn conjunto de topologias.
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Definicion 3.2. Para todo conjunto acotado

FCE definimos la topologia Op asi: si x€F, las
vecindades de x son las determinadas por la res-
triccidn de la topologia T, @ F; si x¢ F una base
de vecindades de x es {x}. En otras palabras, Op
es la menor topologia cuya restriccidn a F coinci-

de con la topologia débil (F, TD)O

LEMA 3.4, La topologia débil sobre acotados
Ty ¢4 el extremo inferion del conjunto {o,} de 2o
poLogias, donde o_ = op y F_ = {x : |x| € n}.
n n n

DEMOSTRACION. En primer lugar O, » Ty, Ppara
todo n puesto que la restriccidn a Fn de TpaA coin-
cide con la topologia (Fn, TD)o Por tanto
inf{on} 2 Tha® Sea ahora B o-abierto, donde
g = inf{cn}. Entonces B es 0 _-abierto para todo n.
Por tanto la topologia 0 coincide con la topologia
débil en todo Fk (las restricciones), lo que impli

1 = B
ca que 0 £ TpA® Hemos asi demostrado que O TpA®

LEMA 3.5. Sea E un espacio de Banach cuyo dual
E' es separable. Sea B = {xcE : |x]| € n}. Enton-

ces La topofogia o, es 1-enumenable.

DEMOSTRACION. Sea HC E' un subconjunto denso y
enumerable, digamos H = {ul,uz,no,un,c.o} y sea

ac€B. Consideremos las vecindades de la forma

v, , (@) = BN{xeE : luq(x-a)l < %}

L]

donde q y r recorren al conjunto J = {1,2,3,...} .
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El conjunto de las intersecciones finitas de vecin
dades de este tipo es numerable y constituye una
base de vecindades de a como demostraremos a con

+inuacidén. Basta demostrar que toda vecindad
W(a) = BN{xe E : |u(x-a)| < €}

contiene una Vq r(a), pues, en tal caso, toda intez

b
seccidn finita de W-es estaria contenida en una 1in
terseccidon finita de Vq peS- Sea uq tal que

i s

fu - uqn < A , donde )\ ser3d especificada después.

Sea xe;Vq,r(a) y escribamos
[u(x-a)| < I(u-uq)(x—a)l + |uq(x-a)|
< Hu-uq“lx—a“ + |uq(x-a)| .
Como x€ B entonces |x-al € 2h. Sea u_€H tal que
tu-qu es menor que €/4h. Esto hace que "u-uqﬂ X

ﬂx-a" sea menor que €/2. Ahora escogemos r de mo

do que 1/r sea menor €/2. En tal caso |uq(x—a)'

es menor que €/2. Por tanto, xe:Vq P(a) implica
;]
que - € , £
|u(xa)|<2+2 >

7, por consiguiente, X¢€ Ww(a). Si aﬁ:B entonces
{a} es wma base de vecindades de a. Hemos asi con-

cluido la demostracidn. N

De los lemas 3.4 y 3.5 se deduce el teorema si

guiente:

TEOREMA 3.6. Sea E un espacio de Banach cuyo
dual E' es separable. Entonces J(TD) = Tpae
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DEMOSTRACION. Tpa € J(TD) y por los Lemas an-

teriores Tpp ©s una topologla secuencial. Luego

p = [ o w . .'
T o J\iD) por (1ii) del Teorema 3.1.

Observaciones. Estas observaciones van encamil-

nadas a preguntarse por condiciones que hagan de

Tpa una topologia secuencial. Es de notar que T,,

es secuencial si y sdlo si Tpa = J‘(TD)9 en virtud
de los teoremas 3.3 y 3.1 parte (i1).

(1) Tpa ©S una topologia secuencial si E' es

tal que O_, es una topologia secuencial para todo

B
conjunto acotado B de la forma {x : |x| € r}. Pre-
gunta: ¢Existen espacios de Banach cuyo dual E'

no es separable para los cuales TDA es una topolo-

gia secuencial?

(2) como (C,)' = 2l es separable, entonces
J(TD) © Tpa ©s una topologia secuencial.
(3) Toa < Ty (estrictamente) en todos los casos: Por

tanto, en aquellos espacios en que TDA es una topo
logia secuencial siempre se tendra J(TD) < Ty

Por ejemplo en 21 la topologia TDA no es una to-

pologia secuencial. En 21 se tiene Tpp € J(TD)
= Ty (estrictamente).
* k%
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