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SOBRE LA COHOMOLOGIA ASOCIADA A UN

OPERADOR LINEAL DIFERENCIAL COMPLEJO*

por

David MOND

Resumen. Asociada & un operador lineal
diferencial de la forma

(n) (n—1)+.

P(y) = vy ta, (z)y -.ta (z)y

(a. € C{Q)).
K :

donde 0(2) es el espacio de las funciones
holomorfas definidas en el abierto QCGC,
existe siempre una sucesidn exacta de ha-
ces sobre Q:

P
0 » KerP » 0 » 0 » 0

donde ® es el haz de gérmenes holomorfos
sobre  y KerP es el haz de soluciones de
P(y) = 0. Esta d& lugar a la sucesidn
exacta de cohomologias de haces:

* Este trabajo forma parte de la tesis de grado

del autor en el programa de Magister Scientiae
de la Universidad Nacional de Colombia, y fué
realizado bajo la direccién del Profesor Jairo
Charris.
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0 » H(Q,KerP) » H°(Q,0) » H°(Q,0) =
> H1(Q,KerP) » HY(Q,0) + ...

Como Hl(Q,O) = 0, por la sobreyectividad
de &1 0(R) = 0(R), y H°(2,8) = T(Q,8)
8_ o -
paraztoda haz £, obtenemos la sucesidn

exacta
P 1
0 >Ker P+>0(R) > 0(R) »H (,Ker P) »> 0.

En este trabajo trataremos de reconstruir
esta sucesidon exacta utilizando técnicas
elementales; en un caso particular (cuan-
do KerP es el haz trivial QxKerP) y reem-
plazando el grupo de cohomologia de haces
por Hom(H,(Q,Z), €"), se obtiene entonces
un criterio efectivo de existencia de so-
luciones de ecuaciones lineales no homo-
céneas, y una demcstracidn muy sencilla
del iscmorfésmo del primer grupo de coho-
mologia de Cech con coeficientes en el oy
Hom(H1(Q,Z),C"), para Q¢ ¢ abierto.

1. Introduccion. El Teorema de Morera del ani

un

lisis complejo elemental puede formularse en térmi

nos de una suceslidn exacta
d

(1) 0= ¢if-g¢q) 942 o(q) 3 HOM (H, (2),¢C),

Ja cual 2 es un abierto conexo de €, 0() es el

an

espacio vectorial de las funciones holomorfas en ,
inc. es la inclusidn de € en 0(22) (considerando a
los niimeros complejos como funciones constantes),

4. (i) denota Hl(Q,Z) e I esta definido por

1

ICE)([y]) = [ f(z)dz.
Y
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En este articulo se generaliza este resultado, reen

: d . .
plazando 35 Por un operador diferencial lineal de
la forma
n n-1
d d
P = + a, (z) —— +...+ a (z) — + a (z),
dzP 1 dzn*l n-1 dz n
con aK€ 0(R), k = 1,...,n, para obtener la su-
ces1dn exacta
P £
(2) 0 + KerP =+ 0(Q) 5 0(Q) 5 Hom(Hi(Q), KerP) » 0,

donde KerP es el haz de solucién de P(y) = 0. Ob-
servamos que cuando P es el operador %Z’ la suce-
si6n (2) se reduce a (1), salvo por la presencia

de 0 a la derecha.

§2. El operador 1, exactitud en 0(). Empeza-

remos haciendo la siguilente suposicidn, necesaria
para asegurar la existencia de un sistema fundamne
tal de n soluciones, holomorfas en 2, de la ecua-
¢idén P(y) = 0:

(3) Las funciones a,,...,a_  4son holomongas en ©,

La envolvente simplemente conexa de Q.

Como consecuencia de (3), existen funciones

'.bl,“"

de soluciones de P(y) = 0. Es bien conocido que

.,¢n€ 0(2) que forman un sistema fundamental

el wronskiano W(¢1""’¢n) (o simplemente W) nunc=

se anula en 2. Ver [4], pp 116,284,

La definicidn del operador I de la sucesidn

se basa en el método de variacidn de parédmetros
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ra la solucidén de ecuaciones lineales no homogé-
neas en el campo real. Seglin este método, para en
contrar una solucidn de la ecuacidn P(y) = f, se

b>usca funciones c -»C_ que satisfagan

gwe =

ci(x)¢1(x) + e.. 4 cé(x)¢n(x) =0

(4) ci(x)¢§n-2)(x)+..=+c;(x)¢£n-2)(x) =0
ci(x)¢§n_1)(x)+.o.+c$(x)¢in—1)(x) 2 F .4

puesto que de existir tales funciones Cys Se tendria
cue P(C1¢1+'°'+Cn¢n) = f. Resolviendo (4) con la re

gla de Cramer se obtiene

N CE S ks PRI I P B
}': w(¢1""¢n) - : ) :
(n-2) (rn-2)2(n-2),(n-2 (n-2)
¢1 "¢k—1 ¢k ¢k+1 "¢n

donde el signo "~'" significa omitase, y como en el
caso real toda funcidn continua es una derivada, se
pueden encontrar las ) - En el caso complejo, la si
tuacidén es algo mds complicada, ya que no todo miem
bro de 0() es la derivada de un miembro de 0(R),
cuando § no es simplemente conexo. Esto motiva la

definicidn del operador I.

Definicidon 1. Sea ¢1,..,¢nc 0(R) un sistema

fundamental de soluciones de la ecuacidn P(y) = 0.
Se define I: 0(Q) - Hom(Hi(Q), KerP), un operador

que manda f a If, por
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k+n 1
(-1) W f
/ KOV ge ) 6 2,
J

11y W(Eg)

n
I([y])(z) = ]
k=

donde W = W(d_,....0 ) y W (g) es:
|6,(6) .. (&) o 9 (E) .

, ¢§n-2)(g)°¢$£n»2)(g) B ¢§n-2)(€)

De nuevo, I estabiendefinido por el Teorema de Cau

chy, y es evidentemente lineal, ya que f figura 1li-
nealmente bajo el signo integral.

Ahora, si If es el homomorfismo nulo de Hl(Q)
en Ker P, entonces, por la independencia lineal de

las ¢k:
Wi (E)E(E)
Y W(&) )
para toda curva cerrada y en Q y para k = 1,...,n.

Esto implica, por el Teorema de Morera, que Hﬁf es
la derivada de alguna funcidn ¢, € 0(Q) , ¥ entonces
exactamente como en el caso real, se comprueba f&-

cilmente que P(c1¢1f;gl+cn¢n) = f. Hemos demostra-

do que Ker ICP(0(R)), la mitad del

LEMA 1. La sucesién (2) es exacta en La segun-
da anstancia de 0(R).

DEMOSTRACION. Queda solo por ver que Ker I 2
P(0(R)), o, en otras palabras, que si f = P(g),
paga algin g 0(2), entonces I, = 0. Ahora, I,
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7. £
1

w
es 0 si y s6lo si ; es una derivada en Q. Afir
mamos que si f = P(g), entonces -—— es la deri
vada de

(5) (_1)](4'11 W(¢1,°°°’¢k—1’ g ¢k+1aco,'¢n)

-

W

Para demostrar esto, notamos que P(g) se puede ex
presar en la forma siguiente, donde el numerador

es de orden (n+1)X(n+1),

w(¢1,°oc,¢n g)

W

P(g) =

Esto se debe al hecho de que la ecuacidn diferen-

cial
|¢1 o v
P(y)-% | . . =.0
i¢(n) in) (n)

tiene orden n-1 pero tiene n soluciones lineal-
mente independientes (las ¢1), de manera que todos
sus coeficientes deben ser identicamente 0. Por

lo tanto

(6) NE L Wy, -a0nse)

W . k W 2

Es claro que serd suficiente demostrar que al de-
rivar (5) obtenemos (6) para el caso k = n, ya
que los demds casos resultan de éste mediante un
intercambio de columnas en wk y en el numerador

de (5) que producen el mismo cambic de signo en
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(5) y (6). Suponiendo entonces que k = n, y der.-

vando (5), obtenemos

¢1 .uo¢n_1 %
é(n—?) *(n-2) g(n—2)

(
(7) ;%—-J B ceod W
,l\ ¢§n) _“(br(lr_:; g (m)
0 e f \
WOy b ) ‘bin—m eer o(0-2) t
¢§n) mr(]n) |

jonde el cuarto determinante del numerador es
Como (6) y (7) tienen ambos a W2 en el denomin
2s suficiente mostrar que sus numeradores co.r
den Esto se hace mostrando que se trata de
1dentidad algebrdica, la que se establece en

culente

TEOREMA. Para n > 2 es vdlida La s<quscs
Lgualdad, donde A = (a?) es una matrez (n+1)-(
de ndamenros comptejqé 7 A; es el codeterminan
non del elemento a; ,

; n+1 ) n n+l . n n+1
(8) An*i det A = An An+1 Anfl An .

La demostracidon resultard del lema silgulente

* Agradezco al Profesor Yu Takeuchi de la Univ
dad Nacional por esta demostracidn.



LEMA. Sea A una matriz cuadrada nxn no sLingu-

Lan y B su Lnversa. S4 expresamos A y B en La s4-

gudiente gorma:

i \} .
A11 : A12 H[k filas
A = ecacao- ————
|
Bar 1 Ay
k columnas
B11 ! B12 }k filas
B 2 sessss : _____
Ba1 1 Bao
k columnas
enftonces
(9) det A11 = {det B22) (det A).
DEMOSTRACION. Para mayor sencillez, supongamos
aque det A11 # 0. Como
o <A11 812 YB11 B4\ _ (1 °>
A1 B \Pa1 Bp &, 4

tenemos que

(10) A11 B12
(11) A21 812
De (10),

Bl2
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Multiplicando por A21,

_ -1
(12) A21 B12 - —A21 A11 A12 B22

Reemplazando (12) en (11), tenemos

(13) (A22 = Ayy Bog 312) By, =1 .
Por 1lo fanto,
-1
P A —
(14) det(A22 A21 ALy A12) det 322 = 1

De (14) se observa aue 822 es no singular. Por otra
parte parte, se puede verificar inmediatamente la

siguiente igualdad:

(15)
» / \ -1 ;
A 0 >‘/A11 A12\/A11 O) A11 “A1o
: -1 “\ )
ot f227%21%110 12/ \Ra1 App/\ O A

Por tanto,

=1
(16) (det A11)o(det(A22-A21A11A12))

= det A det A}

11 det A11 = det A.

De (14) y (16) tenemos la igualdad deseada. De la
misma manera se demuestra la identidad (9) en caso
de que det B22 # 0. Asi, si det A11 = 0 entonces
se debe tener que det 822 = 0 ; por lo tanto, se

tiene la 1gualdad (9), en el sentido de 0 = 0.

DEMOSTRACION del TEOREMA. Sea A la matriz:



a1 | ai ai
1 oo : n n+1
] o
Lo .
5 e s W o W m
a” I an an
p 0 %n n+i
i
an+1 ' an*l n+l
1 et % n+1

det A # 0. Sea

es el co-determinante me-

(1) Supongamos primero que
B = a1 = (b ). si A;
nor correspondlente al elemento a]9 entonces es

bien conocida la relaciodon

Al = (-1)*"7 blldet Al
] ]
Aplicando el Lema, tenemos
1 i n .n
ial °° qp-1| ibn bht1
5 ! = det A,
n-1 n-1| n+1 n+1i
a i b |
1 n-1}§ n n#i
i b |
o sea, que
.1 Iy ! n _
ial . n dn=1} b, det A b detA
[ . det A = |
ia““i . az’i, Eb:+idetA bg*ldetAl
-1 .
| i
AP _,n
_ R g AP n+l1 _n Ant+1
- laAn+1 n+l] = "n ° Tn+i1 n+i’ “n ’
I n

n+1,

Esta es la igualdad (8).
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(II) Supongamos ahora que

det A = 0. Sean
- k k k ]
a, = (al,a2,°..,an+1) 5 k = 1,2,...,n+1.

Tales n+l vectores son dependientes,
ten A

o sea, exis-
1,°°°,Xn+1 no todos nulos,

tales que

Alal + A2a2+oon+xn+1an+1 = 0.

Por la definicidn de los co-determinantes menores,
se tiene que

n

n+1 .
n+1Ai nAi , para todo 1 = 1,2,..,n+1,
ya que (tomando el caso 1 = n+l para mayor sencil-
llez)
3 K
1 *°° 45
no n+l _ an—i an—l "
n+l n+1 "n n+l1 1 *° n
n+1 n+l
n+1 1 °’An+1a
a1 a1
1 o 1 1
. . 44 %n
J-1 50=1 :
1 o 2, - .
n n n+1 n n+1
Analcqx a Ana1+kn+1a1 .akna +)\n+1an
n
y este determinante es cero ( I A.(fila j)+fila n
j=1
= 0). De ahi se deduce que el segundo miembro
de la igualdad (8) es 0. Si AnAn+1 # 0 entonces
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X A (An n+1 n n+1) A n+1 n

n"n+1""n "n+1 "n+1'n " "n "n+1 "n+1'n

- AnA2+1 n+1 2+1 =05 s1 An = 89 An+1 =0

entonces A? = 0 para 1 = 1,...,n+1 , & A2+1 = 0

para i = 1,...,n+1l, y en cualquier caso AﬁA:Ii
A:+1 Aﬁ*l = 0. Luego (8) se cumple en el senti-

do de que 0 = 0. ®

El teorema anterior establece inmediatamente
que si f = P(g) para algin ge 0(), entonces
If([yj) = 0 para todo [Y]e:Hi(Q); o sea, que I
es el homomorfismo nulo de HI(Q) en Ker P. Por lo

tanto,
P(0(R)) ¢ Ker P.

Estc concluye la demostracidn del Lema 1. Se puede
observar que si denotamos con ¢, a la funcidn en
(5), entonces es fdcil comprobar, mediante el mane

n
jo de los determinantes, que z Ck¢k = g, B
k=1

' §3. Sobreyectividad de 1. Para demostrar la

sobreyectividad de I en la sucesidn (2), hacemos

una restriccidn sobre la naturaleza de Q:

Definicidon 2. Diremos que 2¢C, abierto y co-

nexo, es un abiento Libnre, si siempre que se esco-
ge de cada componente acotada de € - £ un solo pun
to, el conjunto asi formado no contiene ninguno de

sus puntos de acumulaciodon.
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Este es el caso si1 €~ tiene un nimero finito
de componentes. Evidentemente, que §} sea libre
equivale a decir que para cada componente conexa
y acotada B de ¢ - Q, d(B,(C - 2)-B) > 0. En es-
tas circunstancias, Hi(ﬂ) es el grupo abeliano 11
bre generadoc por las curvas cerradas Yg (una para
cada componente conexa y acotada B de ¢ - Q) tales

L i si z B

Ind(yp,2) = {o si ze(€ - Q) - B

(Ref. [1] , Teorema 3).

En lo que sigue, denotaremos con Q el abierto obte
nido reemplazando cada componente conexa y acotada
B de € - Q por uno ualquiera) de sus puntos. Si Q
es el conjunto de estos puntos, tenemos que Q =Q-Q.
Para cada qe€Q, denotaremos con Yq a la curva di
da por

2wit
e ]

Yq(t) =ateg

donde 0 < eq < d(q, (¢ - ay = q). Hi(ﬁ) esta ge
nerado libremente por las clases de homologia de
las Yq’ qe Q; y se tiene que Hi(Q) = Hi(Q)’ con el

isomorfismo determinado por
[y, = [vg]

donde B es la componente de € - {i que contiene a
q (Refo[l])o Como  estd contenido en §, Yp €S una

~

curva en R, ¥y Yg ~ Yq en §.

La idea central de la demostracidn de la sobre
yectividad de I es la siguiente: dado un homomor-
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fismo ?e;Hom(Hl(Q), Ker P), hay que encontrar
fc0(R) tal que If = Y. cComo Q es un abierto 14

bre, serd suficiente demostrar que para toda curva

YB,
(17) 1.([vg]) = PClygD).
Si ‘P([YB]) = g ak¢k (recordemos que las ¢k for-

k=1
man una base de Ker P), entonces (17) equivale a

decir que

1]

_4)ktn
(18) | (-1)K* Py, (E)£(E)
Yp W(E)

dég

En efecto, vamos a encontrar a £€ 0(Q). Podemos

reemplazara YB en (18) por Yq’ ya que Yq - Yg en ﬁa

La integral en (18) depende solamente de la parte

principal de ng en q, y ésta, a su vez, depende
de la parte principal de f en q. Mostraremos, uti
lizando el Teorema de Mittag-Leffler, ([2], p-291),
que existe fE:O(ﬁ) cuya parte principal en cada

qeQ es tal que se cumple (18). Para esto, nece-

sitamos primero

LEMA 2. Con Las mismas condicaones (3), Las n
funciones ﬁ& k = 14...,n , 40n Linealmente 4Ain
- n

9

dependiente sobre ¢ en cualquier abierto V¢ Q.

DEMOSTRACION. Supongamos que existen constan-
n k+1
tes A,,...,8 ,€ C tales que 7§ (-1) a, W (z) = 0
1 n Jo=4 k k

para todo z€ V. Esto se reescribe en la forma
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1 n
¢ MR
(19) 1 ) n =0 en V ,
(n-2) (n-2)
¢1 ° ¢n

lo cual implica, por la independencia de las filas

de W, que existen funciones fi,O""’fl,n—Q defi-

nidas en V tales que

=(n-2)

(20) o = f 0(2) 9(z)+. .. +f (z) ¢ (z)

1 1,n-2

vara todo zgV (los vectores en (20) son las fi-
iras del determinante en (19)). La derivada del de-

“erminante en (19) es también 0 en V:

Qn R ¢ '
9y - 9 !
21) oo e l Z 0 en V.
(n-3) (n-3)/|
q’n voe (.bn |
(n-1) (n-1)
¢1 e ¢n
osto implica que existen funciones f2,0’"°°’f2,n-3’
:2,n-1 definidas en V tales que
i ..;(n_3)
{ =
(22) «a f2’0(2)¢(2)+.oc+f2’n_3(z)¢ (z)
=(n-1)
- f2,n-1(2)¢ (z)

para todo z en V. Restando (22) de (20), obtenemos

0 = (£, (2)-F, ((2NF(2)re.r(fy o 4(2) -

1,0



=(n-3) =(n-2)

- f2’n_3(z))¢ (z) + fl,n-2(2)¢ (z)
=(n-1)
- f2,n-1(2)¢ (z).

Esto contradice la independencia de las filas de W,
a menos que todos los coeficientes sean 0; en par-

ticular, fl,n’2a Por lo tanto,

(23) a'ESpfa(z),m.p,$(n-3)(z)} para todo z

en V.

Ahora, la segunda derivada de (19) es también O0:

oy ceeQ |12y e
¢1 : ’¢n ¢1 ’ “¢n

AR AR, .

(24) ¢1 ”°¢n + ¢(n-3) ¢(n—3) = 0 en V.
¢(n'2) (n-2) 4
w’l -’°¢p
¢(n)_ 5¢(n)

(n-1) (n-1) 1 ’ n

¢1 : ¢n

Como el segundo de estos determinantes es 0, por

(23), se deduce que lo mismo es cierto del primero.
Se puede concluir, de la misma forma que antes, que
a < Sp{$,.;o,é(n-u)}

tenemos que ae:Sp{¢,.oc,

en V. De manera inductiva ob
A(n~k)} y o€ Sp{¢} en V.
Pero esto es absurdo, ya que 1as ¢;son independientes

(sobre €) en V. &

LEMA 3. Cuando Q es un abiento Libnre, el opera-
don 1 es sobreyectivo.
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W
DEMOSTRACION. Recordemos primero que las W£
son holomorfas en todo ﬁo
Sean Wk(Z) _—
k m
s & . § b (z-q)
W(Z) m=0

los desarrollos en serie alrededor de qg Q de las

W . = : e
Wh . S1 feg0(Q) tiene en q la parte principal

m ‘
Y e.(z-q)7)
j=1
entonces el coeficiente de (z—q)—1 en la parte prin
cipal en q de E%i es
k k
bo c, t b1 c, t + bm_1 o

v por lo tanto, por el teorema de los residucs,
Wi (E)£(E)
Nt R . |

W(E)
Yo £

b,

.k
; ¥4 a+D
m

. k
= 2mi {byc,

-1

Para que se cumpla (18) es necesario y suficiente:

o
)k+n{ k k k= k

b°C1+n‘..;+bm_1Cm m kil,oo,n

{(25) (-1
Interpretemos las ecuaciones (25) como ecuaciones
lineales con incdgnitas CqsoeoaCpoe Ahora, m no
es fijo; para que las ecuaciones (25) tengan solu-
cidn, cualesquiera que sean los ®,» €s necesario

y suficiente que para algin m los n vectores
m

de C,
k k k
(26) Xm = (bo,ac,,bm_l) k=1,...,0 ,
sean linealmente independientes sobre €. Suponga-

187



mos que noj; entonces, para todo my, m = 1,2,..,

. k
existen constantes Bme:c, tales que

1 n

1 n
(27) Bm A tooot Bm zm = 0

Dividiendo (27) por el coeficiente de maxima mag-
nitud, podemos suponer que uno de ellos es igual
a 1, y que los demds tienen magnitud menor o

igual a 1. Notemos que para m'> m, se cumple que

1 1 n n
' =
(27') Bm, v +°°°+Bm' v 0s
_ 1 n .
Sea ahora ém = (Bm,ooo,Bm)o Por lo anterior §m

estd contenido en la frontera topoldgica del poli

disco

A(0,1) = {(zi,ngzn)gzwnllzki<1 para ktl;::ibsnls

la que es un conjunto compacto. Por lo tanto, la
sucesidn {gm } tiene una subsucesidn convergente
a alglin punto B = (81,600,Bn), también en la fron
tera de A(0,1). Por (27'), podemos reemplazar

ém por esta subsucesidn, sin que se deje de cum-
plir (27). Afirmamos que esto implica que los n

. (s ¢]
vectores de C

satisfacen

(28) B vi+...48" v = 0.

Si (28) no fuera cierto, habria una primera coor-
denada de la suma a la izquierda distinta de O.
Si ésta fuera la m-ésima, entonces
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1..3 n n ,
(29) R zm+eov+8 Vo 7 0.

Sinembargo, (27) 1implica que esta suma es igual &

; k
0 , ya que para todo k, k=1,...,n , Bg > B ., ¥y
para m‘> m, (29) si se cumple al reemplazar a los

k k
B por Bmv
Luego (28) se cumple, y esto 1implica precisa-

mente que

(e o]

o
1
) bm(z~q)m+»gﬂ+6 ) b;(z-q)m = 0
m=o m=o

1 n

B

para todo z para el que estas sumas convergen, COn

tradiciendo el Lema 2. Recordemos que como B

pertenece a la frontera de (0,1), no todos sus con

ponentes son 0. Concluimos que para algGn m = rmi{q),

los n vectores z; s k=1,...,n , son linealmente

independientes sobre ¢, y, por lo tanto, para

m = m(q) las ecuaciones (25) tienen solucidn.
Consideremos la funcidn racional

m(q) s
p (z) = )V oXz-q)77 ,
q jog ¢ 3

donde los coeficientes c?

son las soluciones de
(25) para m = m(q)-. Pof~el Teorema de Mittag
Leffler [2] existe f &€ 0() cuya parte principal
en cada punto gqe€Q es ch (El1 teorema de Mi-
ttag Leffler es aplicable ya que Q no tiene pun-
tos de acumulacidn en ﬁ)o Entonces es claro que

f‘so(d), ya que S)gé s ¥ que

-1 )Wy (8) at = | (a1>k*“f(g)wk(g)d£
=0,

W(E) Y W(E) B

q
g
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para k=1,...,n y para toda componente conexa y

acotada B de € - Q. Por lo tanto If :‘Pn ]

TEOREMA. Con £a condicidn (3) y cuando Q es un
abiento Libre, La sucesibn (2) es exacta, y el Andi
ce def operadorn P, defindido por xX(P) = dim(KerP)
- dim(CokerP), e84 Lguaf a n(1 - bi)’ donde b,
24 el rango del grupo Libre abeliano Hy ().

DEMOSTRACION. La exactitud estd demostrada en
los Lemas 1 y 2. De la exactitud resulta que

nb
Coker P = Hom (Hl(Q), Ker P) = Hom(z 1, ¢™) = ¢ ok

Nota. El1 Lema 1 nos proporciona lo que es esen
cialmente una generalizacidn del Teorema de Morera,
y un criterio efectivo para determinar la existen-
cia de soluciones de ecuaciones lineales no homo-
génas, lo cual podemos ilustrar con un pequefio ejem
plo:

Sea P(y) = y" - 3y'" + 2y, y consideremos P
actuando en 0(D'), D' = {ze@]0 < |z| < 1} . Las
funciones ez, e2z forman un sistema fundamental de

soluciones de P(y) = 0 , en D'. Entonces

W(z) = e3Z 5 Wl(z) = e2Z s W2(z) = e? 5

y por lo tanto,

W © m m
—l(z) = e % = z (-13 2 ’
W m=1 me.

W) -2z v (-2)™"
—(z) = e = Z

W e F '
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En el caso de la funcidn f(z) = tenemos que

£P(0(D')) , por
el Lema 1. Para f(z) = 22" 14327242273

Wit W,
Res.( —g—,0) = Res.( -

el Lema 1, existe en O0(D') wuna solucidn de 1la

1
W1q z
Res.(—g—,0) # 0, de manera que f

,0) = 0 , vy entonces, por

ecuacidn P(y) = f.

TEOREMA. Parna Q¢ € un absento fibne, ﬁl(ﬂ,cn)
=Hcm(H1(Q),¢n) (Donde ﬁl es el grupo de cohomolo-
gia de Cech).

DEMOSTRACION. Comencemos observando que si

n
P:0(R) » 0(Q) es g_n s, entonces ciertamente se
dz
cumple la condicidn (3), y Ker P se puede identi-
ficar con €°. El haz Ker P es el haz trivial Q,

Ker P = Qx¢" , y el grupo Hl(ﬂ, Ker p) de cohomo-

« P e 1 n
iogia de haces se reduce al grupo de Cech H (Q,€ ).
Comparando la sucesidn exacta (2) con la sucesidn

exacta p 1
0+ Ker P> 0(Q) > 0(Q)> H (Q,Ker P)=> 0,

cde cohomologia de haces (ver Resumen), obtenemos el

isomorfismo deseado. &

Lo que es mds interesante es que se puede dar
el isomorfismo del teorema anterior en una forma ca
si explicita; aunque el grupo de cohomologia de
lech es un limite inductivo, es bien conocido un teo
rema de Leray ([3] p-44) que da condiciones sobre
un recubrimiento abierto U de 2 que garantizan que
Hl(u,ﬁn) es isomorfo a Hl(Q,Cn) por la aplica-

c1idén al limite. En nuestro caso estas condiciones
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son satisfechas cuando Y es, por ejemplo, un recu
brimientc por abilertos convexcs, y con un tal recu

- . Ls - . -
brimiento W, la sucesidn
“ © : 9 8 1A
0 » H (U,KerP) » H (W,0) » i (WU,0) > H (W,KerP) 0,

£ -
~ PO o
~ sea 0 » KeprP = 0(Q) = 0(Q) > H (Y,KerP) = 0 ,
; ) . . .

s? es exacta {(en general 1a sucesidon de cohomolo-
gia solo es exacta en el limite inductivo). Compa
rando esta (ltima sucesidn con la sucesidn (2), y
anatlizando 1a forma de los homomorfismos de cone-
xién § e I , se puede obtener una idea bastante

explicita del isomorfismo del grupo de Cech con

Hom(H, (R),¢").
' * k%
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