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SOBRE CIERTOS ESPACIOS DE FUNCIONES HOLO

MORFAS Y SUS APLICACIONES, II*

por

Jairo A. CHARRIS CASTARNEDA

RESUMEN: Los espacios Hm(Dr) introducidos
en la seccidn 2 y diversas técnicas homo-
légicas de aproximacidn permiten clasifi-
car como operadores de Fredholm a una am-
plia clase de operadores diferenciales com
plejos y establecer, al mismo tiempo, una
formula para el indice de tales operado-
res.

§introduccion. Sean 2 un abierto conexo de € y

H() el espacio de las funciones holomorfas en Q.
Designemos con Hl(Q,C) al primer grupo de cohomolo

gia de @ con coeficientes en € y con b1 a su dimen

(x) Los resultados contenidos en este articulo for
man parte del trabajo de disertacidn presentado

por el autor en la U. de Chicago en el verano de
1969, con el fin de llenar requisitos parciales pa
ra obtener el titulo de M.S. en Matemdticas, y cuyo
tema fué sugerido por el Profesor R. Narasimhan.
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sidn: b1=dim¢H1(Q,C)( Consideremos el polinomio di

ferencial
k

nes1g
[
~~
N
N
%)

P(z,3/9z) =

cuyos coeficientes ak(z) son funciones halomorfas

en ], y en donde

) 1 9 . 0
ﬁ"'{(ﬁ-lb—;)o

Nos proponemos demostrar en este articulo que cuan-
do b1 < ® y el nfimero n(an,ﬂ) de los ceros del coe-
ficiente am(z), contadas las multiplicidades, es
finito, el operador diferencial P definido por
P(z,3/3z) sobre H(R) es un operador de Fredholm (en
el sentido de que su nficleo y conficleo son de dimen
sién finita y su imagen es cerrada) y, al mismo
tiempo, establecer una férmula para su indice.

La férmula que obtendremos puede ser conocida,
pero no hemos podido hallarla en la literatura
usual. Para establecerla usaremos diversas técni-
cas del &lgebra homoldgica, aplicdndolas a sistemas
de aproximacidn gonstruidos con los espacios Hm(Dr)
que introduciremos en el numeral 2. La fdrmula en
cuestidn, conjuntamente con las técnicas antes men-
cionadas, permiten obtener resultados generales en
la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias en
el campo complejo, como mostraremos posteriormen-
te (%)

En el numeral 1 recordaremos algunas de las pro

(#) Veanse [6], [7] y [9].
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piedades de los espacios Hp(Dr). En el numeral 2
daremos las propiedades bisicas de los espacios
Hm(Dr)n En el 3 estableceremos la férmula del in-
dice en un disco. En el 4 la extenderemos a un
abierto simplemente conexo arbitrario y, finalmen-
te, en el 5, a un abierto de conexién finita (es

decir, a un abierto conexo con b1 < o),

§1. Los espacios Hp(Dr)n Sir >0, Dr denotari
al disco abierto |z| < r y, para p=1,2, Hp(Dr) deno
tard al espacio de Hardy de las funciones holomor-

fas en Dr para las cuales

|f|p = sup 51 ;ﬂlf(teie)|pde < 4o,
TsP ogt<r v o

Con la norma f = Iflr,p’ Hp(DP) es un espacio de
Banach. Si se dota a H(Dr) de la topologia de la
convergencia compacta, la inclusién pn:H (Dr) >
H(Dr) es continua y tiene i1imagen densa en H(Dr)

Si f e Hp(Dr), el limite

) )

(1.1) f(re'”) = lim f(tel
t+r

)

existe para casi todo 8 € [0,2n] y define una fun-
cidn f(rele) en LP(TP), donde Tr={z:|z|=r}h Ade-

mas,

p _ _1 e o 18, . p
(1 2) |f|r,p— -2—"1 |f(ve )l de,
o

2 1
y puesto que L (T )¢L (T.), podemos definir, para
nel y chp(Dr),
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(1.3) ) = 10y ,-inb44,

Si Y:HP(DP) - Lp(Tr) es la aplicacidn y(f) = £, 1la
imagen de Y es el espacio de todas las funciones

ge;Lp(Tr) con g(n) = 0 para todo n < 0. M3s preci
samente, si se da a Tr la orientacidn positiva, to

da funcidn fe:Hp(Dr) se escribe univocamente en

la forma

(1.4) £lz) = oip | E8lae. 2] < oy

donde gc;Lp(Tr) y g(n) = 0 para todo n < 0. En tal
caso, £ = g. De la férmula (1.2) se sigue que Y

es una isometria.

. P
> °
Si s r entonces O r.H(DS) + H (Dr) y

9
s . , i
or:Hp(Ds) + Hp(Dr) designaran las restricciones na
turales. Como los polinomios forman subespacios den
S a o o -
y O, tienen image

sos en todos estos espacios, B
b}

nes densas. Son adem3s continuas; en efecto, pa-

ra 0_ . esto resulta de la desigualdad
3
lo (f)] < sup |£(t)]| ;
S,r Py P teT

y para 0: del hecho de que la aplicacidn

£n i0
te [ |£(te*”)|Pde , ost<s
o
; ) s : 5
es creciente. Evidentemente OS " y Or son 1nyecti-
9

vas., Notemos, finalmente, que H (Dr) es un espa-

cio de Hilbert para el producto escalar
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F(n)E ).
(o)

e~ 8

1
(1.5) <f,g>, =5,

?nf(rele)é(reie)de =
n
o

§2. Los espacios Hm(DP)o Para todo me€ N deno-

taremos con Hm(Dr) al C-espacio de las funciones ho
2

lomorfas en D, tales que f(k)€ H (Dr) para 0 ¢ k g m.

Dotaremos a Hm(Dr) de la topologia definida por 1la

norma
m
(2.1) €0, . = (kz EaL 2);5
) o )

Con esta norma, Hm(Dr) evidentemente es un espacio
de Banach; lo que es mds, un espacio de Hilbert pa
ra el producto escalar 4
m
- (x) (k)

(2.2) <f,g>, o = Z <£ T, T

k=o

. _ 2

Obviamente, Ho(D_ ) = H“(D_ ). Para n < m, H (D,)c¢
Hn(Dr) y la inclusidn es continua. Tambié&n son con
tinuas e inyectivas las restricciones naturales

s
Us,r‘H(Ds) + Hm(Dr) y or‘Hm(Ds) -+ Hm(Dr)° Por otra
parte, para todo m > 0 y s,r < R, las parejas
(Hm(Dr)’oi) forman un sistema proyectivo de C-espa-

cios tal que

(2.3) H(DR) = 1im proyoﬂm(Ds)
s+>R
y que
s
(2.4) o] = 1im proy.o_ .
R,s s+R r

Si Cq(Br) denota al C-espacio de las funciones f,

(k)

holomorfas en Dr’ para las cuales f admite una
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extensidén continua a B, {z:|z|<r} cuando k < q,

tenemos que

TEOREMA 2.1. (Lema de Sobolev). Para todo m > 1,
H (D) es un subespacio de Cm°1(5r). Ademds , H (D)
es Ldéntico al espacio de Las funciones hoLomorfas

en D para Las cuales f(m)e Ho (D).

Demostracion. Resulta inmediatamente del si-

guiente resultado, bien conocido ([2], pag. u42).

LEMA. Una funcibn holLomorfa en |z| < r es conti
nua en |z| € r y absolLutamente continua en |z| = r
84, Yy 8620 84 f'e Hl(Dr).

Sea ahora Q:Hm(Dr) -+ H(Dr) el operador lineal
definido por el polinomio diferencial Q(z,3/3z) =
am(z)am/azm, en donde m > 0 y ame;H(Dr) es acotada.
Es claro que Q aplica a Hm(Dr) en Ho(Dr)° Considera
do como un operador de Hm(Dr) en HO(DP), Q tiene la

siguiente propiedad:

TEOREMA 2.2, S{ La funcidn a_ € H(D ) es acotada,

y existen s < r y M > 0 tales que inf la_(z)|>wm,

lzl1>s
entonces el operador diferencial Q:H (D) * Ho(D )
definido porn Q(z,9/3z) = ama"‘/az"‘, m > 0, es un
operador de Fredhofm de indice

(2.5) Ind Q = m-n(am,DP)

Demostracién. Sea M el ideal de H(D ) generado

por a_. Evidentemente H(Dr)/Tm es un C-espacio vec-

torial de dimensidn n(am’Dr)° Por otra parte,
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mn He(p) = a Ho(D ). En efecto, como a_ es acota-
da, si fe:Ho(Dr) entonces lamflr,o < suplamllflr’o,
de lo cual resulta que a_f pertenece aanTHo(Dr)u
Reciprocamente, si fe:H(Dr) y amfc'Ho(Dr), entonces
Iflr,o < ]amf]r,O/M ; por lo tanto, a _fea Ho(D ).
Sea ahora pr:HO(Dr)/amHo(Dr) > H(Dr)/ﬂLla aplica-
cidn lineal obtenida de la inclusidn P 2l D) *
H(Dr) per paso a los cocientes. Entonces 5r es in
yectiva. Como Im Er = (Im pr+ﬂD/ﬂles de dimensidn
finita e Im P, es densa, necesariamente Im ﬁr =
H(Dr)/‘m,° En consecuencia, la dimensidn de HO(DP)/
amHO(DP) es n(am,Dr)° Ademés, amHo(Dr) = Im Q es
cerrada en Hy,(D_ ), y por ser ker Q = Cm_l[z] (espa
cio de los polinomios de grado a los mds m-1), se
deduce que Ind Q = m—n(am,Dr). Esto completa la

demostracidn del teorema. ®

Observacidon. Nétese que Q, considerado como un

operador de H(Dr) en si mismo, es también de Fred-

holm, y su indice es m-n(am,Dr)a

COROLARIO. Supbngase que a_ es holLomonga en
una vecindad de ﬁr en La cual tiene un nidmenrno f4ini
to de ceros, todos contenidos en D,. Entonces
Q:H (D) » Ho(D,) es un operador de Fredholm de in
dice

(2.6) Ind Q = m-n(a ).

m’Dr
Los dos teoremas siguientes son fundamentales.

n
TEOREMA 2.3. Sea P(2,3/3z) = [ a (2)3"/32"
k=o
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un polinomio diferencial en el cual Los a, son ho-
Lomongas y acotadas en D.,- Entonces, para todo

m > n, el operadon diferencial P:H (D ) = Ho (D),
definido pon P(z,3/3z), es un operador compacto.

Demostracidén. Sea {f.} una sucesidén de funcio-

nes en H (D ) para lo cual "fj"r N 1. Como para

todo compacto K de Dr existe una constante CK >0

tal que supKIfI < CK"f"r,m° la sucesidn {fj} es
acotada en H(Dr)o Existen entonces f¢& H(Dr) y una

subsucesidén {f. } de {fj} tales que para todo keN,
fgk) -+ f(k) uniformemente en compactos de Dro Sea

0 & s < r. Entonces, para todo 0 £ k £ m,
2T 5
/ If(k)(sele)l2d9 = 1% mf If(k)( 16)|2de\< 2m,
o L+ o Iy
de lo cual feH (D )y "f"r,m < 1. Vamos a demos-

trar que Psz* Pf en Ho(Dr) cuando %+, Notese, en

primer lugar, que si kg n+tl y 0 < s < r, entonces

r 2w .
[of If§};)(tele)|2d6dt & Bl S)"f(:)nz o
S O ,
2
< 2m(
Eeapilf 32“r m

de tal manera que fgz)(tele)e'L2(s,r)g;L1(s,r). Por
lo tanto,
f(k)(r ) f(k)( e19 f f(k+1)(t 1e)eledt°
Ig Iy Ig

2]

De ésta y de la anterior relacidn se concluye que
flf“‘) e*®)-£ ) (se))%8 < 2m(r-0)?| 5 |2
o 2 Jg l

< 2n (r-s)?
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la cual también vale al substituir a f§:) por f(k).

Para k £ n resulta entonces que

21
(k) (k) y2 2 1 :
"sz -f Hr,os 2m(r-s)” + 3 £ I (k) set®)
~£%) (262%)[%40.
Jg

(k)

Como f._.
]

s 0

en compactos de Dr’ la Gltima in-
tegral de la derecha converge a 0 cuando %+», obte

o -
niéndose que

ﬂf§k)-f(k)ﬂz o € 2(r-s)2
(k) £(k)

3
Finalmente, por existir C > 0 tal que supp |ak(z)|
r

Esto implica que f_ en Ho(Dr) para k £ n.

<Cy k =0,1,2,...4n, resulta que.

n

Ipe-pe, |2 < c J £ g2 ,
Jg'rio k=0 Jg T

y por lo tanto, que Pfj2+ Pf en H,(D ). Esto de-

muestra el teorema. L

TEOREMA 2.4. Sea P(z,3/3z) = 2 a, (2)3%/32F
k=o
un polinomio diferencial con coeficientes ay holo-

morfos y acotados en D... Supéngase ademds que a
es holLomonfo en una vecindad de D, Y que todos sus
cenos, en ndmeno f4indito, estdn contendidos en D, -
Sea P:Hm(Dr) > H°(Dr)’ el operadorn diferencial so0-
bre H (D) definido por P(z,3/3z). Entonces P es
un operador de Fredhofm de indice

(2.7) Ind P = m—n(am,Dr).
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Demostracidn. Sean Q = amam/azm y
S = mzla (z)ak/azk. Entonces P = Q+S, en donde Q
kéo k

es de Fredholm de indice m-n(am,Dr) y S es compacto.

Por lo tanto, P es de Fredholm de indice m—n(am,Dr),

tal como queriamos demostrar. ¥

§3, La formula del Tndice en un disco. Sean

0 <R € +2 y Dy el disco {z:|z|]<R}. Si R = +w,

DR = €. En esta seccidn,

T k. k
(3.1) P(2,3/3z) = ] a,(z)3 /dz
k=o

serd un polinomio diferencial con los akg;H(DR)o
Supondremos ademas que ﬂ(am,DR) < +» y considerare-
mos el sistema proyectivo (Hm(DR),o:), 0 <r < s
& R. E1l limite proyectivo de este sistema es
(H(DR)’OR,r)° Para simplificar la notacidn, escri-
biremos or = cR,r’ y denotaremos con Pr al operador
diferencial de H (D) en Ho(Dr) definido por
P(z,3/9z). Evidentemente, :
(3.2) lim proyoPr = P ,

r+R
donde P:H(DR) -+ H(DR) es el operador diferencial de
finido por P(2z,3/92z). Nos proponemos demostrar que
P es un operador de Fredholm cuyo indice es
m«n(am,DR): En lo que sigue, si E es un espacio vec
torial sobre €, |E| denotard su dimensién. Debe no-
tarse que los a, no se supone acotados en DR Yy que,
para k < m, no hay restriccidn sobre el niimero de

ceros de ak en DRo
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TEOREMA 3.1. Con P y Los P dados como antes,
existen 0 < r, < Ry p >0 tales que 8{i r > r,
entonces

(8:.3) | ker Prl P .

. . S
Para s > r > r,, Las nestricciones or:ker B ™
ker Py O :ker P + ker P 4so0n Lsomongismos y

(3.4) | |ker P| = p

Finalmente, para r > r toda s0fLucibn de La ecua

o

cibn homogénea Pf=0es La nestriceibn a b, de
una s0fucidén de La ecuacibn homogénea Pf = 0.

5 : i s 5
Demostracion. Las aplicaciones or son evidente

mente inyectivas. Esto es también cierto de las 0.«
Se deduce que |Ker P| < |Ker PSI < |Ker Prl si
s < r. Porotra parte, |Ker Prl < 4o para todo r.
Sea p = min IKer PPIQ Como es claro, existe 0 < r,
< R tal que IKer Prl = p para todo r > r,. Si

s 2 r >r

s ; :
os entonces 0 es biyectiva. Se deduce

que si f Ker Pr’ existe g € Ker PS tal que ngS= f.
Esto implica que o, es sobreyectiva cuando r > r,.

El Teorema estd demostrado. ™
Menos trivial es el teorema siguilente

TEOREMA 3.2. Con £a notacibén def Teorema ante-
nLOR, bea

5%:Coker P + Coker P
r s r

La aplicacibn obtenida de oizHo(Ds) * Ho(D,) por
pasoa Los cocientes. Entonces, 44 s > r 2 r, ,
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Las 6: son Lsomornfismos. Sea, a su vez,
d :Coker P + Coker P
r r

La aplicacibn obtenida de or:H(DR) *> Ho (D) por pa
40 a Los cocientes. Entonces, 44 r % r,, también
GP es un Lsomonfismo. Finalmente, 84 q = p-(m-
rﬂam,DR)), entonces, cuando r > r, 8¢ tiene que

(3.5) |coker P| = |Coker P | = q.

Demostracién. Claramente |Coker Prl = q, cuan-

s . .
do r » r,. Para demostrar que O, es un isomorfismo
cuando s > r > r,, basta entonces demostrar que es

sobreyectiva. Pero

s
-8 In 0p + Im p,

Im P,

Como Coker Pr es de dimensidn finita, Im 0i+Im Pr
es cerrado en HO(DP). Como ademds Im Ei es denso
en HO(DP), necesariamente Im ci = Coker Pr° Un ar
gumento esencialmente idéntico muestra que ar:Coker
P + Coker Pr es sobreyectiva. Para ver que estas
iltimas aplicaciones son inyectivas, sea {rn} una
sucesidén de nimeros reales, con r, < r < L < R

y 1im r = R. Sea feTH(DR) tal que fe Im Pr1 . Co
n->o
mo cada 0, es sobreyectiva, para cada n > 1 exis-

n

' = ' . '
te gle Im Prn tal que fIDrn Pgn . Sea g4 g1
y supongamos que hemos definido gps--0s8  ~tales

que f]DPn = Pg = g, para todo n < m,

n y gn+1 Dn

Como (g'. .-g )IDr pertenece a Ker P , existe
m+l ®m m P
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h € Ker P tal que g' - h = en D
m i 1 q g g

+1 m+1 m+1 m Tmn

Definamos - h Se obtiene asi una

= of
Em+1 = Em+1

m+1°
sucesidn (gn), con f = Pg 'y g ., % g, en Drn.
Si definimos g(z) = gr(z) cuando z€ D, , se obtie-
n

ne ge:H(DR) tal que Pg = f, de lo cual, Grl:Coker
P + Coker Pr1 es biyectivo. Como para cada r,< r
< R podemos construir una sucesién {rn} como an-
tes, con r, = r, concluimos que ar es biyectiva pa

1
ra todo r > r,. El teorema esti demostrado. N

-1
Notando ahora que Im P = Or (Im Pr) para todo
r >r, y, teniendo en cuenta que o, es continua e

Im Pr es cerrado, concluimos:

TEOREMA 3.3. S« P:H(DR) - H(DR) es el openradon
diferencial definido pon

d

3z

ak
k 9
Z

P(z, )

ak(z)
o

le~3

Q

k

donde a, € H(Dk) para todo kx = 0,1,2,...,m, Y don-
de n(a ,D,) < =, P es un opernadon de Fredholm cu-

yo Andice estd dado ponxr:
(3.6) Ind P = m-n(an,DR)

Observacidon 3.1. Con la notacidn de los Teore-

mas 3.1 y 3.2, es claro que la sucesidn exacta

0 - Ker P -+ H(DR) . H(DR) + Coker P »+ 0

es la sucesidn limite proyectivo de las sucesiones
exactas
'y
-+ > "
0 + Ker Pr -+ Hn(Dr) HO(DP) Coker Pr 0
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§4. La féormula del Tndice en un abierto simple-

mente conexo. Sean ahora  # C¢ un abierto simple-

mente conexo de C y

9

P(z,5%) = ak(z)Bk/azk

o

nes3

k

un polinomio diferencial con 1los a holomorfos en

2 y con n(am,Q) < o, Sean D el disco unidad de ¢

y P:Q+D un isomorfismo holomorfo (Teorema de Confor
midad de Riemann). Si $:H(D) + H(Q) estd dado por
¢ (f) = fof, entonces @ es un isomorfismo de C-es-
pacios. Ademé&s, T'(?ﬂ(z)) # 0 para todo z&€ D. Por
lo tanto, si Q es el operador lineal que hace con-

mutativo el diagrama

H(D) —T > H(Q)

| o

H(D) —:E—+-H(Q)

en el cual P es el operador sobre H(RQ) definido por
P(z,9/392z), entonces Q es un operador diferencial cu

yo término de orden mdximo es bmam/azm, en donde
- \P-l ' ro-1 m
b (z) = a ( (z)) (P (P “(z))), zeD,
Por lo tanto, n(bm,D) = n(am,Q), y tenemos:

TEOREMA 4.1. S{ Q es simplemente conexo, el ope
rador P:H(Q) » H(Q) defindido por el polinomio dife-

nenciLal

ak(z)akk 5
z

P(z,9/9z) =
k

Hes3

(o>

(o]
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donde a, € H(R) para k = 0,1,2,...,m Y n(am,Q) <

es un operadon de Fredhofm, con Lndice dado ponr:
(4.1) Ind P = m-n(am,ﬂ).

Observacién L.1. Notese que el caso 2 = @ fué

considerado en el §3.

n
Observacidn 4.2. Supbéngase que Q2 = Qi’ donde
‘ i=o
los Qi son abiertos simplemente conexos, disyuntos,

y sea ; K

%‘ 3
P(z,z=) = a, (z)——
9z K50 k azk

un polinomio diferencial con los a, € H(R). Supdn-

gase que a_ no es idénticamente nulo sobre ningfin

Qi y que n(am,Qi) < ® es el nfimero de sus ceros en

Qi , contadas las multiplicidades. Claramente H(Q)
n

= .C%H(Qi) (suma directa algebraica), y si P:H(Q)
1=

+ H(Q) es el operador diferencial definido por

n
P(Z,s%) entonces P =.C)1Pi , donde Pi es su res-
o

triccidn a H(R.). Por lo tanto,

Ind P =

n
L Ind P, = .Z (m-n(Q;,a )).
i=1 i=1

nes13 B

y asi

(4.2) Ind P = nm-n(am,Q)a

8§5. La formula del indice en un abierto conexo

de conexion finita. Sea ahora § un abierto conexo

de € tal que IHi(Q,@)I =b1 < o y sea
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5k

nes—1s

P(z,0/9z) =

a, (z)
X k

o sz

un polinomio diferencial con las a, € H(Q) y n(am,Q)
< @® . Sea P el operador diferencial de H() en si

mismo definido por P(z,d/0z). Entonces:

TEOREMA 5.1. EL operadon P:H(R) » H(Q) defini-
do por P(z,3/3z) es un operadon de Fredholm, cuyo
indice estd dado ponr

(5.1) Ind P = m(l-bl) - n(am,Q).

Demostracion. Claramente = 91L192 donde

Ql y 92 son abiertos simplemente conexos tales
que 912 = er192 es la reunidn de b1+1 abiertos
simplemente conexos. Del teorema de Mittag-Leffler

([5] pég. 13, Teorema 1.4.5) se deduce que la suce

si6n 1 Py

0 > H(Q)> H(Q )@H(Q,)> H(Q, NQ,) > 0,
en la cual @1(f) = (Og (f),—og (£)) vy WQ(f+g) =
XEl ) v 29
o (f)+oQ (g) (si Q'¢cQ , oQ.:H(Q) + H(Q') es
19 12

la restriccidén natural) es exacta. Sean 8 el com-
plejo 0 > H(Q) L H(Q) - 0, F el complejo 0 -+ H(Ql)
‘ P1®p
@)H(Qz) -l——g-H(Qi) C)H(Q2) + 0, y4% el complejo

P.

1

0 » H(91f192) ——3-H(er192) + 0; P1, P,y P12 son
las restricciones obvias del operador P. De la

conmutatividad del diagrama:
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' F Y
0 0 0
v v
¥y P,
0+ H(Q) o H(R,) ®H(2,) ¥ K(2,NA,) + 0
+P‘\P v @P, P,
1 2
0 > H(Q) » H(Q,) @H(Q2) + H(anﬂz) + 0
oy ¥ ¥
0 0 0

se concluye que la sucesidn inducida de complejos,
0+&+F Y+ o0

es exacta. La sucesidn exacta de cohomologia co-

rrespondiente es
0 + KerP ~+ Ker(PfCPQ) + KerP,, *+ CokerP

> Coker(Pﬁ:P2) + CokerP,, * 0 ,

de la cual se deduce que

IndP = Ind(P{:P2) - IndP12

La formula (5.1) resulta inmediatamente de esta re
lacidon. Como ImP es obviamente cerrada, el teorema

estd demostrado. ¥

Observacidon 5.1. Sea a€C y sea Ga el haz de

gérmenes de las funciones holomorfas en a. Para
cada r > 0 sea Dr el disco abierto de radio r y

m
centro en a. Sea P(z,3/3z) = T a (z)ak/azk un
k%o k

polinomio diferencial con los a, holomorfos en Dr
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para todo r < r,, y en donde an tiene en a un cero
de orden n. Denotemos con or:Hm(Dr) > Oa a la
aplicacidn que a fc,Hm(Dr) hace corresponder el ger

men fa de f en a. Es claro que, para todo m > 0,

® = 13im ind H (D )
a m r
r-+o
y
of = 1im ind or i
s
s+0

Es decir, el sistema (Oa,or) es el limite directo
° ° K r .

del sistema inductivo (Hm(Dr)’os)° Sea Pr'Hm(Dr)

> Ho(D ) el operador diferencial definido por

P(z,9/9z) y sea P = 1im ind P

r*o r

- k K
PE_ = (] a,(2)3°£/3z"), .
k=0
Claramente la sucesidn

0 > KerP - Ga g Oa + CokerP =+ 0

es la sucesidn limite inductivo de las sucesiones

P
r
(g KerPr »> Hm(Dr) +* Ho(Dr) > COkerPr - 0 ,

» £ r,. Como Ind Pr = m-n para todo r £ r,, tam-
bién
(5.2) Ind P_ = m-n .

* % %k
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