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SOBRE LA MEDIDA ESPECTRAL DE OPERADORES

ESPECTRALES DE TIPO FINITO*
por

Klaus Gero KALB

En esta nota demostraremos y discutiremos el

siguiente resultado.

TEOREMA 1. Sea X un espacio de Banach complegjo,
sea T = S+N donde s,Nef(x), S =jcz dP(z) es un
operadorn escalan con La medida espectral P(-) ,
R Yy SN = NS (es decin T es un operador es-
pectral de #ipo a Lo sumo n con La medida espectral
P(<)). Entonces vale para todo confjunto cerrado
acCcC que:

(1) P(a)X = [ (r-z1)*x
zeC~\a
con k = n+2, Yy adn con k = n+l 44 X es un espac«o

de Hilbent.

Esta obra fué terminada durante una estadia en
el Departamento de Matemdticas de la Universidad
de los Andes en Bogotd (Febrero-Abril de 1979),
parcialmente apoyada por COLCIENCIAS.
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Para la definicidn y las propiedades fundamenta
les de los operadores espectrales véase [3] de donde
también sacamos la terminologia usada aqui. Nuestra
demostracidn hard ver que (1) también vale con k=n+2
cuando S es solamente un operador pre-escalar de una
clase 'cX', es decir P(°) solamente es una medida
espectral de clase I' (véase [2] y [5]). En el caso
n = 0 el Teorema 1 se especializa a afirmaciones co
nocidas de Johnson ([4], Theorem 3.2, X espacio de
Hilbert, T = S normal), de Putnam ([7], Theorem 1)

y de Ptak Vrbova [8]o

Es comlin (véase [3], [2]) describir los rasgos
de las proyecciones espectrales de un operador es-
pectral para subconjuntos cerrados a CC mediante el

espectro local GT(X) de T en los puntos x de X:
(2) P(a)X = {xeX : g (x)cal

Operadores espectrales de tipo finito son ejemplos
especiales de operadores escalares generalizados

(véase [1]). El Teorema 1 refina en este caso par-
ticular la siguiente afirmacidn mé@s general de

Vrbova [9]: Para todo operador escalan generaliza-
do Tef(X) existe ke N tal que {xeX : oy(x)cal} =
z(@\OL(T-zI)kX para todo subconjunto cerrado acc.
En este contexto, ndtese que (por (2) y [1], Prop.

1.2) el Teorema 1 también puede formularse asi:

TEOREMA 1'. Sea T como en ef Teorema 1. Enton-

ces para todo xe€ X vale

OT(x) = cl({zec : x¢(T-zI)kX})

266



es decin, Fp(x) = oy (x) = int({z € C:xe(T-21) x}).

Demostracidon del Teorema 1. Suponga primero que

X es un espacio de Banach.

(i) Sea x¢€ zgg\a(T—zI)n+2X° Demostramos que
<P(C\a)x,x'> = 0 para todo x'e X'. Sea x' fijo y
W: = <P(<)x,x'> . Basta mostrar que u(J) = 0 para
toda célula J = (a,B]X(Y,G] con JcCia. Sea J tal
célula. Escoja (mediante una descuartizacidn suce-
siva) una sucesidn decreciente JoDJy Deee de célu-
las tal que J, = J, diam(Jk) < 2-k-diam(J) y |u(3)]
< yK Iu(Jk)I para_ k = 1,2,... Entonces existe

zZ, € C\o tal que r\J = {z,}. Por 1la hipdtesis s0

. k=o k n+2
bre x existe x,€ X tal que x = (T-z,I) X,. Puesto
que Nntl - 0, para todo conjunto de Borel B C C va
le:
- T s n+2 '
u(B) = <P(B)x,x'> = <P(B)(T-z,I) %o sk >
= <P(B)(S-z,I+N)P+2x _, x'>
n+2 .
= <P(B).F  (M2)(s-z, )W 2k, x>
1=2
n+2 . s
= 3, (Y [ (zezg) Rep(azn™ 2T I x>
i2? B\{z,
Poniendo v, i=® var<P(°)Nn+2'lxo,x'> » 1 = 2,..,n+2,
se obtiene para k = 1,2,..
k k
lua) | < #7uaM)|
k an n+2 ; i
< b 1L, (7;7) diam(J)) Vi(Jk\{Zo})
nt?2 1 s
G E R TN C AN ER DI EELIS O b
2
< f n+2)v ;(g \{z 1. dlam(J)
i=2
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Puesto que %ig vi(Jk\{zo}) = 0 para i = 2,..,n+2,

se concluye u(J) = 0.

(ii) Sea xe P(a)X y ze C\a. Puesto que
O(TIP(a)X)C o = a (véase [3]), (T-zI)lP(a)x es par
ticularmente un isomorfismo algebrdico de P(a)X
sobre si mismo; luego xcj(T-zI)n+2X.

Sea X ahora un espacio de Hilbert. Entonces con
el mismo argumento de (ii) se concluye que P(a)X C
zegla(T-zI)n+1X, Para la demostracidn de la in-
clusidén conversa se puede proceder como sigue:
Primero, el producto escalar de X se puede substi-
tuir por un producto escalar equivalente con respec
to al cual S es un operador normal (véase [2], Th.
8.3); Ny T no son afectados por este cambio. Enton
ces P(-) es la medida espectral autoadjunta de S.

Sea ahora x € (T—zI)n+1X° Hay que ver que

N
zeC\a g
[P(J)x]| = 0 para toda célula J con J €C\a. Esto se

concluye como arriba usando una sucesidn de células
JoD>JyD... con J, = J, diam(J;) & 2 Xaiam(J) y
HP(J)x" < 2k”P(Jk)H para k = 1,2,... Tal sucesidn
existe puesto que ﬂP(°)x||2 es ahora una medida de

Borel positiva sobre C. &

NOTA 2. S{ X es un espacio de Banach, La poten-
cia k = n+t2 en La g6amula (1) generalmente no se

puede meforan.

Demostracion. Con este fin, considérese el si-

guiente ejemplo. Sea D = {z : |z| € 1}, X = L1(D),
T =S : x(z)+=» z.x(z), N = 0. Entonces T es un
operador escalar con la medida espectral P(B):x(z)
w» x,(z).x(z) (BcC conjunto de Borel). Ponga

a:={z: |z]| > % }. Sea 1 la funcidn constante z+ 1.
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Entonces se tiene 1¢ P(a)X, sin embargo 1? GW(A—AI)X,
Al<
puesto que para todo |[A| < % la funcidn z+* 1%Tz-k)

es integrable sobre D. B

NOTA 3. La g§6rmula (1) generalmente no vale pa-
ra openradores espectrales de tipo infindito.

Demostracidon. Sea X un espacio de Banach abs-

tracto, 'sea N€f(X) quasinilpotente pero no nilpo
tente. Ponga T = N, es decir S = 0., Entonces se
tiene para todo conjunto de Borel Bc C;

{0 cuando 0¢B

P(B) = I cuando 0¢ B .

Supongamos que la fdrmula (1) valga para un subcon
junto cerrado acCc € con 0¢:a . Entonces se cumple

(puesto que o(T) = {0}):

x = ¥xnx = N (N—zI)kX = P(a)Xx = {0},
zeC\Q
es decir Nk = 0, Contradiccidn. ¥

Para finalizar, queremos anotar que la teoria
de los operadores espectrales T de tipo finito (1lo
mismo que la teoria de operadores normales en un
espacio de Hilbert) se puede fundamentar en los mé-
todos de la teoria de medida e integracidn si se
usa la férmula (1) (en vez de la fdrmula (2) como
en [3]); particularmente el Teorema de soporte, el
Teorema de¢ comutatividad (Fuglede's theorem), la
unicidad de la descomposicidn de Jordan de T y las
afirmaciones 0,(T) = {x:p({2}) # o}, 0R(T) o
pueden ser reducidos a (1) (véase [5] y [6]).
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