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SOBRE LA MEDIDA ESPECTRAL DE OPERADORES

*ESPECTRALES DE TIPO FINITO

par

Klaus Gero KALB

En esta nota demostraremos y discutiremos el
siguiente resultado.

TEOREMA 1. Sea x un e~paeio de Banaeh eomplejo,
~ea T = 8+N don de. 8,NE:;!(X), 8 = J z dP(z) e.s un

C
ope~ado~ e~eala~ eon la medida e~peet~al P(·) ,

n+1 ( dOT dN = 0 y 8N = N8 e~ ee~~ e~ un ope~a o~ e~-
peet~al de~po a lo ~umo neon la med~da e~peetft-al
P(o». Entonee~ vale pa~a todo eonjunto ee~~ado
a<;Ci:que:

P(a)X = n (T_zI)kX
ZE:~'a

con k = n+2, y aun eon k = n+1 ~~ X e~ un e~paeio
de Hilbe~to

( 1)

* Esta obra fue terminada durante una estadia en
el Departamento de Matematicas de la Universidad
de los Andes en Bogota (Febrero-Abril de 1979),
parcialmente apoyada por COLCIENCIASo
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Para la definicion y las propiedades fundament~
les de los operadores espectrales vease [3J de donde
tambien sacamos la terminologla usada aqulo Nuestra
demostracion hara ver que (1) tambien vale con k=n+2
cuando S es solamente un operador pre-escalar de una
clase rex', es decir P (0) solamente es una medida
espectral de clase r (vease [2] y [5]) 0 En el caso
n = 0 el Teorema 1 se especializa a afirmaciones co
nocidas de Johnson ([4], Theorem 302, X espacio de
Hilbert, T = S normal), de Putnam ([7}, Theorem 1)
y de Ptak Vrbova [8] 0

Es comfin (vease [3J, [2]) describir los rasgos
de las proyecciones espectrales de un operador es-
pectral para subconjuntos cerrados ex C «: mediante el
espectro local aT(x) de T en los puntos x de X:

Operadores espectrales de tipo finito son ejemplos
especiales de operadores escalares generalizados.
(vease [lJ). El Teorema 1 refina en este caso par-
ticular la siguiente afirmacion mas general de
Vrbova [9J: Pa~a todo ope~ado~ e~cala~ gene~aliza~
do T€:.t(X) e.xi~te k€:.N tal que {XE:x: aT(x)cex} =
n (T-zI )kx pa~a todo ~ubeoa]unto ce~~ado ex c e •

z~(C\ex
En este contexto, notese que (por (2) y [1], Prop.
1.2) el Teorema 1 tambien puede formularse as!:

TEOREMA 1'. Sea T como en el Teorema 1. Enton-
c es pa~a todo x E: X vale

kx~(T-zI) x I)
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Demostracion del Teorema 10 Suponga primero que
X es un espacio de Banach.

({) S n { I)n+2 D• ea x e zE:C\cxT-z X, emostramos que
<P{€\cx)x,x'> = 0 para todo x' E: X' 0 Sea x' fijo y

~: = <P{o)x,x'> 0 Basta mostrar que ~(J) = 0 para
toda c e Lu La J = {cx,B]X{y,o] con Jclt,cxo Sea J tal
celulao 'Escoja (mediante una descuartizaci6n suce-
siva) una sucesi6n decreciente Jo::>J1 ::>0•• de celu-
las tal que .r , = J, diam{Jk) ~ 2-k. d Lam t d ) y I~{J)I
~ 4k 1~{Jk)1 parawk = 1,2,000 Entonces existe
Zo E: C\CX tal que (1 Jk = {zo} 0 Por la hip6tesis s~

k-o n+2bre x existe Xo E: X tal que x = (T-zoI) Xo 0 Puesto
que Nn+1 = 0, para todo conjunto de Borel B c € V3

le:
n+2= <P{B)x,x'> = <P{B){T-zoI) xo'x'>

= <P{B){S-zoI+N)n+2xo,x'>
n+2 2 . 2= <P{B) or {n~ )(S-zoI)~Nn+ xo'x'>
1=2 1

n+2
= i~2 (n12) f {z_zo)i<p{dz)Nn+2-i~,x'>0

B'{zo} .

Poniendo v . := var<p(0)Nn+2-ixo,x'> , i = 2,.0,n+2,
1

se obtiene para k =.1,2'000 :
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Puesto que lkim v.(Jk,{zo}) = 0 para i = 2, .• ,n+2,
+00 l

se concluye ~(J) :: o.
(ii) Sea XE: P(a)X y z E: a:'a. Puesto que

O(Tlp(a)x)C a = a (v eas e [3]), (T-ZI)lp(a)x es paE.
ticularmente un isomorfismo algebraico de P(a)X

b . 0 1 x~ (T_zI)n+2X.so re Sl mlsmo; uego ~
Sea X ahora un espacio de Hilbert. Entonces con

el mismo argumento de (ii) se concluye que p(a)x Co (T_zI)n+1x• Para la demostracion de la in-Z~\I..'a
elusion conversa se puede proceder como sigue:
Primero, el producto escalar de X se puede substi-
tuir por un producto escalar equivalente con respe~
to al cual S es un operador normal (vease [2], Th.
8.3); N y T no son afectados por este cambio. Enton
ces P(·) es la medida espectral autoadjunta de So
Sea ahora XE: nil' (T_zI)n+lx. Hay que ver quezE:.\I..\a
IIp(J)x/I :: 0 para toda c eLu La J con JE:lC\ao Esto se
concluye como arriba usando una sucesion de celulas
Jo:::;)J1 :::;)0•• con .r, :: J, diam(Jk) ~ 2-kdiam(J) y

IIp(JJxll -s 2kllp(Jk>ll para k "" 1,2'000 Tal su ce s Lo n
existe puesto que ~p(·)x~2 es ahara una medida de
Borel positiva sobre a:. e

NOTA 20 Si X e~ un e~paeio de Banaehi la poten~
cia k :: n+2 en la 66~mula (1) gene~almente no ~e
puede mejo~a~o

Demostracl6no Con este fin, considerese el si-
guiente ejemploo Sea D ~ {z : Izi ~ 1}, X~ L1(D),
T :: S : x(z) ~ zox(z), N ~ 00 Entonces T es un
operador escalar con la medida espectral p(S):x(z)

t+ Xs (z). x( z ) (S c a: con j unto de Borel). Ponga
a:={z: Izi ~ ;}. Sea 1 la f un c Lo n constante zH> 10
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Entonces se tiene 11: P(a)X~
puesto que para todo IAI <

es integrable sobre D. •

sin embargo 1~ n (A-AI )X,
IAI<~~ la f unci Sn z 1-+ 1 ~(Z-A)

NOTA 3. La 66~mu!a (1) gene~a!mente no vale pa-
~a ope~ado~e~ e~pect~a!e~ de tipo in6inito.

Demostracion. Sea X un espacio de Banach abs-
t r-act o , 'sea N €:.;£(X)quasinilpotente perc no nilp£.
tente. Ponga T = N~ es decir S = O. Entonces se
tiene para todo conjunto de Borel Be «:;

{
o cuando 0 t B

p(B)= IcuandoOtf-B.

Supongamos que la formula (1) valga para un subco~
junto cerrado a c a con 01- a. Entonces se cumple
(puesto que O(T) = {a}):

NkX = NkX n X = (I (N-zI )kX = P(a)X = Io l ,
ZE:«:\a

es decir kN = o. Contradiccion. -
Para finalizar~ queremos anotar que la teor1a

de los operadores espectrales T de tipo finito (10
mismo que la teoria de operadores normales en un
espacio de~lbert) se puede fundamentar en los me-
todos de la teoria de medida e integracion si se
usa la formula (1) (en vez de la formula (2) como
en [3]); particularmente el Teorema de soporte, el
Teorema~ comutatividad (Fuglede's theorem), la
unicidad de la descomposicion de Jordan de T y las
afirmaciones 0p(T) = {A:P({A}) # O}~ 0R(T) = ~
pueden ser reducidos a (1) (vease [5J y [6]).
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