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CONTINUIDAD DE POLINOMIOS EN

ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS*

por

Guillermo RESTREPO S.

§1. INTRODUCCION, El1 estudio de polinomios en
espacios de Banach fué iniciado en 1935 por S. Ma-
zur y N. Orlicz en [1] y continuado luego por A.
Alexiewicz y Orlicz en [2] en 1953. E1 tema cobra
interés a raiz de los problemas que surgen en rela
cidn con el estudio de las funciones analiticas en
espacios de Banach y la aproximacidn de funciones
continuas por polinomios. En relacidn con el pro-
blema de aproximacidn, J. Kurzweil demuestra que

x~ || x| no es el limite uniforme de polinomios so

*# Este articulo es la versidn escrita de una confe
rencia dictada en la Universidad de los Andes, en
un Seminario de Andlisis Funcional en conmemora-
cidn del trigésimo aniversario de su fundacidn
(Octubre de 1978).
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bre acotados en ciertos espacios, lo que demuestra
que el teorema de Stone-Weierstrass no es valido en
dimensidén infinita [3]. En un libro reciente, J.
B. Prolla [4] da cuenta de los avances realizados
hasta el momento en la teoria de aproximacidn de
funciones con valores vectoriales.

Nuestro propdésito fundamental en este articulo
es analizar la continuidad de los polinomios abs-
tractos en la topologia inicial Tin Y en la topo-
logia débil T4pe ESte estudio tiene interés en
problemas de aproximacidn de funciones par polinomios

de tipo finito introducidos por el autor en [5],

§2, POLINOMIOS ABSTRACTOS.

A. Polinomios y formas multilineales. Sean El’

E2,...,En y F espacios vectoriales sobre K. Una

funcidn

F: Elezxo.oxEn + F

es mulitilineal si es lineal en cada variable sepa-

radamente. Es decir, si
xv»vf(ai,a2,,°,,x,oooan)

de Ek en F es lineal para todo aie:Ei, i# k.

Nos interesa solamente el caso Ei = X para to-
do i. Denotaremos por in(X,Y) al conjunto de todas
las formas multilineales de orden n. Un poflinomio

homogéneo de grado n de X en Y es una funcidn

P :X>Y, p(x) = f(XyXy000s%x)
W_/

n veces
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donde f es wma forma multilineal de grado n. Si de-
finimos

Y @ X > X%, Y(x) = (XyXyeoosX)

—_—
n veces
entonces p = fYy. Los polinomios de grado cero de
X en Y son las funciones constantes p(x) = a para

todo x€X. Los polinomios de grado uno son las
funciones lineales de X en Y.

Un polinomio de grado n de X en Y es una funcidn
p : X*Y de la forma

(1) p PotPy+Pyte..+p (pn £ 0)

0,1,...,n) es un polinomio homogéneo

donde p, (x

de grado k. He aqui unos ejemplos:
1. Polinomios en X = R (reales). Si f es una

forma multilineal de grado h entonces,

f(x*1,x°1,...,x°1)

F(XgXyooesX)
~——

h veces h

xPE(1,1,...,1) = a, x
~—_—

h veces

donde a, = f(1,1,...5,1). Por tanto un polinomio

p se podria escribir como

n
p(x) = apgta;x+t...+a X (an # 0).

2. Polinomios en K" (K es R o €). Los polino-

mios usuales de grado h en K" son de la forma

a
P(x) = p(X, 43X, 5ee0sX_) = % a x



donde a = (al’a2""’an) es una sucesidn finita de
enteros, X = (xi,xz,...,xn) y

Gl Qs (!n

a
+...+0 X = X, X, e..X :
n? 1 2 n

o] = a,+a,

Demostremos, en primer lugar, que todo polinomio

usual es un polinomio abstracto. Si escribimos

p_(x) = ) a x%
r o
al=r

entonces P(x) = po(x)+p1(x)+...+ph(x) y todo se re
duce a demostrar que pr(x) proviene de una forma
multilineal de grado r. Ahora, el polinomio xi es

generado por la forma de grado s.

f(zl,zz,...,zs) = ui(zi)ui(zz)...ui(zs)
donde ui(y) =¥ Por tanto x2x§ es generado por

h(zl,...,zs,zi,...,z%) = f(zi,.u,zs)g(zi,.",z%)

donde g es la forma que genera a x§. Claramente h
es una forma multilineal de grado s+t. Ahora se ve
cémo es posible generar x de una forma multilineal.
Reciprocamente, todo polinomio abstracto de gra
do n se puede considerar como un polinomio usual.
Bastaria escoger una base el,ez,...,en, escribir

x = Jx.e.y calcular f(x,X,....,%X) . Por ejemplo,
r veces %
un polinomio homogéneo de grado 2 en K seria

n
Pp(x) = £(lxjey, Jxges) = ] a4%;x
i, j=1
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donde aij = f(gi,ej).

B. Polinomios y formas multilineales simétri-

cas. Sea P(x) un polinomio homogéneo de grado r ge
nerado por la forma multilineal f. Entonces
P(x) = F(X,Xye0005X)

\—v——/
r veces

Definamos ahora la forma multilineal

IH

z f(xo(l),...,xo(r))

(2) g(xl,xz,cno,xr) = !
g

o

donde 0 recorre el conjunto de las permutaciones
de {1,2,...,r}. Entonces g es una forma multili-

neal puesto que

(xi,x2,..,,xr)*+ f(xc(l)”°°’xo(r))

es una r-forma para cada permutacidn 0. Ademds,

g es una forma multilineal simétrica puesto que

B(XysXgseeesx) = g(Xg(gysXg(gys-eecsXpg(y))
para toda permutacidn B. Finalmente,
E(XyXyoo9X) = F(XyXy.0.9%) = p(x)

Hemos asi demostrado que

PROPOSICION (i) Todo pofinomio homogéneo de
grnado r es generado por una r-gorma simétnica.

C. Operaciones algebraicas. Si p(x) y q(x) son

polinomios de X en Y, entonces

(3) h(x) = p(x) * q(x)
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es un polinomio. En efecto, si

P = PotPyte..+P qQ = Qotdyto..tq,
entonces,

h = (p°+q°)+(P1+q1)+°"+(pn+qn)'

Basta entonces demostrar que la suma de polinomios
homogéneos de grado r es un polinomio de grado r.
Suponiendo entonces que p es homogéneo de grado r
generado por la r-forma f y que q tambi&n es homo-
géneo de grado r generado por la r-forma g, es cla
ro que p+q es un polinomio homogéneo de grado r ge
nerado por la r-forma f+g. Por supuesto, si p es:
generado por f entonces Ap es generado por Af, asi
que si p es un polinomio, entonces Ap es un polino
mio para todo A €K,

En general, no podemos definir el producto de
dos polinomios, a menos que en Y se defina un "pro
ducto". (y,y')™ y-y'. En forma precisa, un piro-

ducto en Y seria una forma bilineal.

® : YXY » Y, d(y,y') = y°y'.
Supongamos que en Y se define un producto y sean
Py q polinomios de X en Y de grados r y s respec-

tivamente. Si p es generado por la r-forma f y q

es generado por la s-forma g entonces la (r+s)-for

ma
(4) \P(xi"'°’xn’xr+1”°°’xr+s)
= ¢(f(x1,a,,,xr), g(xr+1,.°,,x ))

r+s

genera el polinomio h(x) = p(x)°q(x) definido por
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(5) p(x)-p(x) h(x) = (Xyi0e3XgXgeuuayX)
b ~—" = T

r veces S veces

P(F(Xyeee9X)y B(Xyuooowyax))
\—W—’\-—W———"
r s

Es facil demostrar que el d-producto de dos polino-
mios es asociativo y conmutativo si ¢(y,y') = y-y'
es asociativo y conmutativo.

Un caso especial de ®-productos ocurre cuando
Y = Ky ®(a,b) = a*b es el producto usual en K.
M3s generalmente, si Y es una dlgebra el producto
usual (a,b) > a<b permite definir multiplicacidn
de polinomios. El producto general de polinomios
sedefine por

n

m
(6) (IpC]

a;) = ] pja,
iz=o j

o 1,7 J

D. Los operadores Ah. Suponemos que X,Y son

espacios vectoriales sobre K. Para toda funcidn

YP:X + Y definimos la funcidn Aﬁp asi:

(7) (AhT)(x) = P(x+h) - P(x)

Es facil ver que el operador Ah es lineal para to-

do h, esto es,

A (P+¥) = A (P)+A, (¥), AL (AP) = XA (P).

Si xl,xz,...,xnejx podemos definir lo que denomi
namos una n-4{ma d{ferencia de una funcidn ‘P; induc

tivamente:
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Por ejemplo, una diferencia de orden 2 seria

(a, Axl‘Pﬂx):Ax

) (Ax;P(x)) = Ax2[?(x+x1) - P(x)]

2

= P(x+x +x2)-¥¥x+x1)-?(x+x2)+?(x) ;

1

y una diferencia de orden 3 seria

+x3)-@(x+x1+x2)

(AstxQAx;P)(X) = “P(x+x1+x2

-f¥x+x1+x3)+?(x+x1)
—‘."(x+x2

+‘P(x+x3)-‘P(x)

+x3)+@(x+x2)

Los cdlculos anteriores nos hacen ver que no impor

ta el orden en que se lleven a cabo las sucesivas

diferencias.
Asi, por ejemplo A_ A_P = A_ A_1p, A A P
X, X4 Xy X, Ax3 X, X,

2
= A A A ‘P. En general,
¥1 *3 %2
(9) A A, ...b =D, A ceoB
1 72 n 0(1) “0(2) o(n)

para toda permutacidn o de {1,2,...,n} . Asi mismo,
podemos afirmar que toda diferencia de orden n es

n .
la suma de 2 funciones de la forma

(10) X - (-1)n°p$kx+xi tX: toootxy )
15 1% P

donde (iii .1 ) es una sucesidn estrictamente

Ao oo
Z
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creciente definida en {1,2,...,p}, 0 £ p £ n ; en-
tendiéndose que si p = 0 entonces debe escribirse

x> (-1)™P(x).

E. Diferencias n-sima de polinomios. Sea p un

polinomio de grado n,
P = Potpyt...*p, (p # 0) .

Suponemos ademds que p, es generado por una n-for-

ma simétrica f:

pn(x) = F(XyXgeoepX)

\————v——/

n veces

En primer lugar demostraremos que

PROPOSICION (ii). Ap es un polLinomio de gra-

do a Lo sumo (n-1) para todo heX.

Si n = 1 la proposicidn es evidentemente cier-
ta ya que p = potp,s Po €S constante y p, es 1i-

neal, asi que

(Ahp)(x) = po(x+h)—po(x)+p1(x+h)-p1(x) = py(h),

esto es, A es un polinomio de grado cero. Supon

nP
gamos que la proposicidn es cierta si el grado de

P es menor que n. Por la linealidad de Ah .
Ahp = Ah(po+p1+...+pn_1) + Ahpn

Por la hipdtesis de induccidn Ah(po+...+pn_1) es

un polinomio de grado a lo sumo (n-2). Ahora,
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= pn(x+h)-pn(x) = f(x+h,x+h,...x+h)

= F(XyXgooosX)

hpn

Téngase en cuenta que f es una n-forma simétrica.
Por tanto, al desarrollar la expresidn a la dere-
cha aparecen el término f(x,X,...,%X) y n términos
de la forma f(x,h,X,...,X) qQque son iguales a

f(Xx,Xyc0..5%X,h) (x(n-1)veces). Por tanto,

(11) Ahpn(x) = nf(X,Xyec009X,h)+q(x,h)

donde q(x,h) es un polinomio en x de grado a lo su
mo (n-2) y f(x,X,...5X,h) es un polinomio de grado
a lo sumo (n-1). Hemos asi demostrado la proposi-
cidén (ii). ®
Calculemos ahora una diferencia de orden n de
un polinomio de grado n. Sea f una n-forma simeé-
trica que genera a P, Por induccidn demostrare-
mos que
- ]
(12) Ax Ax ...Ax p = n.f(xi,xz,...,xn)
1 72 n
Supongamos que (12) es cierta si 1 € grad p £ (n-1).
Sea T = A, A_ ...A y escribamos
X, X X
1 72 n-1
Ax p = Ax ﬁp°+p1+...+pn_1) + Ax P,
n n n

Como A  (pot...+ pn-l) es de grado £ (n-2) en vir

n
tud de la proposicidn (ii), se concluye que

T(Axn(po+p1+...+pn_1)) =0
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por hipdtesis de induccidn. Por tanto,

2 Ax p = Ax Ax °..Ax p =T Ax P, -
n 1 72 n n

Ahora, en virtud de (11),

Axnpn = nf(x,x,.o..,xn) + q(x’xn)

donde f(x,...e,x,xn) es un polinomio de grado
€(n-1) y q(x,xn) es un polinomio en x de grado
€(n-2). Por la hipbdtesis de induccidn nuevamente

¥

se concluye que

= 1)
T Axnpn = n(n 1).f(x1.x2,....,xn_1,xn)

y en consecuencia,

TA, P, = A ....A A, p = n!f(xi,....,xn).

F. Descomposicién unica de polinomios. En pri-

mer lugar,

PROPOSICION (iii). Un polinomio homogéneo de
grado n es generado por una y 86Lo una n-forma s4-
métrica.

En efecto, si p es homogéneo de grado n, existe
por lo menos una n-forma simétrica f que lo genera
(Prop.(i), seccidn 2(B) ) y f es Ginica en virtud
de (12).

Supongamos ahora que p es un polinomio de gra-

do n que se escribe de dos maneras

' ' 1
P = PotPyte.#P = PotPyt... P,
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entonces podemos afirmar que P; = p; para todo 1i.

Es decir,

PROPOSICION (iv). Un polinomio p se puede es-
cnibin de una y 86Lo0 una manera como suma de poli-

nomios homogéneos.

La demostracidn es por induccidén. Si n = 0 la pro
. s & T .

posicidén es verdadera pues p, Yy Po» son funciones

constantes. Suponiendo que es verdadera para (n-1),

observemos que por (12) | p; son generados por

la misma n-forma f, asi que Py, * p;, Por tanto
= ' v v
PotPytecotP 4 PotPitec«tPl 4
y por la hipdtesis de induccidn P; = pi

(i =1,2,...,n=-1). =

§3. CONTINUIDAD DE POLINOMIOS EN LA TOPOLOGIA
INICIAL. En esta Seccidn suponemos que X,Y son es
pacios vectoriales topoldgicos sobre K, donde K es

R (reales) 6 € (complejos).

A. Continuidad en el origen. Sean X,Y espacios

vectoriales topoldgicos sobre K. Es bien sabido

que

Sip: X~>Y es un polinomio de grado uno en-
tonces p es continuo 44 y 86Lo 84 p es continuo en

el orndigen.

Esta proposicidén es consecuencia de la lineali

dad de p, pues p(x+h)-p(x) = p(x)+p(h)-p(x) = p(h).

En general, la proposicidén anterior es cierta para
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polinomios de cualquier grado. Pero antes de de-
mostrar esta proposicidén general, debemos hacer al
gunas consideraciones sobre continuidad de polino-
mios. En primer lugar, el estudio de la continui-
dad de los polinomios en el origen se reduce al es-
tudio de la continuidad de los polinomios homogé-

neos, en virtud de la proposicidn siguiente:

PROPOSICION (i). EL polinomio p = po+p +...+p_
de grnado n es continuo en el onigen 8L y s6Lo 84
cada P, ¢4 continuo en el ondigen.

Por supuesto, si cada P, es continuo en el ori
gen entonces p es continuo en el origen. La demos
tracidon de la reciproca es un poco mds dificil y

depende de la proposicidn auxiliar siguiente:

(%) S4i p es continuo en el onigen, entonces P,
es continuo en el onigen.

Suponiendo (#) uno procede por induccidn para de-
mostrar (i). Si (i) es cierta para polinomios de

grado €(n-1), entonces

qQ = P-P, = PotPytec.+P 4

seria un polinomio de grado (n-1) continuo en el
origen. Por la hipdtesis inductiva PosPysececsP 4
serian continuos en el origen. Debemos, pues de-
mostrar (%#). Sea f la n-forma simétrica que gene-
ra ap . En virtud de (12), 32 (E), podemos escri
bir.

1

F(X, 3XnpeooeX ) = —A_ A, ...A_ p(0)
12722 n ntox, x2 X
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ya que A_ A ....A_. p es una funcidn constante.
X, X %
1 72 n
Ademés

A, A ...A_ p(0)
X9 % Xn

n .
es la suma de 2 expresiones de la forma

(_1)n+pp(xi A FUR PRRE 2 )
1 2 p

(ver (10), §2 (D), con x = 0). Cada una de estas
funciones es continua en u=(0,0,...,0) si p es con

tinuo en el origen, puesto que

- %
(xl,xz,....,xn) X; +X; to.otXg

1 2 p

. . . n .
es una funcidn continua de X en X si X es un es-

pacio vectorial topoldgico. ¥

"En realidad, lo que hemos demostrado es que
la n-forma f(xi,xz,....,xn) es continua en u = (0,

..+.50). Pero, en general

PROPOSICION (ii). Una r-f§orma ‘P es continua en
u = (0,...,0) 84 y 86L0 84 el polinomio homogéneo
que genenra es continuo en el onigen.

Ya que p = .Yy » > yY(x) = (X,....9%) (r veces
x) es una funcidn lineal continua de X en Xr. Aho-

ra demostraremos:

PROPOSICION (iii). Un polinomio p : X = Y es
continuo en el onrnigen 84 y 86Lo 84 es continuo en
cada punto.

Podemos suponer que p es homogéneo de grado n. Sea
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¥Y1la n-forma qQue genera a p y supongamos que p es
continuo en x = 0. Sea X,€ X. Entonces podemos

escribir para todo h X

1]

p(x,+h) P(xo+thyXgthyoeo.yXg+h)

1]

\P(xo,xo,...e,xo)

n

# F GIPCRgs%as 500 s%gshaltyeesssh)e

k:1 N ~— - -~ "—J
n-k k

Por consiguiente,

b ;
p(x,+h)-p(x,) = (k) (Rgsaes s5%gshss ssssh),

-

1 ~ ~

n-k k

Hes— 3

k

La continuidad de

(hyahyseeoshy ) = Plxgpeeainxgshgshysesaeshy )

1’
en (0,0,...,0) garantiza la continuidad de p en x,.
En efecto, si W es una vecindad de cero en Y, sea

W' tal que W'+W'+....+W' (n veces)C W. Para cada

k existe vk(o) en X tal que

h€ZVk implica (ﬁ)%%xo,,a.e,xo,h,g...,h)EZW'.
\_—v——/\___.v—‘"
n-k k

Sea V = g\vkn Entonces he€V implica p(x,+h)-p(x,)

esti en W. Hemos asi demostrado (iii). ®

B, Continuidad uniforme sobre acotados. Demos-

traremos en primer lugar,

PROPOSICION (iv). S{ p : X > Y es continuo en
el orndigen, entonces p es uniformemente continuo en
todo subconfjunto acotado de X, donde X y Y son es
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pacios vectorniales topoldgicos sobre K.

Para demostrar esta proposicién, sea ACX acota
do y sea ‘Y la r-forma multilineal que genera a p.

Sean x,x' elementos de A. Entonces,

Pl %ons s0%) PRV % §sunyx")

n

(%) p(x)-p(x")

O (X=X"3KyeooesX)+P(x'yx-x",x,

1]

ce e e g X)HP(XT R X=X 3 Xy e oo 9X)

Foo et P X" yX", 09X’ yx-x").

Sea W = W(0) una vecindad de 0 en Y. Entonces exis
te una vecindad V' = V'(0) en X y una vecindad

W'(0) en Y tales que
(V'XV'x,  XV')c W', W'+W'+...+W'C W,
Como A es acotado, existe A > 0 tal que AACV'.

Sea V = AT"lv'. Ssean ahora x y x' en X tales que

x, X' €A, x-x'e V ,

r\-
entonces Xx-x' = ) 1z, z¢V' y por tanto

P(x-X"3%ye0esx) = Plz,hz,.00.,Ax) E W'

ya que (z, AXgcoooAX)€ V'XV'x, .. xV'., En forma si-
milar se demuestra que P(...)&e W' para cualquiera
de los sumandos aparecen en la expresidn (%). Por

consiguiente, hemos demostrado que

p(x)-p(x'")E W' +W'+. . .+W' C W

N e v_.._._/
r veces
cada vez que X,x'€¢ A y x-x'€V. En suma, p es

uniformemente continuo en A. ¥
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La reciproca de la proposicidén (iv) no es ver-
dadera como lo demuestra el siguiente contrajemplo.

Consideremos el operador T : 22 -+ 22 definido por

e
- n -
T(en) = |y T(inei) = inT(ei),

Definimos la forma bilineal ‘P: 22 R, P(x,y) =

<Tx,Ty> que general el polinomio de grado 2, p(x)
= <Tx,Tx> = "Tx"2. Ahora, 22 con 1a topologia dé-
bil es un espacio vectorial topoldgico que denota-
mos con Xy p : X * R es uniformemente continuo
sobre acotados ya que T : 22 +> 12 es un operador
compacto (ver la proposicidn (ii), §4 (G)), Demos-
tremos que p no es continuo en el origen. Si 1lo
fuera, existiria una vecindad V(0) tal que |p(x)!
< 1 para todo xgV. Sean UjsUpsennsly ¥ § >0
tales que V = {x : Iukeul € 6} Kk = 1,;25:45s3h).
Entonces Iuicxl <§ (i=1,2,....,h) implica
[p(x)] < 1. Sea xc¢€ () Ker(u;), x # 0. Entonces
para todo A > O g

Ip(Ax)] = A2[p(x)| < 1, |p(x)| < 1/22

y por consiguiente p(x) = 0. Este es una contra-

diccidn ya que p(x) # 0 si x # 0.

En ciertos casos la reciproca de la proposicidn
(iv) si es verdadera. Por ejemplo, si la topolo-
gia de X admite una vecindad acotada de cero enton-
ces toda funcidén continua sobre acotados es conti-
nua en x = 0. Supongamos que A es una vecindad
acotada de cero, f : X » Y continua al restrin-

girla a todo acotado. Entonces, dada la vecindad
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W(0) en Y existe V'(0) en X tal que f(V'NA)C W,
Sea V = V'MNA. Entonces f(V)CW y f es continua
en x = 0, Por supuesto, los espacios normados son
los Gnicos que admiten vecindades acotadas de cero

entre los espacios localmente convexos.

C. Polinomios en espacios normados. En general

podemos afirmar que

PROPOSICION (v). S4{ X,Y 40on E.V.T.y p : X+Y
es un polinomio continuo, entoncesd p transgorma con
juntos acotados en confjuntos acotados.

o

Si p es homogeneo de grado r entonces p(Ax) =
Arp(x)o Sea ACX acotado, B = p(A) y W = W(0)
en Y. Entonces existe V(0) = V en X tal que p(V)
CW. Sea A tal que AACV. Entonces p(AA) = Arp(A)

cp(V)CW y B es acotado. &

La reciproca de (v) no es cierta en general.

Por ejemplo, sea X = 22 con la topologia débil,
Y = £2 con la topologia de la norma. Entonces
p : X+ Y, p(x) = x para todo x, transforma aco-

tados en acotados pero no es continuo. Sin embargo

para espacios normados se tiene:

PROPOSICION (vi). Sea p : X * Y un polinomio,
X un espacio normado, Y un E.V.T. Entonces p es
continuo 844 y 86Lo 84 p es acotado.

La demostracidn de (vi) es por induccidn. Es
claramente cierta si p es un polinomio de grado ce
ro. Supongamos que es cierta para polinomio de

grado £(n-1). Escribamos
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P = PotPyt...+P , qQ = pP-p,

Sea ¥ la n-forma que genera a P, - Entonces pode-

mos escribir (ver (12) §2 (E)).

1

—~ A_ A, ...A_ p(x).
[]

n! "x,Ux, X

(xl’x2,oaoo’xn) =

Ahora, la n-sima diferencia de p se puede escribir
: n .

como la suma de 2 expresiones de la forma

(-1)n-kp(xi X5 Foobxg )
1 2 k

puesto que Axloo.Axnp(x) z Axi...Axnp(O) para todo
x (ver (10), §2 (D)). Ahora, si ACX es acotado
entonces cada funcidn de este tipo transforma A"
en un conjunto acotado en Y. Hemos asi demostra-
do que W(An) es acotado si A es acotado. En par-
ticular, sea A = {x : "xﬂ £ 1} y sea W = W(0) una
vecindad de cero en Y. Como H = ?(An) es acotado,
existe A > 0 tal que AHCW. Sea V = (x}-)‘-)A° Enton-
ces

(VxVx,..xv) = AP(A") cwW

lo que demuestra que P es continua. Por tanto pn

es continuo en x = 0. Por la hipdtesis de induc-
cidn q = P-p, es continuo en x = 0. Luego p=qtp
es continuo en x = 0. B

D. Polinomios en Kh = X. En general, sea X un

E.V.T.de dimensidn finita sobre K. Entonces X es
Kh. Si ei,ez,,..eh es una base de X, todo x se
escribe como

X = x1e1+x2e2+ oo .+xheh
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Si P, es un polinomio homogéneo de grado r y~-Pr es

la r-forma que lo general entonces

Pp(x) = P(xuxs. . cux) = gxo(i)"'xo(r) Pleg(eys-

-
r veces P o(r))

donde 0 es una funcidén {1,2,...,r} en {1,2,...,h}.

Por tanto P, es acotado. Podemos concluir enton-

ces:

PROPOSICION (vii). Todo polinomio p : K > Y
es acotado y pon tanto continuo.

§4. CONTINUIDAD DE POLINOMIOS EN LA TOPOLOGIA
DEBIL.

A. Cuatro tipos de polinomios. Sean X,Y E.V.T.

sobre K. Vamos a considerar en X tres topologias di
ferentes:

1. La topologia Anicial dada en X que denotare-
mos por T. . El espacio de las formas lineales con
tinuas de X en K (respecto a esta topologia) es el
espacio de los polinomios continuos p : (X,Tin) *
(Y,Tin) lo denctamos por P(X,Y).

2. La topologia débif en X que denotaremos por
Tq - Es la menor topologia en X que asegura la
continuidad de las ue€ X'. Una base de vecindades
de T3 en x = 0 se obtiene asi: dado € > 0 y U slys

caup € E', se define V(0) como el conjunto de 1los
X€ X tales que |ui-x| €< g (i = 1,2,00s,h)
Los polinomios continuos p : (X,Td) + (Y,Tin) son
los pofinomios débiles o polinomios de tipo finito.

Estos polinomios fuercon introducidos por el autor
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en [5] y luego investigados sistemdticamente por
R.M. Aron y J.B. Prolla en [6]. Los polinomios dé
biles los denotaremos por ?d(X,Y).

3. La topologia T o topologia débil sobnre

acotados. Un conjuntod:s abierto en esta topologia
si su interseccidn con todo conjunto acotado AC X
es abierto en la topologia débil relativa de A.
Una funcidn f : X+ Y es continua en esta topologia
si para todo conjunto acotado AC X la restriccidn
£lA : (A,Td) + Y es continua, considerando en A

la topologia débil relativa. Los polinomios que
son continuos en esta topologia los denotamos por
?da(X,Y). Son los polinomios que denominaremos po-
Linomios débiles sobre acotados.

4. Finalmente, consideramos los polinomios que
son undformemente débiles sobre acotados. Se trata
de los polinomios p cuya restriccidn o cualquier
acotado A con la topologia débil relativa (A,Td)

es una funcidén uniformemente continua. Denotaremos

a estos polinomios por ?uda(x’Y)°

Entre estos polinomios se dan las inclusiones

siguientes:
?d(x,Y)c_?uda(x,y)g}’da(x,ﬂ
PaX,Y) SP(X,Y) .
Si X es un espacio normado se tiene:
Pa(XsY)CP 4, (XaY) C P, (X, Y) S P(X,Y).

Si X es de dimensidén finita, la igualdad se da en
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todos los casos. Las inclusiones anteriores se de-

ducen de las proposiciones demostradas en la sec-

cidn anterior.

B. Caracterizacidon de los polinomios. ?d(X,Y).

Diremos que un polinomio homogéneo Py X~> Y es
de tLpo f§4indito si existe un operador lineal conti-
nuo T : X + X tal que

(1) T2 = T, esto es, T es una proyeccidn

(II) T es de rango finito, esto es, dim T(X) < =

(111) P, = PyoT.

Ahora, diremos que un polinomio
P = PotPyt...+P_

de X en Y es de tipo ginito si cada polinomio homo-

géneo Py (k = 0,1,...4n) es de tipo finito.

La proposicidn siguiente se debe a R.M. Aron y
J.B. Prolla [6; p.7], aunque ellos solamente la

enuncian para polinomios homogéneos.

PROPOSICION (i). Una condicibn necesaria y su-
f§iciente para un polinomio p : X + Y sea de tdipo
g§inito es que p sea continuo en el origen nespecto
a La topologia débiL en X (se debe suponer que Y
e4 un espacio normado).

La condicidn es claramente necesaria. En efec-
to, supongamos que p es de tipo finito y que p = p,
tpy*t...*p . Si p, = p;-T; entonces x v Ti(x) es
continua de (X,Td) en (X,Td). Ahora, como Ti(x)

es de dimensidn finita, la restriccidn de la topo-
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logia Ty @ Ti(X) coincide con la topologia inicial.
En consecuencia, p; es continuo de (X,Td) en (Y,Tin).
Para demostrar que la condicidn es suficiente,
esto es, que si p es débilmente continuo en el ori-
gen entonces es de tipo finito, necesitamos unos
resultados elementales que enunciaremos como lemas.
Estos lemas son bien conocidos y los demostraremos

simplemente para dar mayor claridad a la exposicidn.

LEMA 1. Sea E un edpacio vectorial topolégico
Y 8ean uy,u,,...,u en E Linealmente independien-
tes. Entonces u es una combinacibn lin%at de Los
u; 84 Yy 86L0 84 u(X) = 0 para todo x €n ker(u,).

1=1

Es claro que si x €(1Ker(ui) y u es una combi-
nacidn lineal de los u; entonces u(x) = 0. La de-
mostracidn de la reciproca es por induccidn. Para

n = 1 es verdadera: sea X, €E tal que u,(x,) # 03

entonces todo Xx€E se puede escribir como
X = AXo+y, y Ker(ui).

Asi que u = ou; con a = u(xo)/ui(xo). Supongamos
ahora que la proposicidn es cierta para (n-1). En-
tonces para todo j existe un xjfleq_Xer(ui) tal
que uj(xj) # 0 (de lo contrario, pbr la hipbtesis
de induccidn, uj seria una combinacidén lineal de
u1,u2,n.,uj_1,uj,+1,“o,un)° Podemos suponer que
uj(xj) = 1 para todo j, asi que uj(xi) = 6ij‘ Es-
cribamos

1ui(x)xi (x €E)

<
1]
%
1
nes-3

i

= 1,25....,n). Por hipdtesis

1]
o
~

Jo

Entonces uj(y)
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u(y) = 0 y en consecuencia

n
u(x) = 1oglui(x)u(xi)
n
para todo x€ E, esto es, u = Z u(xi)ui. L]
i=1
LEMA 2. Sea E un espacio vectordial ztopolébgico

dean u,,u, ,...,u_ en E' Linealmente independien-
Yy 1°Y n

tes. Entonces existen X sXpseooosX R E tales que
uj(xi) = Gij. Ademds, todo x€X puede expresanrnse

como

n
X = Z u, (X)x +x' , x'e (1 Ker(u,) .
i=1 i=1

Demostremos el Lema 2. Por el Lema 1, para al-
gln xe:f\Ker(a ) se debe cumplir u (x) # 0. Sea
x]C N Ker(u ) tal que wu.(x.) = 1° Entonces

i#5 373
u,(xi) = Gija Sea x€E y escribamos
' - -
X' = x ,z u; (x)x,
i=1
Entonces uj(x') = 0 (.2 12,25 c0ngtide, W

LEMA 3. Sea E un espacdo vectorial topolébgico.

Entonces Las vecindades de cero de La forma V =
it 1(H), donde Ujsececosu  en E' son Linealmen-
te 4independientes y H es una vecindad de ceno en K,
gorman un sistema fundamental de vecindades en el
onigen de La topologia débil Tqo

Sea V una vecindad de 0 en la topologia Tge
Entonces existen € > 0 y VysVosceoesV en E' tales

que x €V si y sdlo si ]vi(x)l < e (1'% 12,0.74m).
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Sean {vl’v2"’°’vh} un conjunto midximo de elemen-
tos linealmente independientes en {vl,v2,...,vm}

(h < m) y sea W el conjunto de los x E tales que

Ivi(x)l <§ (i=1,2,...,h), donde § ser§ determi-
nado luego en funcidn de €. Ahora,
h .
= ] .
vy o= izixl Vi 1€3<€n

y por tanto,

h o
]
[v500] ¢ FIlIvs0] < Mys (xew)

h
donde Mj = i;ﬂkg]. En consecuencia, si § < min
{e/Mj} se cumple que le(X)I < € para todo x€W y
todo j, esto es, WCV. &

Vamos a demostrar ahora la segunda parte de la
proposicidn (i). Sea p = Potpy+...tp un polinomio
de X en Y débilmente continuo en el origen. Enton-
ces cada Py es débilmente continuo en el origen
Prop.(i), §3 (A)). Para efectos de la demostracidn
podemos suponer entonces que p es un polinomio ho-
mogéneo de grado h.

Por la continuidad de ‘P, existe una vecindad
débil V = V(0) tal que x €V implica [p(x)]| < 1.
Por el Lema 3 podemos suponer que V estd determina-
da por ui,u29°nc,un€:x' linealmente independientes

y por cierto n > 0. Se tendria entonces
Iui(x)l < n (i = 1,2,...on) implica "p(x)"Sle

Por el Lema 2 existen x1,x2,°oe,xn€IX tales que

ui(xj) = Gij y todo x€ X puede expresarse como

295



n
= ! 't <
X iZiui(x)xi+x s X N Ker(ui)

Definimos ahora

§
u.(x)x.
i=g * 7t

T : X » X, T(x)

Entonces T2 = T puesto que T(xj) = xj para todo j
y T es de rango finito. Resta demostrar solamente
que p(x) = p(T(x)) para todo x€ X. Demostraremos
en primer lugar que p(x) = p(T(x)) si x€V. Sea
x' € FlKer(ui), x' # 0, y sea A€R. Entonces,

uj(T(x)+Ax') = uj(T(x)) = uj(x)

y por consiguiente x €V implica T(x)+Ax'e€ V para
todo A€ R. Por tanto x€ V implica |p(Tx+Ax')" <1
para todo A €R.
Por otra parte, si Y es la n-forma que genera
a p
P(Tx+Ax") =P (Tx+AX"',...,Tx+Ax")
p(Tx) + Y(X, x,x")

donde ¥(A,x,x') es un polinomio en A de R en Y de

la forma
2 n
Y(A,x,x') = Ab1+A b2+,.,+l bn (bic Y).

Este polinomio es acotado en R puesto que

[¥A,x,x")| < [[p(Tx+rx")| + Ip(Tx)] < 2.

Pero esto sdlo es posible si ¥Y(A,x,x') = ¢ (cons-
tante). Mas como ¥(0,x,x') = 0 entonces ¥Y(A,x,x')
= 0 para todo A. Hemos asi demostrado que x€V
implica p(Tx+Ax') = p(Tx), X €R.

Ahora, x € V puede escribirse de la forma x = Tx
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+ x' y por consiguiente p(x) = p(Tx+x') = p(Tx).
Para concluir la demostracidn, supongamos que

x¢ V. Entonces existe a €K, a # 0 tal que axe€V.

Ahora,
p(ax) = Plax,...,ax) = anw(x,x,o..,x) = anp(x)
plax) = p(T(ax)) = PlaT(x),...,aT(x)) = anp(Tx)

y por consiguiente p(x) = p(Tx) para todo x€X. ¥

Observacidén. La condicidn"Y es un espacio nor-

mado"en la proposicidn anterior no puede ser omiti
da. Si Y es un espacio normado y consideramos en Y
la topologia débil, entonces id : Y + Y es un po-
linomio de grado 1 continuo de (Y,Td) en (Y,Td)

que no es de tipo finito.

C. Polinomios débiles y polinomios compactos.

Si Ey F son E.V.T.sobre K, diremos que p : E + F
es un poflinomio compacto si para todo subconjunto
acotado AcE se tiene que p(A) es un subconjunto

compacto de F.

Un polinomio continuo f : E * F es compacto

en los siguientes casos especiales:

1. Si dim(E) < =« ,

2. Si p(E) estd en un subespacio de dimensidén fi-
nita y p transforma conjuntos acotados en con-
juntos acotados.

3. Si p = goh donde g : E * F es continuo y

h : E* E es compacto.

Pero naturalmente, hay muchos polinomios compactos

que no son de los tipos anteriores. Por ejemplo,
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el polinomio de grado 1
e
2 2 n
p . 94 -»> 2: ° p(en) - _rl-
y p(anen) = anp(en), es compacto pero p({x
Hx" € 1}) no estd contenido en ninglin subespacio
de dimensidn finita.

En general, no podemos afirmar que los polino-
mios compactos son uniformemente débiles sobre aco
tados. Por ejemplo, el polinomio

2 2 .2 2
p : &° -+ R, p(x) = X HXoto o otX +oo
es compacto. Sin embargo, no es débilmente conti-
nuo sobre la bola A = {x : lxn < 1} ya que si en€22
es en(m) = Gnm’ entonces e > 0 (Tdb) pero p(en)=1
para todo n. La reciproca si es cierta ([7]; Lema

4.3 p.14):

PROPOSICION (i). (R.M.Aron). Sean E,F espacios
vectoniales topolbgicos sobre X y p : E > F undifor
memente débil sobnre acotados. Entonces p es compac
Zo.

Demostremos esta proposicidn. Sea W una vecin-

dad de cero en F y ACE acotado. Por la continui-

dad uniforme, existe una vecindad débil V(0) = V

en E tal que
(%) X, YEA, x-yeV implica p(x)-p(y)e W

Supongamos que V = {x :|ui-x| <. 8} (1.7 1525swasm).

Entonces la condicidn anterior se expresa asi:

X, YEA, |ui(x-y)| < 8 (i #=:452,5:30)

implica p(x)-p(y)eWw
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La funcidn g : E -+ K" definida por
x*+ h(x) = (ui(X)’°°"un(X))

es continua. Ademds g(A) es acotado y por tanto
precompacto en Kno En K" consideramos la norma
Ix] = sup{lxll,eoa,lxn|}e Por tanto existen b,b,,.
-osb e g(A) tales que para todo beg(A), ﬂb-bjI<6
(j = 1,2,...,r). Sea aje:A tal que g(aj) = bj y
sea acA. Entonces [g(a)-g(a,)| < §, esto es,
lui(a)-ui(aj)] = Iui(a-aj)| < § para todo i = 1,2,
ssosn y para algln j. Luego si ae€A, existe ay
tal que a-aji'V y, en consecuencia, en virtud de
(%), p(a)-p(aj)CZW, p(a)€:w+p(aj)° Hemos asi de-
mostrado que {w+p(aj); j =1,2,...,r} es un recu-
brimiento finito de p(A). Como W es una vecindad
arbitraria de cero en F, concluimos que p(A) es

precompacto. Hemos asi demostrado que p es compac

to. B

Observacidn: Hemos supuesto que ACE es acota-

do en la topologia inicial y ello implica que A es
acotado en la topologia débil. Por tanto g(A) es

acotado en Kn°

Para polinomios de grado £ 1 R. Aron y J. Pro

lla demostraron ([6], Prop.2.5):

PROPOSICION (ii). Sean E y F espaciosd normados
Yy pz: E~+F un polinomio de grado < 1. Entonces p
es compacto 84 y 86Lo0 44 p es uniformemente débil
s0bre acotados.

Hay que demostrar solamente que si p es compacto
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entonces p es uniformemente continuo en todo aco-

tado A = {x : |x] € r}. sSea B = {x : [x] < 2r}
Como p(B) es precompacto, existen Yq2Ygscceesy, en
p(B) tales que p(B) C LJ (y +W) donde W = {y
Iyl < - . Ahora,
Iyl = sup{]u-y| : fu] = 1, uwer'} (yeF).
Por tanto, para cada Y existe uie,F' tal que
"ui" =1, “yin < % + Iui.yil.

. €
Sea ye€p(B). Entonces existe Y; tal que "y-yiu< 3
asi que

i 2
Iyl = Uy-yyty;h < Dy-yil+ly < 5=+ Jugoygl-

Por otra parte,

€
Iui(yi—y)+uiey| < g ¢ Iui,yl.

Iui‘yil

Hemos asi demostrado que para todo ye p(B) existe

€ F' tal que 'y" < € + lu yl . Sea Vi T u;0p.
Entonces viE.E' (i = 1,2,.0.,n). Sea V la vecindad
débil
V= {xeE : Ivi.xl < g} (1 = 24250 nsngn)

y sean X,x'€ A tales que x-x'€ V. Entonces x-x'e€B
y por tanto existe u, tal que lp(x-x')l < €+
!ui.p(x-x')l € €+ |v;.(x-x")| € e+e = 2e. Hemos
asi demostrado que p es uniformemente continuo en

todo acotado A = {x : x| <

§5. LOS POLINOMIOS UNIFORMEMENTE DEBILES SOBRE

ACOTADOS.
A. La correspondencia P«*> T. Denotamos por

?P(X,Y) al conjunto de los polinomios homogéneos de
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grado r de X en Y. En esta seccidn analizaremos 1la

correspondencia
pe T : PPPL(x,¥) o £, PP (x,1))
TAR) By v s'a5E) ®  (XgZyZyress?Z)
h

donde P es la forma multilineal simétrica que ge-
nera al 'polinomio p. Con mayor generalidad y pre
cisidn, sean Xl,X2,..,.xh+1 espacios vectoriales
topoldgicos sobre K, TTX y 0 la coleccidn de
subconjuntos de Z de 1la forma f&A donde
Aic Xi es acotado. El espacio i (||X 3Y) es el
espacio de las formas multilineales con la topolo-
gia de la convergencia uniforme sobre los conjun-

tos de 0. Si

P KyXXpXoo XXy 0+ ¥

es una forma multilineal, entonces a ‘P le corres-

ponde el operador lineal

h n
T i Xy, »io(i]];xi;

definido por

T(x).(zl,...,zh) =‘P(zl,22,...,zh,x)-

En lo que sigue nos proponemos analizar la con
tinuidad uniforme sobre acotados en la topologia
débil de ciertos polinomios. Para ello necesita-
mos demostrar la equivalencia de las proposiciones

siguientes:

(I) T es débifmente continuo sobnre acotados.

301



(II) Para todo AcZ acotado, todo BCX, 4 acota
do y toda vecindad W(0)c Y, existe una vecindad dé-

bi€ en X, , tal que P(A x VOAB)CW.

Recordemos, para efectos de la demostracidn,
qué eg una vecindad tipica en ig(Z,Y), h donde
z = J[X;. 8i A;C X, es acotado, A = ;EEAi y W es

i=1
una vecindad de Y, entonces

H(A,W) = {u:2 » Y : u(A)cWw}.

Demostremos que (I) implica (II). Por la continui-
dad de T sobre acotados, dado H(0) = H(A,W) existe
una vecindad débil V = V(0) en X1 1 tal que x€ VN B
implica Txe€ H, esto es, Tx:x = ¥P(z,x)c W para to-
do z€A y todo x€ VN B. Luego (I) implica (II).
El razonamiento anterior es totalmente reversible,

asi que (II) implica (I).

B. Una caracterizacidon de los polinomios uni-

formemente débiles sobre acotados. Lo dicho en 1la

subseccidn (A) nos permite caracterizar los polino
mios uniformemente débiles sobre acotados. Supon-
dremos que X; = E (i = 1,2,...,h+1) y que Y = F,
Si pe:?h+1(E,F), sea'Pla forma multilineal simétri

ca correspondiente. Tendriamos entonces el opera-

dor
T : E +i§(£,r)

definido por

(2) Tx-z = P(z,x), z = (zi,zz,wo,zh)°
Como antes, 2 = EXEXx,,.XE . Entonces,
————
h veces
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PROPOSICION (i). p es uniformemente débif sobnre
acotados 84 y s6Lo0 84 T es débilmente continuo sobnre
acotados.

Supongamos que T es débilmente continuo sobre aco-
tados. Entonces la condicidn (II) se satisface no
solamente en la variable (h+1) sino en cualquier

variable,zi debido a la simetria de P. Por tanto,

(%) dados BCE acotado y W(0) = WCF, existe
una weindad débil v(0) tal que P(BxBx,,.x(BMN V)X
B...XB)C W -

(hemos hecho Ay = Ay =c..= A, = B en (I1)). Sea

DCE acotado y sean Xx,x'€D. Escribamos

Pex)-p(x'") = P(XyXye009%). =PI 3% 50009x")
———
(n+1) veces (h+1) veces

Px=X" g%, .XoX)+P(x' yx=-X" ;X3009%X,%X)
+ PUxT ox'  X-X" 5. XX ) ¥+ P(x",x",
cex'yx-x").,
Sea B un conjunto acotado que contiene a D y las
diferencias x-x', xy,x'€ D. Entonces, para este B
y W(0)c F existe la vecindad V especificada en
(%) tal que
P(BxBx.,..Xx(BMNV)XBx,..XxB)C W'

donde W'+W'4+...+W'C W. En consecuencia, dada una

(h+1) veces
vecindad W(0) en F y un acotado DCE, existe una

vecindad débil V(0) en E tal que x,x'e€D y x-x'€V
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implica p(x)-p(x'")e W'+W'+...+W'C W.

(n+1) veces
Supongamos ahora que p es uniformemente débil sobre
acotados y demostremos T es débilmente continuo so-
bre acotados. Sea H = H(0) una vecindad en ig(E,F).

Entonces H es de la forma

H = H(A,W) = {u:Z + F : u(A) W}
donde Z = EXEx...XE (h veces), A = A1XA2X...XAh s
con Aic:E acotado, y W es una vecindad de cero en

F. Tenemos que demostrar que para todo BCE acota-

do y toda H existe una vecindad débil V(0) = V en

E tal que
x,x'€ B, x-x'€V implica Tx-Tx'e€ E.
Esta afirmacidn es equivalente a

X,X'€ B, x-x'¢B implica (Tx-Tx')z =

Tx.z-Tx'*z€ W para todo zegAcC2Z.
Ahora, debe tenerse en cuenta que
Tx+2z-Tx'*z = P(z,x) -P(z,x")
y por tanto todo consiste en demostrar que

(%%) Para todo x,x'c€ B, x-x'eV, y todo zeA
se cumple P(z,x) - P(z,x') €W,

Ahora, la continuidad uniforme de p sobre aco-
tados en la topologia débil implica que ‘¥ es unifor
memente continua sobre acotados en la topologia pro
ducto. Por tanto P es uniformemente continuo sobre
AXB. Luego existe una vecindad débil V(0) en E tal

que (u,x), (v,x')e€ AxB, u;-v. €V (i = '1,2,.04N)
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y x-x'€V implican ¥Y(u,x)-P(v,x')eW. Por tanto
(%x%) se cumple si x-x'€V con u = v = z. Hemos

concluido la demostracidn. B®

h+1

De nuevo sea pe? (E,F) y sea T el operador

definido por (2). Entonces

PROPOSICION (ii). S{ T es compacto, entonces
Txe?h(E,P) es unigormemente débil sobnre acotados
para x € E.

En efecto, si T es compacto entonces T es uni-
formemente débil sobre acotados (prop.(ii), seccidn
4 (C)). Por tantao P seria uniformemente débil so-
bre acotados por la proposicidn anterior. Sea
xo€ E;, B = {x,} en (#%). Si wu, ved, u;-v €V,

se concluye que
Plu,x,) - P(v,vy) e W,

esto es,

Txo°u - Txg°veW:

lo que demuestra la proposicidn.

C. Los polinomios P(C,,F). Aqui C, es el espa-

cio de Banach de las sucesiones en K que convergen

a cero con || x|l = sup{|x3;| ; i=1,2,...,}. E1
dual de C, es (Cgo)' = &1, el espacio de las suce-
o
siones de K tales que Zilxil < ®, Un conocido
n=

teorema de Banach ([8 sp-137]) nos dice que una su

1 » > 2 -
cesidn (xn) en 2 converge débilmente a X s1 y sO-
lo si converge en la topologia de la norma a x.

En esta seccidn consideraremos espacios de Ba-
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nach que satisfacen la propiedad

(A) xn*x(Td) si y sdlo si xn*x(rin)

donde T4 ©s la topologia débil y Tin ©S la topolo-
gia inicial (topologia de la norma). El espacio gt
satisface la propiedad (A). En primer lugar demos
traremos el teorema siguiente que atribuimos a R.

Bonic [9]

PROPOSICION (iii). S{ F es un espacio de Banach
que satisface La propiedad (A) entonces todo polino
mio pe P(C,,F) es débilmente continuo sobre acota-
dos.

La demostracidn de esta proposicidn depende de los

Lemas siguientes

LEMA 1. S{ F es un 2spacio de Banach que satis-
face La propiedad (A) entonces L(c,,F) también sa-
tisface La propiedad (A).

Para demostrar el Lema 1 sea ¢3*0(Td) en
f(c,,F) y demostremos que 4%*O(Tin)' Para ello
basta demostrar que para toda sucesidn acotada'{xn}
en C, se cumple q;-xn+o en F. Por la propiedad (A)
bastaria demostrar que Wk'xn*O(Td) en F. Sea pegF'.

Entonces,

bex P> | < Ix |- I¥ipl < ul¥io|

donde P :C, * F, ? sPt #7(Cgd" 2 21, como 2! satis
face la propiedad (A), para demostrar que W? p" + 0
en L , basta demostrar que‘? p*o (T ) en 21, sea

qe:(l )! y consideremos la forma llneal continua

|<¥ x_,p>|
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Wi <fEp,q> = Ap’q(WU de L(c,,F) en K.

Como 4;+o(rd ) en I(C,,F) entonces
* 1
<9np,q> + 0 para todo qe€ (L)'

*
lo que demuestra que‘Pnp*O(Td). Hemos asi conclui

do la demostracidén del Lema 1.

LEMA 2., S{ F satisface La propiedad (A) enton-
ces £7(c,,F) también satisface La misma propiedad
Yy, en consecuencia Los polinomios homogéneos de
grado n ?n(CO,F) y Los polinomios P(C,,F) satisfa
cen La propiedad (A).

La segunda parte de la proposicidn se deduce
de la primera puesto que existe un isomorfismo en-
tre los pplinomios de grado n y las formas multili-
neales simétricas de grado n. Demostremos enton-

ces la primera parte. La proposicidn es cierta pa

ra n 1 por el lema anterior. Supongamos que es
cierta para n = h. Entonces es cierta para n=h+1
puesto que la correspondencia Pe T de ih+1(Co,F)
en f(co,ih(CO,F)) definida por Tx (zl,z2,...,zh)
= ?(zl,z2,..e,zh,z) es un isomorfismo y f(Co,ih

(Co,,F)) satisface la propiedad (A) por el lema 1.%

Podemos ahora demostrar la proposicidn (iii).
Podemos suponer que p es un polinomio homogéneo de
grado n. Como el dual de C, es separable, la res-
triccidn de la topologia débil a cualquier conjunto
acotado es una topologia 1-contable (cada punto po

see una base enumerable de vecindades), hasta de-
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mostrar que

x *0(t;) en C, dimplica p(x_)*0(T; ) en F.

Supongamos que la proposicidn es cierta para n = h
(para n = 1 es claramente cierta por el Lema 1).

De nuevo consideramos el isomorfismo p+ T

PRtL(Co,F) » (Cp,PR(Cy,F))
TX(ZyZy00e32) = P(z2y2yc0eyz,yx)
———
h veces

donde Y es la forma simétrica que genera a p. En-
tonces
h
Ip(x)] = [P(xyx,y....x)] < [Tx] Ix]" .
~—————
h+1 veces
. h
$i x *0(t,, ) en C, entonces Tx +0(t,) en P (C,,F)
puesto que T es lineal. Por el Lema 2, Txn*O(Tin)

y como {Txn} es acotada,
lox_ | < Ix_[Ix 1" < w™Tx_|| » o
PX 0 S n n ~ n

Luego p(xn) > O(Tin) en F. Hemos asi concluido la

demostracidén. ®

Finalmente consideraremos la pregunta siguien-
te: (es todo polinomio dé&bil sobre acotados unifor
memente débil sobre acotados, es decir es ?d(E,F)
= ?da(E,F) ? Si E es un espacio de Banach reflexi
vo la respuesta es claramente afirmativa. En el

caso particular siguiente tambié&n es cierta:

PROPOSICION (iv). S{ F es un espacio de Banach
que satisface La propiedad (A) entonces todo poli-
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nomio pe P(C,,F) es uniformemente débif sobre aco-
tados.

Podemos suponer para efectos de la demostracidn
que p es un polinomio homogéneo de grado (h+1).
Sea xn+0(‘rd ) en C, y sea T : C, =+ ?h(Co,F) el ope
rador lineal definido anteriormente. Entonces
Txn+0(‘rd ). Como ?h(Co,F) satisface la propiedad
(A) entonces Tx *0(T, ). Como el dual de C, es
separable entonces T es débilmente continuo. Por
la proposicidn (i) §5 (B), se concluye que p es

uniformemente débil sobre acotados.

Observaciones.

1. Siempre se tiene ?;(E,F) = ?éa(E,F) sin restric

ciones sobre E ni F.
2. Si E es reflexivo Pd(E,F) =?da(E,F).

3. Si F satisface la propiedad (A) entonces
P(CO’F) = ?d(co’F) = ?da(co,F).

*k*k
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