
Revi.6:ta Cblombiana
Vol. XIII (1919),

CONTI NUlDAD DE POLlNOMlOS EN

ESPAClOS VECTORlALES TOPOLOGlCOS*

par

Guillermo RESTREPO So

§10 INTRODUCCrONo El estudio de polinomios en
espacios de Banach fue iniciado en 1935 por So Ma-
zur y No Orlicz en [1] y continuado luego por Ao
Alexiewicz y Orlicz en [2] en 19530 El tema cobra
interes a raiz de los problemas que surgen en rel~
cion con el estudio de las funciones analiticas en
espacios de Banach y la aproximacion de funciones
continuas por polinomioso En relacion con el pro-
blema de aproximacion, J. Kurzweil demuestra que
x .......Ilxll no es el limite uniforme de polinomios so

* Este articulo es la version escrita de una conf~
rencia dictada en la Universidad de los Andes, en
un Seminario de Analisis Funcional en conmemora-
cion del trig&simo aniversario de su fundacion
(Octubre de 1978)0
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bre acotados en ciertos espacios, 10 que demuestra
que el teorema de Stone-Weierstrass no es valido en
dimension infinita [3J. En un libro reciente, Jo
B. Prolla [4J da cuenta de los avances realizados
hasta el momento en la teoria de aproximacion de
funciones con valores vectoriales.

Nuestro proposito fundamental en este articulo
es analizar la continuidad de los polinomios abs-
tractos en la topologia inicial T. y en la topo-~n
logia debil Tdb• Este estudio tiene interes en
problemas de apr-oxLmacISn de funciones por polinomios
de tipo .finito Lntr-odu'c Ldos por el autor en [5J.

§2o POLINOMIOS ABSTRACTOS.

A.Polinomfos y formas multilineales. Sean E1,
E2, ...,En y F espacios vectoriales sobre K. Una
funcion

es mult~l~neal si es lineal en cada variable sepa-
radamente. Es decir, si

x -- f(a1'a2' • 0 • , x, .0 0 an )

de Ek en F es lineal para todo a. E:' E., i 10 k ,
~ ~

Nos interesa solamente el caso E. = X para to-
~

do io Denotaremos por tn(X,y) al conjunto de todas
las formas multilineales de orden no Un pol~nom~o
homoglneo de g~ado n de X en Y es una funcion

p : X + Y, p(x) = f(x,x, .•o,x)... 'V,.-_#
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donde f esma forma multilineal de grade n. Si de-
finimos

ny X -+ X, y(x} = (x,x, ••.,x)
"'-.....--ov----~
n veces

entonces p = fy. Los polinomios degrado cero de
X en Y son las funciones constantes p(x} = a para
todo x E:' X. Los polinomios de grade uno son las
funciones lineales de X en Y.

Un pol~nom~o de g~ado n de X en Y es una funcien
p : X -+ Y de la forma

(1) '(p 1 O)n

donde Pk (k = O,l, .•o,n) es un polinomio homogeneo
de grade k. He aqu1 unos ejemplos:

1. Pol~nom~o~ en X = R (reales). Si f es una
forma rnultilineal de grade h enton~es,

f(x,x, •••,x}
~.---'"

h veces

= f(x·l,x·l, ..•,x·l}

h h= x f(l,l, ••.,l} = ah x
~
h veces

donde ah = f(l,l, •••,l}. Por tanto un polinomio
p se podr1a escribir como

(a 1 0).
n

2. Pol~nom~o~ en Kn (K es R 0 ¢). Los polino-
mios usuales de grade h en Kn son de la forma

exa xex
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donde a = (a1,a2, ...,an) es una sucesion finita de
enteros, x = (x1,x2' ...,xn) y

Demostremos, en primer lugar, que todo polinomio
usual es un polinomio abstracto. Si escribimos

p (x) = I a xa

r Ia I=r a

entonces P(x) = Po(x)+P1(x)+ •..+Ph(x) y todo se r~
duce a demostrar que p (x) proviene de una forma

r
multilineal de grade r. Ahora, el polinomio x~ es
generado por la forma de grade s

donde u.(y) = y ..~ ~
s tPor tanto x.x. es generado por~ )

tdonde g es la forma que genera a x .. Claramente h
)

es una forma multilineal de grade s+t. Ahora se ve
camo es posible generar x de una forma multilineal.

Reciprocamente, todo polinomio abstracto de gr~
do n se puede considerar como un polinomio usual.

base e1,e2, ...,en, escribir
f(~,x, •.•• ,x). Por ejemplo,

r veces nun polinomio homogeneo de grade 2 en K seria

Bastaria escoger una
x = \x.e. y calcularl. ~ ~

n
P2(x) = f(lx.e., lxje.) = l a ..x.x.

~ ~ J . '-1 ~J ~ )~,J-
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donde a .. = f(e.,e.).
~ J l J

B. Polinomios y formas multilineales s Ime t r l>

cas. Sea P(x) un polinomio homogeneo de grade r g~
nerado por la forma multilineal fo Entonces

p Lx ) = f(x,x, .•.• ,x)~""--~---"
r veces

Definamos ahora la forma multilineal

(2) g(x1,x2,ooo,xr) = ;! L f(xa(l),···,xa(r»a
donde a recorre el conjunto de las permutaciones
de {1,2,ooo,r}o Entonces g es una forma multili-
neal puesto que

es una r-forma para cada permutacion a. Ademas,
g es una forma multilineal simetrica puesto que

para toda permutacion S. Finalmente,

g(x,x,oo~x) = f(x,x,o .• ,x) = p(x)

Hemos as! demostrado que

PROPOSICION (i) Todo pol~nom~o homoglneo de
g~ado r e~ gene~ado po~ una r-6o~ma ~~mlt~~ea.

c. Operaciones algebraicas. Si p(x) y q(x) son
polinomios de X en Y, entonces
(3 ) hex) = p Lx ) + q I x )
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es un polinomio. En efectot si

entonces,

Basta entonces demostrar que la suma de polinomios
homogeneos de grade r es un polinomio de grade r.
Suponiendo entonces que p es homog~neo de grade r
generado por la r-forma f Y que q tambien es homo-
geneo de grado r generado por la r-forma gt es cl~
ro que p+q es un polinomio homogeneo de grade r g~
nerado por la r-forma f+g. Por supuesto~ si pes·
gener~do por f entonces lp esgenerado ~or 1ft as!
que si p es un polinomiot entonces lp es un polin~
mio para todo 1 ~ K.

En generalt no podemos definir el producto de
dos polinomiost a menos que en Y se defina un "pr~
ducto". (YtY') 1-+ y.y'. En forma pr-ecLsa , un pILO-

ducto en Y seria una forma bilineal.

~ : yxy ~ Yt ~(YtY') = v r r' .

Supongamos que en Y se define un producto Y sean
p Y q polinomios de X en Y de grados r y s respec-
tivamente. Si p es generado -porla r-forma ·fY q
es generado por la s-forma g entonces la (r+s)-for
rna

\.f(Xtt..•tX tX tt ••• tX )n r+ r+s

genera el polinomio h(x) = p(x)·q(x) definido por
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(5) p(x)·p(x) = h(x) = (x, .••,x,x, ....,x)------....---. ---.....---
r veces s veces

= cZ>(f(x, .• e,X), g Ix , •••• ,x»
~~

r s

Es facil demostrar que el ~-producto de dos polino-
mios es asociativo y conmutativo si ~(y,y') = y'y'
es asociativo y conmutativo.

Un caso especial de ~-productos ocurre cuando
Y = K Y ~(a,b) = a·b es el producto usual en K.
Mas generalmente, si Y es una algebra el producto
usual (a,b) 1-+ a s b permite definir muLtLpLicacLon
de polinomios. El producto general de polinomios
se de f Lne por

n m
( .l PiH.l q).) =
~=o )=0

D. los operadores ~h. Suponemos que X,Y son
espacios vectoriales sobre K. Para toda funcion
~:X + Y definimos la funcion ~h~ as!:

( 7 ) ( ~ h 'PH x ) = 'P ( x +h) - f (x )

Es facil ver que el operador ~h es lineal para to-
do h, esto es,

Si xl ,x2' •••,xn €" X podemos definir 10 que denomL
namos una n-~lma dl6e~encl~ de una funcion~; induc
tivamente:
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( 8 ) ~ ~ ••• ~ ~ =x x xn n-1 1
~ x

n

Por ejemplo, una diferencia de orden 2 serla

y una diferencia de orden 3 ser!a

- '1'( x + x 1+ x 3 )+ 'f( x + x 1 )

- 'P( x + x 2 + x 3 ) + 'f( x + x 2 )

+'P<x+x3)-'P(x) •

Los calculos anteriores nos hacen ver que no impo~
ta el orden en que se lleven a cabo las sucesivas
diferencias.

As!, por ejemplo ~ ~ ~ =x2 x1
= ~ ~ ~ If. En general,x1 x3 x2

= ~ ~ •• 01::.
xa(1) xa(2) xa(n)

para toda permutaci6n a de {1,2,0.0,n} • As! mismo,
podemos afirmar que toda diferencia de orden n es
la suma de 2n funciones de la forma

(10)

donde (i1i~ •.•i ) es una sucesi6n estrictamente
:L p

278



creciente definida en {1,2, ••.,p}, 0 ~ P ~ n ; en-
tendiendose que si p = 0 entonces debe escribirse
x H- (- 1)n'P( x ) e

E. Diferencias "-sima de pot inomios. Sea p un
polinomio de grade n,

(p 1 0) •
n

Suponemos ademas que Pn es generado por una n-for-
ma simetrica f:

Pn(x) = f(x,x, ••.,x)~---------'
n veces

En primer lugar demostraremos que

PROPOSICION (ii). ~hP e~ un polinomio de g~a-
do a Lo ~umo (n~1) pa~a todo h€: X.

Sf n = 1 la proposicion es evidentemente cier-
ta ya que p = Po+P1' Po es constante Y P1 es li-
neal, as! que

esto es, ~hP es un polinomio de grade cero. Supo~
gamos que la proposici6n es cierta si el grade de
p es menor que no Por la linealidad ae ~h '

Por la hip6tesis de inducci6n ~h(Po+ .•'+Pn-1) es
un polinomio de grade a 10 sumo (n-2). Ahora,
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= p (x+h)-p (x)
n n

= f(x+h,x+h,. oox+h)

- f(x,xp •• ,X)

Tengase en cuenta que f es una n-forma simetrica.
Por tanto, al desarrollar la expresion a la dere-
cha aparecen el termino f(x,x, •.•,x) y n terminos
de la forma f(x,h,x, ...,x) que son iguales a
f(x,x, ....,x,h) (x(n-1)veces). Por tanto,

donde q(x,h) es un polinomio en x de grade a 10 su
mo (n-2) y f(x,x, ...,x~h) es un polinomio de grade
a 10 sumo (n-1). Hemos as! demostrado la proposi-
cion (ii) .•

Calculemos ahora una diferencia de orden n de
un polinomio de grade n. Sea f una n-forma sime-
trica que genera a p. Por induccion demostrare-

n
mos que

(12 )

Supongamos que (12) es cierta si 1 ~ grad p ~ (n-1).
Sea y escribamos

Como ~x (Po+···+ Pn-1) es de grade ~ (n-2) en vir
n

tud de la proposicion (ii), se concluye que

T(~ (PO+P1+·· ·+P 1» = 0x n-
n
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por hipotesis de induccion. ,Por tanto,

Ahora, en virtud de (11),

/1 p = nf(x,x,.o •.,x ) + q(x,xn)x n nn

donde f(x, •.• o,x,x ) es un polinomio de graden
~(n-l) y q(x,x ) es un polinomio en x de graden
~(n-2). Por la hipotesis de induccion nuevamente
se concluye que ..

T /1 p = n(n-l)!f(xl·x2' .... ,x l'x)x n n- nn

y en consecuencia,

T/1 Px n
n

= n lf (xl' .•.• ,xn ).

F. Descomposici6n unica de pol inomios. En pri-
mer lugar,

PROPOSICION (iii). Un poiinomio homoglneo de
g~ddo n e~ gene~ddo po~ und y ~6io und n-6o~md ~i-
mlt~ic.d.

En efecto, si p es homogeneo de grade n, existe
por 10 menos una n-forma simetrica f que 10 genera
(Prop.(i), seccLdn 2(B) ) Y f' es fin Lca en virtud
de (12).

Supongamos ahoraque p es un polinomio de gra-
do n que se escribe de dos maneras
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,
entonces podemos afirmar que Pi = Pi para todo i.
Es decir,

PROPOSICION (iv) 0 Un polinomio p ~e puede e~-
e4ibi4 de una y ~6lo una mane4a eomo ~uma de poli-
nomio~ homogeneo~.

La demostracion es por inducci6n. Si n = 0 la pr~,
posicion es verdadera pues Po Y Po' son funciones
constantes. Suponiendo que es verdadera para (n-l),,observemos que por (12) p y p son generados porn n, .
la misma n-forma f, as! que Pn = Pn' Por tanto

y por la hipotesis de induccion p. = p~
1 1

(i = 1,2, ...,n-1) ••

§3. CONTINUIDAD DE POLINOMIOS EN LA TOPOLOGIA
INICIAL. En esta Seccion suponemos que X,Y son es
pacios vectoriales topologicos sobre K, donde K es
R (reales) 6 ~ (complejos).

A. Continuidad en el origen. Sean X,Y espacios
vectoriales topologicos sobre K. Es bien sabido
que

Si p : X + Y e~ un polinomio de g4ado uno en~
tonee~ p e~ eontinuo ~i y ~6lo ~i p e~ eont~nuo en
el o4igen.

Esta proposici6n es consecuencia de la lineali
dad de p, pues p(x+h)-p(x) = p(x)+p(h)-p(x) = p(h).
En general, la proposici6n anterior es cierta para
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polinomios de cualquier grado. Pero antes de de-
mostrar esta proposicion general, debemoshacer a~
gunas consideraciones sobre continuidad de polino-
mios. En primer lugar, el estudio de la continui-
dad de los pOlinomios en el origen se reduce al es-
tudio de la continuidad de los polinomios homoge-
neos, en virtud de la proposicion siguiente:

PROPOSICION (i). El polinomio p = PO+Pl+ .•• +Pn
de g~ado n e~ eontinuo en el o~igen ~i y ~6lo ~i
eada Pk e~ eontinuo en el o~igen.

Por supuesto, si cada Pk es continuo en el ori
gen entonces P es continuo en el origen. La demos
tracion de la reciproca es un ~oco mas dificil y
depende de la proposicion auxiliar siguiente:

(*) Si p e~ eontinuo en el o~igen, entonee~ p n
e~ eontinuo en el o~igen.

Suponiendo (*) uno procede por induccion para de-
mostrar (i). si (1) es cierta para polinomios de
grado ~(n-l), entonces

q = p-p = Po+Pl+···+P 1n n-

seria un polinomio de grado (n-l) continuo en el
origeno Por la hipotesis inductiva Po,Pl,o •. o,Pn_l
serian continuos en el origen. Debemos, pues de-
mostrar (*)0 Sea f la n-forma simetrica que gene-
ra a p 0 En virtud de (12), §2 (E), podemos escrin
biro
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es una funcion constante.

Ademas

es la suma de 2n expresiones de la forma

n+p
(-1) p(x. +x. + ••• +x. )11 12 1p

(ver (10), § 2 (D), con x = 0). Cada una de estas
funciones es continua en u=(O,O, ••• ,O) si p es con
tinuo en el origen, puesto que

(x1,x2' •.•. ,x )~ x. +x. + ••• +x.n 11 12 1p

es una f .~ . d x" X· XunC10n cont1nua e en Sl es un es-
pacio vectorial topologico ••

En realidad, 10 que hemos demostrado es que
la n-forma f(x1,x2, ....,xn) es continua en u = (0,
.... ,0). Pero, en general

PROPOSICION (ii). Una r-6o~ma ~ e~ continua eK
u = (0,...,0) ~i Y ~6lo ~i el polinomio homoglneo
que.gene~a e~ continuo en el o~igen.

Ya que Pr = Lf. Y, r .....y(x) = (x ,.... ,x) (r veces
rx) es una funcion lineal continua de X en X • Aho-

ra demostraremos:

PROPOSICION (iii). Un polinomio p : X ~ Y e~
continuo en el o~igen ~i y ~6lo ~i e~ continuo en
cada punto.

Podemos suponer que p es homogeneo de grade n. Sea
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�la n-forma que genera a p y supongamos que p es
continuo en x = o. Sea Xo eX. Entonces podemos
escribir para todo h c X

= ~(xo,xo,.o.o,xo)
n n

+ L (k)\f>(xo,xo, ..•. ,xo,h,h, ••.. ,h).k=l .... _ ' .. _ ~
n-k k

Por cQnsiguiente,

(xo,.o .• ,xo,h, .... ,h).
.... --- ,; -----....---

n-k k

La continuidad de

en (0,0'.00,0) garantiza la continuidad de p en xoo
En efecto, si W es una vecindad de cero en Y, sea
W' tal que W'+W'+oo.o+W' (n veces )£ W 0 Para cada
k existe Vk(O) en X tal que

implica (~)f(xo, .•• o,xo,h,o •.. ,h)CW'.
.... .....".. "----"'----

n-k k

Sea v=0Vk. EntonceshE:V implicap(xo+h)-p(xo)
est§ en W. Hemos as! de~ostrado (iii). •

Bo Continuldad uniforme sobre acotadoso Demos-
traremos en primer lugar,

PROPOSICION (iv)o Si p : X ~ Y e~ eontinuo en
el o~igen, entonee~ p e~ uni6o~memente eontinuo en
todo ~ubeonjunto aeotado de x, donde X y Y ~on e~
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pacio~ vecto~iale~ topol6gico~ ~ob~e K.

Para demostrar esta pr-oposLc ISn , sea A eX acota
do y sea ~ la r-forma multilineal que genera a p.
Sean x,x' elementos de A. Entonces,

( * ) p ( x ) - p ( x') = 'f (x , x , •• 0 , x ) - "P( x ' x ' , ••• , x' )

= ''!'(x-x',x, ..•• ,x)+'f(x' ,x-x' ,x,
••.• ,x)t'P(x' ,x' ,x-x' ,x, .•• ,x)
+ ••• tf(x' ,x' ,•.• ,x',x-x').

Sea W = WeD) una vecindad de D en Y. Entonces exis
te una vecindad V' = V'(D) en X y una vecindad
W'(D) en Y tales que

(V' xV' x ••• xV' ) <; w' , W'tW't ••• tW'~W.

Como A es ac o t ado , existe A > D tal que AA c;: V'.
Sea V = A r-1V' . Sean ahora x y x' en X tales que

x , x'E:.A, x-x'~ V ,

entonces r-lx-x' = A z , Z E: V' Y pOl' tanto

'f(x-x' ,x, •.• ,x) = 'f(Z,AZ, •••• ,AX) C w'
ya que (z, AX, •••• ,AX)€:V'XV'x ••• »v "; En forma si-
milar se demuestra que \f(. 0.) E:. W' para cualquiera
de los sumandos aparecen en la expresion (*). POl'
consiguiente, hemos demostrado que

p (x ) -p (x ' ) E: W' tW' to ..... W' ~ W----~-_-/
I' veces

cadavezquex,x'~A y x-x'eVo
uniformemente continuo en A. I

En s uma , p es
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La reciproca de la proposicion (iv) no es ver-
dadera como 10 demuestra el siguiente contrajemplo.
Consideremos el operador T : t2 ~ t2 definido por

e
T(e ) = ~, T(lx.e.) = tx.T(e.).n n ~ ~ L ~ ~

Definimos la forma bilineal~: t2 ~ R, 'P(x,y) =
<Tx,Ty> que general el polinomio de grade 2/P(x)
= <Tx,TX> = ~Tx~2, Ahora, t2 con la topologia d~-
bil es un espacio vectorial topologico que denota-
mos con X y P : X ~ R es uniformemente continuo

2 2sobre acotados ya que T : t ~ t es un operador
compacto (ve r la pr-oposi cLdn (ii), §4 (G». Demos-
tremos que p no es continuo en el origen. Si 10
fuera, existiria una vecindad V(O) tal que Ip(x)1
< 1 para todo XCV. Sean u1,u2" ..,uh yo> a
t~les que V = {x : luk'ul < oj (k = 1,2, .... ,h).
Entonces [u .• x ] < 0 (i = 1,2, .•..,h) implica~
Ip(x)/ < 1. Sea xf: ~ Ker(ui), x ¥ O. Entonces
para todo A > 0

I p ( Ax ) I = A 21p ( x ) I < 1,

y por consiguiente p(x) = O. Este es una contra-
diccion ya que p(x) # 0 si x ¥ o.

En ciertos casos la reciproca de la proposicion
(iv) si es verdadera. Por ejemplo, si la topolo-
gia de X admite una vecindad acotada de cero enton-
ces toda funcion continua sobre acotados es conti-
nua en x = o. Supongamos que A es una vecindad
acotada de cero, f : X ~ Y continua al restrin-
girla a todo acotado. Entonces, dada la vecindad
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W(O) en Y existe V' (0) en X tal que f(V' nA)C Wo
Sea V = V' n Ao Entonces f(V) C W y f es continua
en x = 00 Por supuesto, los espacios normados son
los unicos que admiten vecindades acotadas de cero
entre los espacios localmente convexoso

Co Pol inomios en espacios normados. En general
podemos afirmar que

PROPOSICION (v) , s: X,Y .60n EoVoT.lJ p : X-+Y
e.6 un polinomio continuo, entonce.6 p t4an.6604ma con
junto.6 acotado.6 en conjunto.6 acotado.6o

Si P es homogeneo de grado r entonces p(AX) :::
rA p Lx ) , Sea AcX acotado, B ::: p(A) y W = W(O)
en Y. Entonces existe V(O) = V en X tal que ,p(V)
<;:Wc Sea A tal que AA<;:Vo Entonces p(AA) :::Arp(A)
~ p(V) <; W y B es acot ad o , I

La recfproca de (v) no es cierta en generalo
Por ejemplo, sea X :::i2 con la topolog!a debil,

2Y = icon la topologia de la normao Entonces
p X -+ Y, p(x) :::x para todo x, transforma aco~
tados en acotados perc no es continuoo Sin embargo
pa~a espacios normados se tiene:

PROPOSICION (vi) 0 Sea p : X -+ Y un polinomio,
X un e.6pacio n04mado, Y un EoVoTo Entonce.6 p e.6
continuo .6i lJ .66lo .6i p e.6 acotadoo

La demostracion de (vi) es por induccion. Es
claramente cierta si p es un pOlinomio de grade ce
roo Supongamos que es cierta para polinomio de
grade ~(n-l)o Escribamos
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Sea ~ la n-forma que genera a Pn. Entonces pode-
mos escribir (ver (12) §2 (E)).

Ahora, la n~sima diferencia de p se puede escribir
. ncomo la suma de 2 expresiones de la forma

n-k(-1) p(x. +x. +.o.+X. )~1 ~2 ~k

puesto que ~x o··~x p(x) = ~x ...~x p(O) para todo
1 n 1 n

x (ver (10), §2 (D)). Ahora, si ACX es acotado
entonces cada funcion de este tipo transforma An
en un conjunto acotado en Y. Hemos as! demostra-
do que ~(An) es acotado si A es acotado. En par-
ticu1ar, sea A = { x : II x ~ s
vecindad de cero en Y. Como

1} Y sea W = W(O) una
H = f(An) es acotado,

nSea V = (II)Ao Enton-existe A > 0 tal que AH ~ W.
ces

10 que demuestra que ~ es continua. Por tanto pn
es continuo en x = 00 Por la hipotesis de induc-
cion q = p-p es continuo en x = 00 Luego p=q+pn n
es continuo en x = o. I

1•• Kh XD. Po InomlOS en ~. En general, sea X un
E.V.T.de dimension fin ita sobre K. Entonces X es
Kh• Si e1,e2,00.eh es una base de X, todo x se
escribe como
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Si P es un polinomio homogeneo de grade r y ~ esr r
la r-forma que 10 general entonces

p (x) = ~(x,x, ..•,x)r ~ ...
r veces

"P(ea(l)'·

."1ea(r»

donde a es una funci6n {1,2, ••.,r} en {1,2, •.•,h}.
Por tanto p es acotado. Podemos concluir enton-

r
ces:

PROPOSICION (vii) 0 Todo polinomio p

e~ acotado y po~ tanto continuo.

§4. CONTINUIDAD DE POLINOMIOS EN LA TOPOLOGIA
DEBIL.

Ao Cuatro tiposde polinomios. Sean X,Y EoV.T,
sobre K. Vamos a considerar en X tres topologias di
ferentes:

1. La topolog1a inicial dada en X que denotare-
mos por T. 0 El espacio de las formas lineales con

~n
tinuas de X en K (respecto a esta topologfa) es el
espacio de los polinomios continuos p : (X,T. ) ~~n
(Y,T. ) 10 denotamos por 1'(X,Y).. ~n

2. La topologia debil en X que denotaremos por
Td. Es la menor topolog!a en X que asegura la
continuidad de las U E: X' 0 Una base de vecindades
de Td en x = 0 se obtiene
...,uhC E', se define V(O)
xE:X tales que lu.·xl <£~

as!: dado £ > 0 Y u1,u2,
como el conjunto de los
(i = 1,2, •.•,h).

Los polinomios continuos p : (X,Td) ~ (Y,T. ) son~n
los polinomio~ debile~ 0 polinomios de tipo finito.
Estos pOlinomios fueron introducidos por el aut or
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en [5J Y luego investigados sistematicamente por
R.M. Aron y J.B. Prolla en [6]. Los polinomios de
biles los denotaremos por Cf d (X, Y) .

3. La topologia Tda 0 topologla dlbil ~ob~e
acotado~. Un conjunto es abierto en esta topologia
si su Ln t erseccLo n con todo conjunto acotado A C X
es abierto en la topologia debil relativa de A.
Una funcion f : X~ Y es continua en esta topologia
si para todo conjunto acotado AC X la restriccion
flA : (A,Td) ~ Y es continua, considerando en A
la topologia debil relativa. Los polinomios que
son continuos en esta topologia los denotamos por
fda(X,Y). Son los polinomios que denominaremos po-
linomio~ debile~ ~ob~e acotado~.

4. Finalmente, consideramos los polinomios que
son uni6o~memente debile~ ~ob~e acotado~. Se trata
de los polinomios p cuya restriccion 0 cualquier
acotado A con la topologia debil relativa (A,Td)
es una funcion uniformemente continua. Denotaremos
a estos polinomios por 1uda(X,Y).

Entre estos polinomios se dan las inclusiones
siguientes:

'J'd(X, Y )~ l'uda (X, Y )<; l'da (X ,Y )
fd(X,Y) ~1(X,Y).

Si X es un espacio normado se tiene:

Si X es de dimension finita, la igualdad se da en
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todos los casos. Las inclusiones anteriores se de-
ducen de las proposiciones demostradas en la sec-
cion anterior.

B. Caracterizacion de los pol inomios. "d(X,Y),
Diremos que un pOlinomio homogeneo Pk : X ~ Y es
de t~po 6~n~to si existe un operador lineal conti-
nuo T : X ~ X tal que

0) T2 = T, esto es, T es una proyeccion
(1) T es de range finito, esto es, dim T(X) < 00

(11) Pk = PkoT.

Ahora, diremos que un polinomio

de X en Y es de t~po 6~n~to si cada polinomio homo-
geneo Pk (k = O,l, ••• ,n) es de tipo finito.

La proposicion siguiente se debe a R.M. Aron y
J.B. Prolla [6; p.7], aunque ellos solamente la
enuncian para polinomios homogeneos.

PROPOSICION (i). Una cond~c~6n nece~a~~a y ~a-
6~c~ente pa~a un pol~nom~o p : X + Y ~ea de t~po
6~n~to e~ que p ~ea cont~nuo en el o~~gen ~e~pecto
a la topolog~a dlb~l en X (~e debe ~upone~ que Y
e4 un e~pac~o no~mado).

La condie ion es claramente necesaria. En efec~
to, supongamos que p es de tipo finito y que p = Po
+Pl+ ..• +Pn' Si p. = p ..T. entonces x .....T.(x) es~ ~ ~ ~
continua de (X,Td) en (X,Td). Ahora, como Ti(X)
es de dimension finita, la restriccion de la topo-
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logia Td a Ti{X) coincide con la topologia inicial.
En consecuencia, po es continuo de (X,Td) en (Y,To ).1 1n

Para demostrar que la condicion es suficiente,
esto es, que si p es debilmente continuo en el ori-
gen entonces es de tipo finito, necesitamos unos
resultados elementales que enunciaremos como lemas.
Estos lemas son bien conocidos y los demostraremos
simplem~nte para dar mayor claridad a la exposicion.

LEMA 10 Sea E un e~paeio veeto~ial topol6gieo
if ~ean u1,u2,.oo,un en E' linealmente independien-
te~o Entonee~ u e~ una eombinaei6n lineal de lo~

n
u.~,( if ~6lo~,( u Cx ) = 0 pa~a todo xC n Ker{u.)o
1 i=1 1

Es claro que six €: nKer (u.) y u es una combi-
1

naci6n lineal de los u. entonces u{x) = 00 La de-
1

mostracion de la reciproca es por inducciono Para
n = 1 es verdadera: sea Xo E: E tal que u1 (xo) 'f. 0;

entonces todo xC E se puede escribir como

Y Ker{u.).
1

As! que u = aU1 con a = u{xo)!ui{xo)' Supongamos
ahora que la proposicion es cierta para (n-1). En-
r cnc ee para todo ]0 existe un x . c n Ker Cu , ) tal

] 0 = . 1
( • J J ....que uo{x.) 'f. 0 de 10 contrar10, por la h1potes1S

] J
de inducci6n, Uo ser1a una combinacion lineal de

]

u1,u2'ooo,u. 1'uo 1""'u)o Podemos suponer que]-]+ n
u.{x.) = 1 para todo j, as! que u.{x.) = eSoo. Es-] ] J 1 1]

cribamos
Y = x -

n
L u.{x)x.
i=1 1 1

(x C E)

Entonces uj{Y) = 0 (j = 1,2, .•.0,n). Por hipotesis

293



U(y) = 0 y en consecuencia
n

uf x ) = l u.(x)u(x.)
i=1 ~ 1

n
l u Ix i Ju .•

i=1 1 1

LEMA 20 Sea E un e~pac~o vecto4~al topol6g~co
y ~ean u1,u2, ..o,un en E! l~nealmente ~ndepend~en-
te~. Entonce~ ex~~ten x1,x2' •.•• ,xn en E tale~ que
u , (x.) = 0 ..• Ademtf.~,xo do x E: X puede exp4e~a4~ e

J ~ 1J
como

para todo x E: E, esto es, u = •

n
x = I u.(x)x.+x'

i=1 ~ 1
,

n
x' E:: n Ker (u .) e

i=1 ~

Demostremos el Lema 2. POl" el Lema 1, para al-
glin x c n Ke I" ( U 0) sed ebe cum p1 i I" U. ( x ) #- o. Sea

~ J
XoE: 0 Ke r Lu , ) tal que uo(x.) = i . Entonces

J i ..j 1 J J
uo(X.) = 0000 Sea xE:E yescribamosJ 1 1J

n
x' = x - I Uo(X)Xo

i=1 ~ 1

Entonces u.(x') = 0
J

LEMA 30 Sea E un e~pac~o vecto4~al topol6g~coo
Entonce~ la~ vec~ndade~ de ~e40 de la o04ma V =
j~1 u~1(H), donde u1,00.0,un en E' ~on l~nealmen-·
te ~ndepend~ente~ y H e~ una vecindad de ce40 en Ki
604man un ~i~tema 6undamental de vecindade~ en el
o4igen de la topologla dlbil Tdo

Sea V una vecindad de 0 en la topologia Tdo
Entonces existen E > 0 Y v1,v2,000o,vm en E' tales
que x c v si y solo si Ivo(x)1 < E (i = 1,2, .. 0,mL

1
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Sean {v1,v2, •.•,vh} un conjunto maximo de elemen-
tos linealmente independientes en {v1,v2, ..•,vm}
(h < m) y sea W el conjunto de los x E tales que
Iv.(x)1 < ~ (i = 1,2, •.• ,h), donde ~ sera determi-J.
nado luego en funcion de E. Ahora,

h .
v.= LA~V., l~j~n) i=l J. J.

Y por tanto,
h .

.$. r IA~"V.(x)1 ~ M.~i=l J. J. )
(xE:.W)

h •
donde M. = I ~~I. En consecuencia, si ~ < min) i=l J.
{ElM.} se cumple que Iv.(x)1 < E para todo xE:W y) )
todo j, esto e s , W ~ V. I

Vamos a demostrar ahora la segunda parte de la
proposicJ.on (i). Sea p = Po+Pl+oo.+Pn un polinomio
de X en Y debilmente continuo en el origen. Enton-
ces cada Pk es debilmente continuo en el origen
Prop.(i), §3 (A». Para efectos de la demostracion
podemos suponer entonces que p es un polinomio ho-
mogeneo de grado ho

Por la continuidad de~, existe una vecindad
debil V = V(O) tal que x€:V implica IIp(x)II~ 1.

Por~ Lema 3 podemos suponer que Vesta determina-
da por u1 51 u2 51 •• 0 51 un E: X' 1 inealmente independ ientes
y por cierto n > 00 Se tendria entonces

luo(x)1 < nJ. (i = 1,2, 0 0 o,n) implica IIp(x)II~1.

Por el Lema 2 exist en xl ,x2' 0 0 0 ,xn E: X tales que
u 0 (x 0) = ~ 00 Y todo x E: X puede expresarse comoJ.) J.)
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n
x = L u.(x)x.+x'

i=1 l. l.

Definimos ahora

T x .. x, T(x) =
n
L u.(x)x.

i=1 l. ].

2Entonces T = T puesto que T(xo) = x. para todo j
J J

y T es de range finitoo Resta demostrar solamente

que p Ix ) = p(T(x» para todo x c'X. Demostraremos

en primer lugar que p Cx ) = p(T(x» si x€::V. Sea

x'E:nKer(u.), x ' '#0, yseaAE:Ro Entonces,
l.

u.(T(x)+Ax') :;: u.(T(x» :;: u j Ix )
J J J

y por cons iguiente xCV impl icaT (x) +AX' E: V para

todo AE: R. Por tanto x C V implica Ip(Tx+AX')" ~ 1

para todo A E: R 0

Por otra parte, si ~ es la n-forma que genera

a p

p ( Tx +Ax') = 'f (Tx +Ax ' , ,0 •• , Tx +Ax' )

= p(Tx) + ~(A, x,x')

donde ~(A,X,X') es un polinomio en A de R en Y de

la forma

(boeY).
l.

Este polinomio es acotado en R puesto que

Pero esto solo es posible si ~(A,X,X') = c (cons-

t an t e L, Mas como ~(O,x,x') = 0 entonces ~(A,X,X')

= 0 para todo A. Hemos as! demostrado que x ~ V

implica p(Tx+Ax') = p(Tx), A t::R.

Ahora, x E:. V puede escribirse de la forma x = Tx
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+ x' y por consiguiente p(x) = p(Tx+x') = p(Tx).
Para concluir la demostracion, supongamos que

x 1: V. Entonces existe a ~ K, a-#. 0 tal que ax €: V.
Ahora,

p(ax) = ~(ax, ..•,ax)= an~(x,x,o ••,x) = anp(x)

p(ax) = p(T(ax» = ~(aT(x), •••,aT(x» = anp(Tx)

y por c6nsiguiente p Cx ) = p(Tx) para todo x ex .•

Observaci6n. La condicion'~ es un espacio nor-
mado"en la proposicion anterior no puede ser omit!.
da. Si Y es un espacio normado y consideramos en Y
la topologia debil, entonces id : Y + Y es un po-
linomio de grado 1 continuo de (Y,Td) en (Y,Td)
que no es de tipo finito.

C. Pol inomios deb! les y pol !nomlos compactos.
Si E Y F son E.V.T.sobre K, diremos que p : E + F
es un pol~nom~o compacta si para todo subconjunto
acotado ACE se tiene que peA) es un subconjunto
compacto de F.

Un polinomio continuo f : E + F es ~ompacto
en los siguientes casos especiales:
1. Si dim(E) < 00 •

2. Si peE) esta en un subespacio de dimension fi-
nita y p transforma conjuntos acotados en con-
juntos acotados.

3. Si P = goh donde g : E + F es continuo y
h : E + E es compacto.

Pero naturalmente, hay muchos polinomios compactos
que no son de los tipos anteriores. Por ejemplo,
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el polinomio de grade 1

2 2P : R.. .. R.., pee ) =n

en
n

y p(Ix e ) = Ix pee ), es compacto pero p({x :n n n n
~x~ ~ 1}) no est~ contenido en ning6n subespacio
de dimension finita.

En general, no podemos afirmar que los polino-
mios compactos son uniformemente debiles sobre aco
tados. Por ejemplo, el polinomio

2P : R.. .. lR,

es compacto. Sin embargo, no es debilmente conti-
nuo sobre la bola A = {x Ix~ ~ 1} ya que si en~R..2
es e (m) = 0 , entonces e .. 0 (Tdb) perc p(en)=1

n nm n
para todo n. La reciproca si es cierta ([7]; Lema
4.3 p.14):

PROPOSICION (i). (R.M.Aron) 0 Sean E, F e.6pac.i.o.6
vec.to~i.ale.6 topol6gi.c.o.6 .6ob~e K y P : E .. F uni.6o~
memente debi.l .6ob~e ac.otado.6. Entonc.e.6 p e.6 c.ompac.
to.

Demostremos esta proposicion. Sea W una vecin-
dad de cero en F y ACE acotado. Por La continui-
dad uniforme, existe una vecindad debil V(O} = V
en E tal que

(*) x , yeA, 'x-y~V implica p(x}-p(y)e::W

Supongamos que V = {x :IU"xl < o} (i = 1,2, .•• ,n).~
Entonces la condicion anterior se expresa asi:

lu.(x-y}1 < 0~ (i = 1,2, ... ,n)

implica p(x)-p(y) e:: W
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La funci6n g : E + Kn definida por

x...... h( x ) = (u 1(x) , ••• , un (x ) )

es continua. Ademas g(A) es acotado y por tanto
n nprecompacto en K. En K consideramos la norma

~xr = sup{lx11, ... ,lxnl}. Por tanto existen b1b2, .
••,brE:g(A) tales que para todo bE:g(A), lib-b.1<<5

. ]

(j = 1,2, •••,r). Sea aof:A tal que g(a.) = b , y. J J J
sea a(;A. Entonces !g(a)-g(a.q < <5, esto es,

J
luo(a)-uo(ao)1 = lu.(a-ao)1 < <5 para todo i = 1:;2,

1 1 J 1 J
••.,n y para algun j. Luego si a E:A, e.xiste aj
tal que a-ajE: V y, en consecuencia, en virtud de
( * ) , p(a )-p(a 0 ) E: W, P ( a )E: W+P (a . ) . Hem0 s aside -

J J
mostrado que {W+p(a.); j = 1,2, .••,r} es un recu-

J
brimiento fin ito de peA). Como W es una vecindad
arbitraria de cero en F, concluimos que peA) es
precompacto. Hemos asi demostrado que p es compa~
to. •

Observac ion: Hemos supuesto que ACE es acota-
do en la~pologia inicial y ello implica que A es
acotado en la topologta debil. Por tanto g(A) es

nacotado en K •

Para polinomios de grade ~ 1 R. Aron y J. Pro
lla demostraron ([6J, Prop.2.5):

PROPOSICION (11). Sean E y F e~pacio~ no~mado~
y p : E + F un polinomio de g~ado < 1. Entonce~ p

e~ compacto ~i y ~61o ~i p e~ uni6o~memente d~pil
~ob~e acota.do.6o

Hay que demostrar solamente que si p es compacta
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entonces p es uniformemente continuo en todo aco-

tado A = {x : Ilx~ ~ rL Sea B = {x : Ilxll ~ 2r} •

Como p(B) es precompacto, existen y1'y2' •••• 'yn en
n

p(B) tales que p(B) C U (y .+W) donde W :: {y :
E i=1 ~

/I y I < 3} • Ahora,

[v] = sup I j u e y ] : Ilull = 1, UE:F'} (YE:F).

Por tanto, para cada y. existe U.E F' tal que~ ~

Sea yCp(B). Entonces existe y. tal que IIY-Yill<~,~
asi que

lv ] IIy-y 0 +y·1I < ly-yJ+IYi~ -s 2E Iu 0 • Yo i 0= "3 +~ ~ ~ ~

Por otra parte,

lu··y·l:: lu.(y.-y)+uooy/ ~ E3 + IU;eY/o
~ ~ ~ ~ 1 •

Hemos asi demostrado que para todo s « p(B) existe

U.E: F' tal que Iyll ~ E + lu .• yl 0 Sea v , :: U. 0 p ,
~ ~ 1 1

Entonces v , E: E' (i = 1,2, ••• ,n). Sea V la vecindad~

V = {xE:E: Iv .• x ] < E}~ (i = 1,2, •••• ,n)

y sean x,x' E: A tales que x-x' E: V. Entonces x-x'E:B

y por tanto existe u. tal que /p(x-x')1 ~ E+
1

lu .• p(x-x')/ ~ E + Iv .• (x-x')I·~ E+E:: 2E. Hemos~ ~
as! demostrado que p es uniformemente continuo en

to d 0 a cot ado A =. {x : II x" ~ r}.

§5. LOS POLINOMIOS UNIFORMEMENTE DEBILES SOBRE
ACOTADOS.

A. La correspondencia<~~ T. Denotamos por

fr(x,y) al conjunto de los polinomios homogeneos de
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grado r de X en Y. En esta seccion analizaremos la
correspondencia

p .... T : fh+l(X,y) -to t(X,1h(X,Y»

T(x).(z,z, .•.,z) = (x,z,z, ...,z)
""-...._------"

h

donde ~es la forma multilineal simetrica que ge-
nera al 'polinomio p , Con mayor generalidad y pr~
cisi5n, sean X1,x2, •••,Xh+1 espacios vectoriales

h
t opoLdg Lcos sobre K, Z = IT x . y (J la coLeccLon de

. i =1 ]. ..,b,.
subconjuntos de Z de la forma A = .LLA., dondeh i=l].
A. E: X. es acotado. El espacio t(J(rrx. ;y) es el

]. ]. ].

espacio de las formas multilineales con la topolo-
g1a de la convergencia uniforme sobre los conjun-
tos de (J. Si

es una forma multilineal, entonces a ~ le corres-
ponde el operador lineal

h n
T: Xh+1-'i>;f(J(TTx.; y)

i=l ].

definido por

En 10 que sigue nos proponemos analizar la con
tinuidad uniforme sobre acotados en la topologia
debil de ciertos polinomios. Para ella necesita-
mos demostrar la equivalencia de las proposiciones
siguientes:

(I) T e~ dlbilmente continuo ~ob~e acotado~.
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( I I) Pana. :to do A C Z ac.o xado , :to do B C xh + 1 'lc.o:t~
do y :tod'l vec.indad W(O)c Y, exi~:te una vec.indad dl-
bil en xh+1 :tal que 'P(A x VnB)<; w.

Recordemos, para efectos de-la demostraci5n,
que eh una vecindad t1pica en t~(Z,y), h donde
Z = IT x. 0 S i A. ex. es acotado, A = IT A. Y W esi=l 1 1 1 i=1 1

una vecindad de Y, entonces

H(A,W) = {u:Z'" Y : u(A)C;W}.

Demostremos que (I) implica (II). Por la cbntinui-
dad de T sobre acotados, dado H(O) = H(A,W) existe
una vecindad deb f l, V = V( 0) en Xh+1 tal que x E:V n B
implica TxcH, esto es, Tx·x = 'f>(z,x)c W para to-
do z e:s y todo xE:Vn B. Luego (I) implica (II).
El razonamiento anterior es totalmente reversible,
as! que (II) implica (I)o

B. Una caracterizaci5n de los pol inomios uni~
formemente debiles sobre acotados. Lo dicho en la
subseccion (A) nos permite caracterizar los polin~
mios uniformemente debiles sobre acotados. Supon-
dremos que X. = E (i = 1,2,ooo,h+1) y que Y = Fe

1

S"i pE:fh+1(E,F), sea'fla forma multilineal simetri
ca correspondiente. Tendr1amos entonces el opera-
dor

T E'" £~(E,F)

definido por

( 2 ) Tx·z = \..f>(z,x),

.... --h veces
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PROPOSICION (i). p e~ uni6o~memente dlbil ~ob~e
ac.ot.ados ~i IJ ~6lo ~i T e~ dlbilmente c.ontinuo .6ob~e
aaotiuio« .:

Supongamos que T es debilmente continuo sobre aco-
tados. Entonces la condicion (II) se satisface no
solamente en la variable (h+1) sino en cualquier
variable. zi debido a la simetria de 'Po Por tanto,

(fd dado ~ BeE ac.otado IJ W( 0) = Wc F, e'Xi~.f.e
unavec.indad dlbil vr o i tal que 'f(BxBxo •• xt s ri v )«

B ••• xB)<; W e

(hemos hecho A1 = A2
DC E acotado y sean

= ••• = Ah = B en (II».
x,x'E:.D. Escribamos

Sea

p ( x ) - p ( x ! ) = 'P ( x , x , 0 0 0 , x ). - ."P ( Xi, X " 0 •• , x' )
~...._-,.....---"" "~,,,
(n+1) veces ..(h+1) veces

= '-P ( x ...x ' , x , 0 0 x , x ) + \f( x' ,x - x' , x, 0 0 , x , x )

+ 'f( x ' , x ',x-XI, 0 0, x,x )+ 0 • 0 +4'< x ' , X I,

...,x',x-x').

Sea B un conjunto acotado que contiene a D y las
diferencias x-x', X,XI~ Do Entonces, para este B
y W(O)c F existe la vecindad V especificada en
(*) tal que

~ ( B XB x 0 0 0 x ( B n V) x BX 0 0 • XB ) c; WI

donde W'+WI+ooo+W'C Wo En consecuencia, dada una
..... 'V'" ,,-

(h+1) veces
vecindad W( 0) en F y un acotado DeE, existe una
vecindad debil V(O) en E tal que x,x' € D Y x-x' E: V

303



implica p(x)-p(x' h~:W'+W'+ ••.+W' <; W.
" 'V ,-(n+l) veces

Supongamos ahora que p es uniformemente debil sobre
acotados y demostremos T es debilmente continuo so-
bre acotados. Sea H = H(O) una vecindad en £~(E,F).
Entonces H es de la forma

H = H(A,W) = {u:Z ....F : u(A) <; W}

donde Z = ExEx .••xE (h veces), A = AlxA2x .••xAh '
con A.CE acotado, y W es una vecindad de cero en~
F. Tenemos que demostrar que para todo BeE acota-
do y toda H existe una vecindad debil V(O) = V en
E tal que

x,x' E:B, x-x' E:V implica Tx-Tx' E: E.

Esta afirmacion es equivalente a

x,x' E:. B, x-x' E:: B implica (Tx-Tx')z =
Tx.z-Tx'·zE:W para todo ZE:AcZ.

Ahora, debe tenerse en cuenta que

Tx·z-Tx'·z = "P(z,x) - 'fl(z,x')

y por tanto todo consiste en demostrar que

(,tete) Pa.lla todo x,x' c B, x-x' E:' V, fJ todo z E: A
~ e. c.umple. If ( z , x ) - 'f ( z , x' ) E: W.

Ahora, la c.ontinuidad uniforme de p sobre aco-
tados en la topolog1a debil implica que ~ es unifo~
memente continua sobre acotados en la topolog1apr~
ducto. Por tanto ~ es uniformemente continuo sobre

que
Luego existe una vecindad debil V(O) en E tal

( u , x ), ( v , x' ) E: A,X B , u . - v . E:V (i = 1,2,•••,h )~ ~
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Y x-x'£V implican \,(>(u,x)-'P(v,x')E:W.Por tanto
(**) se cumple si x-x' ~ V con u = v = z. Hemos
concluido la demostracion. -

h+1De nuevo sea p~rp (E,F) Y sea T el operador
definido por (2). Entonces

PROPOSICION (ii). Si T e~ compacto, entonce~
Tx~1'h(E,'F) e~ uni60Jlmemente dlbil ~obJle aeo xado s
paJla x E: E.

En efecto, si T es compacto entonces T es uni-
formemente debil sobre acotados (prop.(ii), seccion
4 (C». Por tanto ~ seria uniformemente debil so-
bre acotados por la proposicion anterior. Sea
XoE: E, B = {xo} en (**>0 Si u, VE: A, u.-v.e:::V,

~ J.

se concluye que

esto es,

10 que demuestra la proposicion.

C. Los pol inomios '(Co,F). Aqui Co es el espa-
cio de Banach de las sucesiones en K que convergen
a cero con Ux" = SUP{IXil i = 1,2, ..• ,}. El
dual de Co es (Co)' = 11, el espacio de las suce-

co

siones de K tales que t Ix,l < COo Un conocidon""l J.

teorema de Banach ([a ;po137]) nos dice que una su
cesien (xn) en 11 converge debilmente a x si y so-
lo si converge en la topologia de la norma a x.

En esta seccien consideraremos espacios de Ba-
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nach que satisfacen la propiedad

(A) si Y solo si x +x( T. )n l.n

donde Td es la topologia debil y T. es la topolo-l.n 1
gia inicial (topologia de la norma). El espacio t

satisface la propiedad (A). En primer lugar demos
traremos el teorema siguiente que atribuimos a R.
Bonic [9J

PROPOSICION (iii). Si F e~ un e~pacio de Banach
que ~ati~6ace ia p~opiedad (A) entonce~ todo poiin~
mio P€:1'(Co.F) e~ dlbiimente continu.o~ob~e aeoxa-
do s •

La demostracion de esta proposicion depende de los
Lemas siguientes

LEMA 1. Si F e~ un e~pacio de Banach que ~ati~-
6ace ia p~opiedad (A) entonce~ i(Co,F) tambien ~a-
ti~6ace ia p~opiedad (A).

Para demostrar el Lema 1 sea ~n+O(Td) en
t(Co.F) y demostremos que ~n+O(Tin)' Para ello
basta demostrar que para toda sucesion acotada {x }-n
en Co se cumple ~ ·x +0 en F. Por la propiedad (A)n n
bastaria demostrar que ~ ·x +O(Td) en F. Sea P €:F'.n n
Entonces,

I < 'f x •p> I = ~< X • f* p> I ~ "x II· II'f" p ~ ~ Milt p IIn n n n n n n
d d ~ C + F ~* F' + (Co)' = n1•one T. : 0 • 1 : A-n n
face la propiedad (A). para demostrar

1 ~*en t • basta demostrar que TnP+O (Td) en
q c (t 1), Y consideremos la forma lineal

n 1 .Como A- satl.S
*que II'fnPII- + 0

R.1. Sea
continua
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If~<'f*p,q> = Ap,q(lD) de -'I(C F) en KT oL 0' •

Como ~n+O(Td) en t(Co,F) entonces

<~*p,q> + 0 para todo qE: (R.1),
n

*10 que demuestra que ~nP+O(Td)' Hemos as! conclui
do la demostracion del Lema 1.

LEMA 2. Si F ~a~i~6ace !a p~opiedad (A) en~on-
ce~ £n(Co,F) ~ambiln ~a~i~6ace !a mi~ma p~opiedad
~, en con~ecuencia !o~ po!inomio~ homoglneo~ de

ng~ado n f (Co,F) ~ !o~ polinomio~ f(Co,F) ~a~i~6a
cen !a p~opiedad (A).

La segunda parte de la proposicion se deduce
de la primera puesto que existe un isomorfismo en-
tre los ~linomios de grade n y las formas multili-
neales simetricas de grade ne Demostremos enton-
ces la primera partee La proposicion es cierta p~
ra n = 1 por el lema anterior. Supongamos que es
cierta para n = he Entonces es cierta para n=h+1

ill ~h+1 .puesto que la correspondencia T* T de ~ (Co,F)
en i(Co,fh(Co,F» defin ida por Tx-(zl,z2, ...,zh)
= ~(zl,Z2, .•e,Zh'Z) es un isomorfismo y f(Co,th

(Co,F» satisface la propiedad (A) por el lema 1.-

Podemos ahora demostrar la proposicion (iii).
Podemos suponer que p es un polinomio homogeneo de
grade n. Como el dual de Co es separable, la res-
triccion de~ topologia debil a cualquier conjunto
acotado es una topologia 1-contable (cada punto p~
see una base enumerable de vecindades), hasta de-
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mostrar que

en implica pIx )-+O(T. ) en F.n l.n
5upongamos que la proposicion es cierta para n = h
(para n = 1 es claramente cierta por el Lema 1).
De nuevo consideramos el isomorfismo p~ T

Tx· (z,z, ••.,z) = ~(z,z, •••,z,x)
~""---v-----"
h veces

don de ~ es la forma simetrica que genera a p. En-
tonces

..._- ..........----'
h+1 veces

5i Xn-+O(Tdb)
puesto que T
y como {Tx }

n

hen Co entonces Txn-+O(Td) en 1 (Co,F)
es lineal. Por el Lema 2, Tx -+O(T. )n a n
es acotada,

, -+ 0

Luego p(x ) -+ O(T. ) en F. Hemos as! conclu!do lan l.n
demostracion. •

Finalmente consideraremos la pregunta siguien-
te: les todo pOlinomio debil sobre acotados unifo~
memente debil sobre acotados, es decir es fd(E,F)
= fda(E,F)? 5i E es un espacio de Banach reflexi
vo la respuesta es claramente afirmativao En el
caso particular siguiente tambien es cierta:

PROPOSICION (iv). S~ F e~ un e~pac~o de Banach
que ~a~~~6ace la p~op~edad (A) entonce~ todo pol~-
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nom-io p£l'(Co,F) e~ un-i6oILmemente d€.b-il ~obILe ace-
tado~.

Podemos suponer para efectos de la demostracion
que p es un polinomio homogeneo de grade (h+1).

hSea xn~O(Td ) en Co Y sea T : Co ~ l' (Co,F) el op~
rador lineal definido anteriormente. Entonces
Tx ~O(Td)' Como fh(Co,F) satisface la propiedadn ,
( A) entoncesT x ~ 0 (T. ). Co,m0 e1 duaId e C 0 esn a n
separable entonces T es debilmente continuo. Por
la proposicion (i) §5 (B), se concluye que p es
uniformemente debil sobre acotados.

Observaciones.

1. Siempre s~ tiene f~(E,F) =
ciones sobre E ni F.

sin restric

2. Si E es reflexivo1'd(E,F) =:1'da(E,F).

3. Si F satisface la propiedad (A) entonces
1'(Co,F) = 1'd(Co,F) = fda(Co,F).

***
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