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CONJUNTOS SECUENCIALMENTE CERRADOS

par

Xavier CAICEDO

§o Introducci6n. Decimos que un subconjunto A de
un espacio topologico de Hausdorff es ~eeueneial-
mente ee~~ado si el limite de cualquier sucesion
convergente de elementos de A esta en A. Todo sub
conjunto cerrado es secuencialmente cerrado; sin
embargo la afirmacion conversa no es valida. Por
ejemplo, en el espacio producto lRI con I no enume
rable el conjunto de las funciones f:1 + R que v~
len 1 en todas partes, excepto en algun subconjun-
to a 10 sumo enumerable de I, es secuencialmente

Tcerrado perc no es cerrado ya que es dense en R-.
Por otra parte, es bien sabido que en un espacio
l-enume~able (donde todo punta tiene una base enu-
merable de vecindades, v.gr. espacios metricos)
los puntos de adherencia de un subconjunto A son
Ifmites de suceslones en A y por 10 tanto un con-
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junto secuencialmente cerrado es cerrado (vease
[1J po217 0 [5J p.70)o

Union finita e interseccion arbitraria de con-
juntos secuencialmente cerrados es otra vez secuen
cialmente cerradao Por 10 tanto, los subconjuntos
secuencialmente cerrados de un espacio (X,y) con
topologia de abiertos Y constituyen los cerrados
de una topologia J(y), mas fina que Y ya que todo
Y-cerrado es J(y)-cerrado. La topolog!a J(y) fue
definida en [3J por Carlos Ruiz, quien inicia alIi
el estudio de aquellos espacios en don de todo con-
junto secuencialmenta cerrado es cerrado, es de-
cir donde J(y) = Y, llamandolos espacios o-enume~a
ble4. J(y) resulta ser la minima topologia O-enum~
rable mas fina que Yo El mismo autor caracteriza
las topologias O-enumerables como limites inferio-
res de familias de topologias 1-enumerables. Gui-
llermo Restrepo caracteri za en [2J las topolog!as
O-enumerables en X (llamadas all! topolog1a4 4eeuen
eiale4) como aquellas que hacen continua toda fun-
cion.f:X ~ Y que preserve limites de sucesiones
convergentes. Ademas, calcula la topologia J(y)
para ciertos espacios de Banach con la topologia
debil.

Sea AS 2A el conjunto de limites de sucesiones
convergentes de puntos en A. En espacios 1-enumer~
bles AS es la adherencia de A y por 10 tanto es se
cuencialmente cerrado, perc en general AS no tiene
que ser secuencialmente cerrado. En [4J Carlos
Ruiz da ejemplos donde
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A 1:ASCj. ASS¥. ASSS

o AS 'AsS 0y por 10 tanto n1 n1 son secuenc1almente ce
rradoso Su construccion puede generalizarse a
cualquier n < w para obtener cadenas de inclusio-
nes estrictas

(1)

ns ss •.• s ( )donde A = A n veces . Este fenomeno es
independiente de que el espacio sea O-enumerable

~ 1 .~ A AS .o no porque a operac10n ~ es la m1smu en
(XsT) y en (XsJ(T»s y si la cadena (1) se presen-
ta en (XsT) tambien debe presentarse en el espacio
O-enumerable (XsJ(T». Sin embargos
cios O-enumerables sucede que si Ans

secuencialmente cerrados entonces

en los espa-
o IJAns sonn<w

coinciden con la
adherencia A del conjunto Ao por 10 tanto cobra
importancia la pregunta del mismo autor en [4J de
si la union lJAns es secuencialmente cerradao

n<w

En este articulo mostramos q¥e la respuesta a
la ultima pregunta es negativa. En efectos cons-
truimos ejemplos de espacios O-enumerables en don-
de no solo el conjunto B = UAns no es secuen-1 n<w
cialmente cerrado sino que tampoco 10 son los ,con-
o . s ss U ns _ s ss U Brts_Juntos. B1sB1 s.ocs B1 - B2sB2,B2 s··· 2 - B3sn<w n<w
c.ot UB = C1SCs1So •. y as! indefinidamente. En

n<w n
generals ningun proceso enumerable que itere las
operaciones de tomar lfmites de sucesiones y de
unir los conjuntos ya formados produce un conjunto
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secuencialmente cerradoo· La formulacion precisa
de este resultado debe hacerse en terminos de or-
dinales. Definimos por recurrencia transfinita
para todo ordinal a:

LO(A) = A

La+1(A) = (La(A»s

La(A) = l)LY(A), si a es ordinal 11mite.
y<a

Por ejemplo, Ln(A) = Ans, LW(A) = ljAns
y

2 n<w
LW (A) = C1 en la lista anterior. Tenemos enton-
ces ACLa(A)CLS(A)C.A para a < S. En espacios
O-enumerables A coincide con el primer La(A) se-
cuencialmente cerrado. Sea w1 el primer ordinal
no enumerable, el resultado principal es el siguie~
te:

Existe un espacio O-enumerable ~con un
subconjunto A tal que La(A) no es se
cuencialmente cerrado para ningun
a < w1.

W1·
Por otra parte, puede mostrarse que L (A) es

siempre secuencialmente cerrado y por 10 tanto
coincide con A en los espacios O-enumerableso

En la seccion 1 damos algunos conceptos y re-
su Ltados basicos ·para el trabaj 0 posterior. En la
seccion 2 demostramos el resultado principal junto
con otros relacionados. Finalmente, en la seccion
3 damos una aplicacion, demostrando que existe una
cantidad no enumerable de topolog1as O-enumerables
no homeomorfas en el dominio de los naturales, y

planteamos algunas preguntaso
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§1 Noclones pre1 iminares. Una sucesi6n (x ) de pun- n -
tos de un espacio topo16gico X es eonve~gente si
existe un punta x E:. X tal que para toda vecindad
abierta V de x todos los terminos de (x ), excepton
un numero finito, estan en V. En tal caso se dice
que x eonve~ge a x, en s1mbolos x ~ x. En un esn n
paci~ de Hausdorff una sucesi6n convergente conyer
ge a un solo punto.

Un ~ Ub e~ p ae..i0 B de Xes un con jun t0 B C X con
la topologia relativa heredada de X. Es un ejercicio
elemental demostrar que si x y xn' n < w, son pun-
tos de B entonces

x ~ x en B .6,[ IJ ~6lo ~-i x ~ x en X . (1)
n n

Sea A un subconjunto de un espacio X, definimos:

AS = {x E:. X I x ~ x para alguna sucesi6n (x ) en A}n n

la adhe~ene..ia ~eeuene..ial de A en X.

A esMeuene..ialmente c.e.niuuio si AS = A.

X es O-Lnume~able si todo subconjunto secuen
cialmente cerrado de X es cerrado.

Si B es un subespacio de X y A <; B, la notaci6n
AS(B) indica la adherencia secuencial de A en el
espacio B.

LEMA 1. Sea B u.n ~ube~pae..io de X.

(a) S.£ A CB en.:tonc.e.~AS(B) :::AS(X)n B.
(b) S.£ A e6 ~ec.aenc..£almente c.e~~ado en x en.:tonc.e.~

A n B e6 .6 ec ,(ul.c..£almentec.e~~ado en B.
15



Vemol>tllac.i.6n. (a) Es inmediato de (1). (b) Su

ponga que A es secuencialmente cerrado en X y sea

(x) una suc e s Lon en AnB tal que x -+ xCB, en B,n . n
entonces por (1) x -+ x en X·, Y x E: A por hipote-n
sis, por 10 tanto x caPlB. !

Sean X., i c I, espacios t op oLdg Lcos disyuntos.~
Definimos el el>pac.i.o eopno due.t» 4,Xi como la union

~
(disyunta) de los X. con la topolog1a siguiente:~
S C Llx . es abierto si y solo si S n X. es abierto

- 1 ~ ~

en X. para cada i c I •~
De la definicion resulta que los

son subespacios abiertos y cerrados

Ademas tenemos que para S C J..LX. :
- 1 ~

espacios X..a
de llX .•

i ~

S el> c.eltltado 1>.(. tJ stit» 1>,( S n x , el> c.ellllado
~

en X. palLa eada i C I , ( 2 )
~

pues S es cerrado s1 y solo si .lLx.'\.s = ll.(x.'\.snx.)
i a i 1 .r 1

es abierto, s1 y solo s i cada X. '\.S fl X. es abi erto
~ 1

en X., es decir cada S n X. es cerrado en X.•
1 1 1

(a)

(b)

(c)

LEMA 2.
Si. c.ada x. el> Haul>doIL66 entonc.el> llx. Haul>doJt66.

1 ~ 1 .

Si. A.ex. entonc.el> (lLA.)s = .uA~(X.).
~- 1 iIi 1 1

Si. c.ada Xi el> O-enumeILabte entonc.el> ~i el> •
1

o-enumeILabte.

Vemol>tlLac.i.6 n.
(a) Trivial.

(b) Sea (x ) una sucesion en ~., x -+ x; como. n 1 1 n
x E:. X. para a Lgfin j y este conjunto es abierto, en-

J
tonces {xk' xk+1 ' •.. } c; Xj para cierto k , Por 10 t-an
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to {Xk,Xk+1,oo.}~Aj ya que AinXj = <t> para i #-]0

Como xk ~ x (en ~X,) cuando n ~ 00 y X. es un
+n i' 1 ]

subespacio,tenemos que xk ~ x (en X,) pOl' (1)'+n ] '
es decir x E: A~(X,). Conversamente, si x E: A~(X.)] ] ] ]
entonces x E: Aj (JfXi) p on (1) otra vez, y as!

(' I I. Sx E: ..I,-I-J\.) 0

1 1,

( c) S i AC -U.X, e sse cue n cia 1men t e c e I' I' ado en -
- i 1

tonces A n X. es secuencialmente cerrado en X. por
1 1

el Lema 1 (b), pOl' 10 tanto es cerrado en X. para
1

cada I , POl' (2) resulta que A = ll(A nx.) es ce-i 1

rrado en llX. 0 ,A
i 1

Iterando transfinitamente el operador L(A) = AS

definimos

LO(A) = A

Ln+1(A) = (Ln(A))s

Ln(A) = ULn(A), si c es ordinal limite.
y<n

De la definicion, resulta pOl' inducci6n que

Ln(A)c;L6(A) si n < 6. Ade mjis , si "A denota la ad

herencia del ~on]unto A entonces para todo n:

n -A<;L (A)~A 0

La prueba induct iva es La siguiente: (i) A = LO(A)

< «. (ii) s i A<;Ln(A)<;"A enton~es A~AsC(Ln(A))s
~ - n+1-C;A = A , es decir A <;L (A) <;Ao (iii) Final-

mente, si n es un ordinal limite y A c;LY(A) <;"A

para todo Y < n entonces es obvio que AcLn(A) =
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Note que si La(A) es secuencialmente cerrado,
a+l a 8 aes decir L (A) = L (A), entonces L (A) = L (A)

para todo 8 > a. Si ademas el espacio es O-enume-
rable La(A) debe ser cerrado y tenemos por (3): Sl
La(A) e~ ~eeuenelalmente ee~~ado entonee~ La(A)= A.

Mostramos que esto siempre se logra para un or
dinal a ~ w1:

TEOREMA 1. Pa~a eualqule~ ~ubeonjunto A de un
e~paelo x, LW1(A) e~ ~eeuenelalmente ee~~ado. En
eon~eeuenela, ~l X e~ o-enume~able LW1(A) = A.

Vemo~t~ael6n. Sea x
x ~ LW1(A) = U LY(A),
n y<wl

= lim x , con cada
n~oo n a

entonces x c.L n(A) para
n

algun a < w
1
• Sea a = sup a que es un ordinaln n n

enumerable por serlo cada ordinal an' es decir
a < w

1
• Por 10 monoticidad de los La(A),

{xnln < Ul}c;~)Lan(A)<;LCt(A). Por 10 tanto x €

(La(A»s = La+1(A) <;,LW1(A)~ ya que t amb Len a+l <OW.

Esto demuestra que (LW1(A»s = LW1(A). Ahora, si
X"es "O-enu~erable entonces LW1(A) = i por la ul~~
rna observacion anterior al teorema. ,

§2 Los espacios Xa~ En esta seccion mostramos que
existe un espacio (O-enumerable) Xw con un sub-

a 1conjunto A tal que L (A) no es secuencialmente ce-
rrado para ningun ordinal a < w1• Por observaciones
de la seccion anterior esto significa que la fami-
lia {LaCA)!a < w

1
} forma una cadena de inclusiones
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estrictas no enum~rable entre A y A. Para obtener
XW1 debemos construir inductivamente espacios Xa
con propiedades analogas para cada ordinal a < w1,

y tomar Xw = .~ X con la topologia coproductoo1 a<w1 a

TEOREMA 2. Pa~a cada o~d~nal a ~ w1 ex~~te
e~pac~o de Hau~do~66 x de la 6o~ma x = UYQ ,a a 8~a I-J

donde
(i )

un

Y8<tY8+1 =

Y8 = yY8YY

Y~ pa~a 8 < a.

pa~a 8 ~ a, 8 o~d~nal l~m~te.(ii)

Vemo~t~ac~6n. Note que de las condiciones (1)
y (ii) del teorema se sigue que Y81=Yo para 8 < 0
~ a, y ademas Y = X ° Construimos los espaciosa a
Xa por induccion transfinita.
un espacio de

Tomamos como Xo = Yo
Hausforff cualquiera (puede ser el
solo punta). La prueba se divide enespacio de un

dos partes.

Parte i: Con~t~uce~6n de xa+10 Sea a < w1; su
poniendo que X ya ha sido construido de maneraa
que satisfaga el teorema, explicamos como construir

012Xa,Xa,Xa'ooo copias disyuntas del es-
ny sea Y8 la copia correspondiente de Y8

de manera que:

Xa+1• Sean
pacio Xa'

nen Xa'

l) yn
88(a

DEFINICION 1. X 1:::: (.1.LXn)U{a}, donde
a+ n a

a ¢. -¥X ~ o Los ab i er t0 s de Xa +1 son los ab ier to s de
.1lX~ (con la topologia coproducto) y las vecinda-
n

des abiertas de a, que son los co. juntos de la 0

n < wo
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rna S U{a} para los cuales se cumple:
(a) S es un abierto de .lJ-X~ ,
(b)3S<ex 3 k < W tales que S 2..l.L( X

n, Y~).
n~k ex p

Graficamente, una vecindad de a debe contener
una region como la sombreada en el dibujo:

a

La interseccion de dos conjuntos S, S' con ~as pro-
piedades (a) y (b) tiene las mismas propiedades. Lo
mismo sucede con la union arbitraria, de aqu! resul

Ademas es deta que X 1 es un espacio topologico.
0.+

Hausdorff: como cada X~ es Hausdorff por hipotesis
de induccion, as! 10 es ~X~ (Lema 2 (a» y los pu~
tos de este conjunto se pueden separar por abiertos
de Xex+1• Por otra parte, si x c 1J-x~, digamos x E: x~,
entonces x se puede separar de a por medLo. de los
abiertos siguientes de X 1:0.+

que es abierto en ~Xn
n a.

Xo.+1'

V = (.LLxn)U{;3:}
2 n>ko. '

120
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DEFINICION 2. Y8 = ~Y~ para 6 ~ a' Y' = X •, a+1 a+1

De esta manera U Y8 = U llY;
6~a 6~a n

y por 10 tanto:llxn
n a

X = U Y'
a+1 6~a+1 6'

Es claro que para 6 ~ a:
,

= Y6+1'

Tambien vale para a:

Ya' = llyn = Lix" CL. X = y'
nan a 't a+1 a+1

Ademas, para 6 limite debemos tener 6 ~ a y as!

Para concluir que X 1 satisface el teorema soloa+
queda por demostrar

(y
6
,)s ,= Y6+1 6 ~ a • (4)

Para~to necesitamos dos lemas.

Vemoht~ae~6no Sea (xi) una sucesi6n en Y8 =
~yn60 Si (x.) esta contenida en ~kyn6 para algun
n 1 ns

k entonces la vecindad de a:

excluye todos los terminos de la sucesion.Si, en
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cambio, existen no < n1 < n2 <'.0 tales que
no nl n2 .~Ys ' Y8 ' Y8 , ... tienen puntos de la suceS10n,

podemos formar otra sucesion (y ) que contenga unan n
infinidad de terminos de (xi) y tal que Yn E: Y 8 pa-
ra todo n, entonces xn,{y } es abierto en xa

n (pora n
ser Hausdorff este espacio) y contiene a X~'Y~.
Por 10 tanto

(.ll.( Xn,,{y }» U {a}
. n an

es una vecindad de a que excluye una infinidad de
terminos de (x.). Con esto hemos probado que

1

x -f+- a.
n

LEMA 4. a: E: c.ux n ) s •
n a

Vemo~t~aci6n. Debemos considerar dos casos:
A. a e~ ~uce~o~, es decir a = 1-+1. Escoja

n nx C X 'Y" estos conjuntos no son vac!os por las
n a 1\

hipotesis sobre Xa. Cada vecindad V de a debe con
tener~(Xn,y~) para algun k < w y algun 8 < a.

n.e k a ~
Entonces 8 -s I- 10 cual implica Y~ c; Y~ Y por 10
tanto:

y as! x -+ a.
n

t~mite. Como a < wi existe una
creciente de ordinales 81 <

supS 0 Escoja xc Xn,y~ .n n n a ~n
de a, debe contener LL(Xn,y~)

n P k a ~

para ciertos k y 8 < a. Tomamos M < W tal que
B ~ 8M < a y k < Mo Entonces para r > M tenemos.

B. a e~ un o~dinat
sucesion enumerable

tal que a =
5i V es una vecindad
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B ~. BM < Br < a, r ~ k, y por 10 tanto

r r r rV;?X "YB;>X "YB .a. a r

10 cual muestra que x ~ a.n

Ahora podemos demostrar (4). Sea B < a; como
a¢(YS)s por el Lema 3,entonces (Y8)s<; *X~. Como
este 61timo conjunto cod la topologia coproducto es
un subespacio de Xa+1 entonces, por el Lema 1 (a):

, s (Y' )s(.llxn)(YB) (Xa+1) = .B n tt.

Con esto y el Lema 2 (b) concluimos que en Xa+1 va
Ie

(Y' )s (llyn )s il( yn)s n
= = JfY 8+1 = Y8+1 .B n B n 8

Finalmente, por el Lema 4

Con esto acabamos de demostrar (4) y termina la de
mostracion de que X~+1 satisface el Teorema 2.

Parte I I. Con4t~ucc~6n de xa pa~a a l1rn~te.
Sea a ~ w1 un ordinal limite y suponga que para ca
da Y < a se ha construido el espacio

de manera que satisfaga el Teorema. Entonces
Y~<;fY~+1 = (y~)s para todo 8 < Y.Y Y~ = Xy Podemos
definir yY = X para B ~ Y Y escribir:B Y

YX ='~ YY B~a B 123



De esta manera tenemos par~' cualquier
= (y~)s.

y
YB<;'YB+1

DEFINICION 3. Xa =
y para cada B ~ a, YB

J...l X (espacio
~<a2yy

y<a B

coproducto)

Con esta definicion Xa es un espacio de Haus-
dorff (Lema 2 (a» y X", = .u, UYY = U II Y! =

'"" y<a B~a B B~ay<a
l)YB. Ademas, para B < a

B~a

por el

_y s _y S _ II Y(lifB) - II (Yo) - y;-zo.YO+1
y<a y<a I-' I-'

8+1 8+1Lema 2 (b); y como Y8 ~ YB+1

= Y8+1

entonces

YB=-liY~G.llYY =Y.
y<a ~ 1y<a B+1 8+1

Finalmente para S limite tenemos

= U 11y
y

- UY
o<sy<a 0 - 0<8 0°

Con esto demostramos que Xa = UYs satisface el
S~aTeorema 20 ,

Hemos terminado la demostracion del Teorema 2.
Demostramos ahora que los X se pueden tomar O-enu-a
merables. Esto no es necesario para nuestros propo-
sitos pues si X =' U YS satisface el teorema con laa B<a
topolog1a T tambien 10 satisface con la topolog1a
O-enumerable J(T). Sin embargo es interesante com-
probar que las topologias que hemos construido son
ya O-enumerables.

TEOREMA 3. S~ Xo e~ o-enume~able todo~ lo~ e~pa
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cloa Xa aon O-Lnume4ablea.

Vemoa~4acl6n. Suponga que X es O-enumerable~o
por ejemplo el espacio de un solo punto. Demostra-
mos por induccion en a que cada Xa es O-enumerable.
Si a es un ordinal limite y X es O-en~rable pa~ay
cada y < a entonces X = 1J.. X es O-enunerable por

a y<a Y
el Lema 2 (c). Probamos ahora que si X es O-enu-a
merable Xa+1 tambien 10 es. Si Xa es O-enumera-
b1e en ton c es .LLX ~ 10 e s po reI Lema 2 (c ). Sea A

n
secuencialmente cerrado en Xa+1 = (~~) ural.

Caao 7. aE:A~ entonces A' = An(JJJ(~) es se-
n n

cuencialmente cerrado en ~Xa por el Lema 1 (b).
n

P _ nor 10 tanto~ A' es cerrado y ~N'A' es abierto- n u.

en l1X~. En conclusion X 1'A = l1X~'A' es abier-n a+n
to en Xa+1 y A es cerrado en Xa+1·

Caao 2. a¢A~ entonces A = An(J..lX~) es secuen
n

llXn.cialmente cerrado y por 10 tanto cerrado en n a
De aqui res u1ta que Li,xn.,A es ab iertoe n Un x~ .

n ex
Sea S1~S2~ .. ' una s u ces Lo n creciente de ordinales
tal que a = supS. Como ad- AS = A~ debe existir k

n n ;-
tal que A n (llXn,y~ ) = ¢ ~ de 10 contrario se po-

n z-k a k n ndrla escoger x E: An (Xa'YS ) de tal manera que
n n n n n

x -+ a. Esto significa que (UXni\A).;> II (Xa'YB )
n n \A n~ k k

Y p or 10 tanto Xa+1'A = (.lfX~'A)U{a} es abierto

en Xa+1. En conclusion A es cerrado en Xa+1·

SiX = U Yes un espa ci0 que sat is fa ceel
a sso B S

Teorema 2~ entonces es claro que YS = L (Yo) para
a -todo S ~ a. En p art Lc u La r-, Xa = L (Yo)<;Yo y por

10 tanto Yo es dense en X. Un simple examen de la
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construccion permite mostrar que si
creto entonces cada Y es discreto.o
se toma enumerable, Xa es enumerable
mientras que XW1 tiene cardinal w1.

X se toma diso
Ademas, si Xo
para a < w1
Tenemos pues:

COROLARIO. Pa~a cada o~dinal a ~ w
1

exi~te un
e~pacio o-enume~able Xa con un ~ubconjunto den~o
A tal que A~LS(A)~LO(A)<tXa s: S < 0 < a, If
La(A) = X (El e~pacio X puede toma~~e enume~ablea a
~i a < w1 If de ca~dinal w1 ~i a = w1' el conjunto
A puede toma~~e di~c~eto).

Finalizamos, observando que si el conjunto Xo
se toma de cardinal K ~ w1 entonces todos los esp~
cios Xa son de cardinal K. Asi que tenemos ejem-
plos en todas las cardinalidades posibles.

§3 Rango secuencial. Dado un sobconjunto A de un
espacio X podemos definir

el minimo numero de pasos necesarios para cons-
truir un conjunto secuencialmente cerrado (0 A en
el caso de que X sea O-enumerable) anadiendo limi-
tes de sucesiones a A. Sabemos por el Teorema 1
(§1) que r(A) ~ wi y del Teorema 2 (§2) que para
cada ordinal a ~ w1 existen ejemplos en donde
r(A) = a. Definimos ahora

R(X) = s up t r f A) I A~X}

el ~ango ~ecuencial del espacio X. Sabemos enton-
ces que R(X) ~ w

1
• En espacios 1-enumerables
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1 sR(X) ~ 1 pues L (A) = A es cerrado. R(X) = 0 sI
Y solo si Li(A) = AS = A para todo A, es decir to
do subconjunto es secuencialmente cerrado; esto
sucede s1 y solo si las unicas sucesiones conver-
gentes de X son las finalmente constantes. Para
los espacios Xa de la seccion anterior tenemos
R(Xa) ~ a. En particular R(Xwi) = wi' esto se pu~
de generaiizar:

TEOREMA 30 Si X e~ un e~paeio di~e~eto,entonee~o
R(Xa) = a pa~a todo a ~ wi.

Vemo~t~aei6n. Basta mostrar por induce ion
transfinita que r(A) ~ a para todo A<;Xa. Para Xo
es obvio pues todo subconjunto es cerrado.

(i) Suponga que a es limite y cada Xy con
y < a tiene la propiedad de que r(S) ~ y para todo
s ubcon j un t o S. Si A c X = l..LX, entonces

- a y<a y

La (li (A n Xy » =
y<a

(1)

por una obvia extension (por induccion) del Lema
2 (b), §1 • Como r(AnX ) ~ y < a en Xy por hipS>
tesis de induc,~ion, ent~nces LY(AnXy) = La(AnXy)

es secuencialmente cerrado en X para todo Y < a.
a y

Por el mismo Lema 2 (b), L (A) debe ser secuencial
mente cerrado, es decir r(A) ~ a en Xa•

satisface r(S) ~ a
A ex = (llxn )U{'aJ .

- a+1 n a

(ii) Suponga ahora que Xa
para todo subconjunto S Y sea

nLlamemos B a ~ 0

n a
Ca~o 1. a t A, es decir A <; B, entonces tenemos

como en la primera parte de esta prueba que
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rCA) ~ n en B y as!

Extendiendo por induccion el Lema 1 (b), §i, tene-
mos para todo (3:

= L(3(A)(X )(1B = L(3(A)(X ),{aLn+i n+1

(2) y (3), L(3+i(A),{a} = LS(A),{a}

( 3 )

Combinando en
x y as!n+i

(4 )

n n+iSi L (A) = L (A) entonces rCA) ~ n en Xn+1 •
Si Ln(A)Si Ln+1(A) entonces Ln+1(A) = Ln(A) U{a}
por (4); perc t amb Len por (4), Ln+1(A)<;.Ln+2(A)c;

n+1 {-} n+1L (A)U a = L (A). y as! r(A) ~ n+i en Xn+10

Ca.6o 2. ae A, entonces A = A' U {a} con a¢ A' 0

Es facil ver que AS = (A' U {a})s = (A')s U{a} y en
(3 13general L (A) = L (A')U{a}, en Xn+1 . Como se

n+2 . 1probo en el Caso 1 que L (A') = Ln+(A') , ento~
ces Ln+2(A) = Ln+2(A') U {a} = Ln+i(A') U{a} =

Ln+1(A) y as! rCA) ~ n+i 0 A

COROLARIO. Hay una cantidad no enume~abie de
.topoiogla.6 O-enume~abie.6 no homeomo~6a.6 en ei do-
minio de iO.6 nUme~o.6 na.tu~aie.6.

Vemo.6t~aci6n. Cada espacio x se puede tomara
enumerable y por 10 tanto se puede suponer que su
dominio es N, para todo a < wi" Como R(X) es clara
mente un invariante topologico, n < S ~ wiimplica
R(Xa) = n 1 S = R(XS) de manera que Xa y Xs no pu~
den ser homeomorfos. A
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Finalizamos con tres preguntas que considera-
mos interesanteso

10 lCual es el range secuencial de los espa-
cios no m~tricos del Analisis? Por ejemplo~ si
X = (i1~ To) es el espacio de Banach de sucesio-
nes reales (xi) tales que rlxil < oo~ con la topol~
gia d~bil~ de un teorema de Banach usado ~or Gui-
llermo Restrepo en [2] resulta que J(To) = TN ~
la topologia de la norma. Como J preserva el ran-
go, podemos deducir entonces que R(X) = 1. Pero
si X = (E~To) es un espacio de Banach con la top~
logia d~bil donde J(To) < TN no sabemos nada sobre
R(X).

2. lCual es el rango secuencial de s(m), la
compactificacion de Stone-~ech de ~?

3. Es facil demostrar que los espacios X consa
truidos en este articulo son altamente disconexos.
Cada Xa~ a ~ 1~ tiene infinitas componentes co-
nexaso lExisten espacios conexos con propiedades
similares a las de los Xa? lExisten espacios co~
pactos de Hausdorff con las mismas propiedades?

***
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