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CONJUNTOS SECUENCIALMENTE CERRADOS

por

Xavier CAICEDO

80 Introduccidn. Decimos que un subconjunto A de

un espacib topoldgico de Hausdorff es secuencial-
mente cernado si el 1imite de cualquier sucesidn
convergente de elementos de A estd en A. Todo sub
conjunto cerrado es secuencialmente cerrado; sin
embargo la afirmacidn conversa no es vdlida. Por
ejemplo, en el espacio producto Rz con I noenume
rable el conjunto de las funciones f:I > R que va
len 1 en todas partes, excepto en alglin subconjun-
to a lo sumo enumerable de I, es secuencialmente
cerrado pero no eévéerrado ya que es denso en R,
Por otra parte, es bien sabido que en un espacio
1-enumerable (donde todo punto tiene una base enu-
merable de vecindades, v.gr. espacios métricos)
los puntos de adherencia de un subconjunto A son

1imites de sucesiones en A y por lo tanto un con-
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junto secuencialmente cerrado es cerrado (véase
[1] p.217 & [5] p.70).

Unidén finita e interseccidn arbitraria de con-
juntos secuencialmente cerrados es otra vez secuen
cialmente cerrada. Por lo tanto, los subconjuntos
secuencialmente cerrados de un espacio (X,T) con
topologia de abiertos T <constituyen los cerrados
de una topologia J(T), mds fina que T ya que todo
T-cerrado es J(T)-cerrado. La topologia J(t) fué
defihida en [3] por Carlos Ruiz, quien inicia alli
el estudio de aquellos espacios en donde todo con-
junto secuencialmenta cerrado es cerrado, es de-
cir donde J(T) = T, llamidndolos espacios O-enumeira
bLes. J(T) resulta ser la minima topologia O-enume
rable mds fina que T. El mismo autor caracteriza
las topologias O-enumerables como limites inferio-
res de familias de topologias 1l-enumerables. Gui-
llermo Restrepo caracteriza en [2] las topologias
0O-enumerables en X (llamadas alli topologilas secuen
c{iales) como aquellas que hacen continua toda fun-
cidn f:X = Y que preserve limites de sucesiones
convergentes. Ademds, calcula la topologia J(T)

para ciertos espacios de Banach con 1la topologia

débil.

Sea ASQQA el conjunto de limites de sucesiones
convergentes de puntos en A. En espacios l-enumera
bles AS es la adherencia de A y por lo tanto es se
cuencialmente cerrado, pero en general A® no tiene
que ser secuencialmente cerrado. En [u] Carlos

Ruiz d& ejemplos donde
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A$A8{¥ ASSCJ; ASSS

. .S _. ,Ss §
y por lo tanto ni A* ni A son secuencialmente ce
rrados. Su construccidn puede generalizarse a
cualquier n < w para obtener cadenas de inclusio-

nes estrictas

AgAs?AQSg...%Ans (1)

ns SSe..S .
donde A = A (n veces). Este fendOmeno es

independiente de que el espacio sea O-enumerable
o nd porque la operacidn AW As es la misma en
(X,T) v en (X,J(1)), y si la cadena (1) se presen-
ta en (X,T) también debe presentarse en el espacio
0-enumerable (X,J(t)). Sin embargo, en los espa-
cios O-enumerables sucede que si A" & Q?iAns son
secuencialmente cerrados entonces coinciden con 1la
adherencia A del conjunto A. por lo tanto cobra
importancia la pregunta del mismo autor en [4] de
si la unidn :?)Ans es secuencialmente cerrada.
w

En este articulo mostramos que la respuesta a
la Gltima pregunta es négativa° En efecto, cons-
truimos ejemplos de espacios O-enumerables en don-
de no sélo el conjunto By = ;?iAnS no es secuen-

cialmente cerrado sino que tampoco lo son los con-

. s _SS s _sSs ns
juntos: B ,Bi",..¢, \Jpl® = B,»B,,B, »eoe B, = By,

n<w 1 n<w
s i s
... UB =¢,,0.,... y asi indefinidamente. En
*n<w D 1

1’
general, ninglin proceso enumerable que itere las
operaciones de tomar limites de sucesiones y de

unir los conjuntos ya formados produce un conjunto
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secuencialmente cerrado.- La formulacidn precisa
de este resultado debe hacerse en términos de or-
dinales. Definimos por recurrencia transfinita

para todo ordinal a:

L°(A) = A

atliay = (1%(a))s

L

L*(A) = L)LY(A), si o es ordinal limite.

Y<o
Pog ejemplo, L"(a) = A"%, LY(a) = EJAnS y
n<w
LW (A) = ¢C en la lista anterior. Tenemos enton-

1
ces AgL“(A)c_:LB(A)gK para o < B. En espacios

O-enumerables A coincide con el primer L*(A) se-
cuencialmente cerrado. Sea w, el primer ordinal
no enumerable, el resultado principal es el siguien
te:
Existe un espacio O-enumerable con un
subconjunto A tal que L*(A) no es se
cuencialmente cerrado para ningin

< .
a w1

Por otra parte, puede mostrarse que Lwl(A) es
siempre secuencialmente cerrado y por lo tanto
coincide con A en los espacios O-enumerables.

En la seccidn 1 damos algunos conceptos y re-
sultados bédsicos ‘para el trabajo posterior. En la
seccidn 2 demostramos el resultado principal junto
con otros relacionados. Finalmente, en la seccidn
3 damos una aplicacidn, demostrando que existe una
cantidad no enumerable de topologias O-enumerables
no homeomorfas en el dominio de los naturales, y
planteamos algunas preguntas.
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§1 Nociones preliminares. Una sucesidn (x_ ) de pun
tos de un espacio topoldgico X es convengente si
existe un punto xe€ X tal que para toda vecindad
abierta Vde Xtodos los términos de (xn), excepto
un niimero finito, estdn en V. En tal caso se dice
que X converge a x, en simbolos 2L X En un es
pacio de'Hausdorff una sucesidn convergente conver
ge a un solo punto.

Un subespacio B de X es un conjunto B CX con
la topologia relativa heredada de X. Es un ejercicio
elemental demostrar que si x y X > D < w, son pun-

tos de B entonces

X > x enB AL y 8600 84 x +x en X:po(1)

Sea A un subconjunto de un espacio X, definimos:

AS = {xiixlxn + x para alguna sucesidn (Xn) en Al

1a adhenencia secuencial de A en X..
A es secuencialmente cenrado si AS = A,
X es O-enumerable si todo subconjunto secuen

cialmente cerrado de X es cerrado.

Si B es un subespacio de X y ACB, la notacidn
AS(B) indica la adherencia secuencial de A en el

espacio B.

LEMA 1. Sea B un subespacdio de X.

r S S \
(a) S{ AcCB entonces A (B) = A (X}NB.
(b) SL A es secuencialmente cerrnado en X entonces
ANB es secvencialmente cenrnaco en B.



Demostracibn. (a) Es inmediato de (1). (b) Su

ponga que A es secuencialmente cerrado en X y sea
(xn) una sucesidn en AMB tal que X * xXx€B, en B,
entonces por (1) X * X en X , ¥y X€A por hipdte-

sis, por lo tanto x €A f1B. A

Sean Xi, ie€l, espacios topoldgicos disyuntos.
Definimos el espacio coproducto -Lil.--Xi como la unidn
(disyunta) de los Xi con la topologia siguiente:
sgl{lxi es abierto si y sélo si SMX; es abierto
en xi para cada i€lI.

De la definicidn resulta que los espacios xi.
son subespacios abiertos y cerrados. de JEin'

Ademds tenemos que para SgJIin:

S es cenrnado 8L y 8620 84 snxi es cennado
en X, para cada ie€1, (2)

Ppues S es cerrado si y sdlo si -L,LXi\S # .L_L(Xi\SﬂXi)
i i
es abierto, si y sdlo si cada Xi\Sﬂ)(i es abierto

en Xi, es decir cada snxi es cerrado en Xi.

LEMA 2.
(a) S{ cada X; es Hausdorff entonces {}xi Hausdong .
(b) Si A, c X, entonces (Lla )% = LlaS(x.).
LI ¢ i i Sl e |
(c) S4 cada X; es O-enumerable entonces {#Xi es
0-enumenrable.

Demositnacidn.

(a) Trivial.

n
xEX]. para algiin j y este conjunto es abierto, en-

(b) Sea (xn) una sucesidn en Ji'LAi’ X_ * x3 como

tonces {xk,x }ng para cierto k. Por lo tan

k+1*°°°
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to {xk,xk+1,oco]§‘Ac ya que AiFWXj = ¢ para i # j.

]

Como x, _ + x (en 4lX.) cuando n > @ y Xj es un
i

+n

subespacio, tenemos que Xx + x (en Xj) por (1);

k+n
es decir ><€A§(X_j)° Conversamente, si x€A§(Xj)

entonces x€ZA§({%Xi) por (1) otra vez, y asi
)(C(JfAi)so

(c) Si Ag_l;LXi es secuencialmente cerrado en-
tonces AﬂXi es secuencialmente cerrado en Xi por
el Lema 1 (b), por lo tanto es cerrado en X. para
cada i. Por (2) resulta que A = %%(Afﬂxi) es ce-
rrado en %%Xio A

Iterando transfinitamente el operador L(A) = AS

definimos
L°(a) = A
%*1ay = w%an®

1.%(a) =l\)La(A), si o es ordinal limite.
Y<a
De la definicidn, resulta por induccidn que
L*(A) L

herencia del conjunto A entonces para todo a:

B(A) si a < B. Ademds, si A denota la ad

act®(A)CE . (3)

o (o]
La prueba inductiva es la siguiente: (i) A = L (A)
CX. (ii) si AcL%(A)CA entonces AgAsg(LO"(A))S

CA° = A , es decir AC_LOHi(A)C_Ko (iii) Final-

mente, si a es un ordinal limite y AC_LY(A)C_ZK

. o
para todo Y < a entonces es obvio que AcL (A) =
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ULY(a) ch.
»{(G

Note que si L%(A) es secuencialmente cerrado,
es decir La+1(A) = La(A), entonces LB(A) = 1.%a)
para todo B > a. Si ademds el espacio es O-enume-
rable L®(A) debe ser cerrado y tenemos por (3): S&

" o ),
LY(A) es secuencialmente cenrado entonces L (A)= A.
Mostramos que ésto siempre se logra para un Or

dinal a < w, *

TEOREMA 1. Para cualquien subconjunto A de un
espacio X, LY1(A) es secuencialmente cenrado. En

consecuencia, 44 X es O-enumerable L“1(a) = A.

Demostracidn. Sea Xx = lim x_, con cada
n+w

x et®ta) = UL (A), entonces x_ L %n(a) para
n y<wy

algin o < W, o Sea a = sup @ que es un ordinal
n .

enumerable por serlo cada ordinal 0,, es decir

a < w,. Por lo monoticidad de los L%(A),

{x [n < w}ClH/La“(A)C:L (A). Por lo tanto x €
(L*a)s = a+1(A)C»L 1(A), ya que también o+l < w.
Esto demuestra que (L 1(A)) = Lwl(A). Ahora, si
X es 0O-enumerable entonces Lwl(A) = A por la G1ti

ma observacidn anterior al teorema. A

§2 Los espacios xa; En esta seccidn mostramos que

existe un espacio (0O-enumerable) X, con un sub-
conjunto A tal que La(A) no es secue%cialmente ce-
rrado para ningin ordinal o < Wy e Por observaciones
de la seccidn anterior esto significa que la fami-

. o ; , 5
lia {L (A)Ia < wl} forma una cadena de inclusiones
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estrictas no enumerable entre A y A. Para obtener
le debemos construir inductivamente espacios Xa
con propiedades andlogas para cada ordinal o < Wy s

y tomar le = a%ﬁlxa con la topologia coproducto.
TEOREMA 2, Para cada ordinal o < w4 existe un
espacio de Hausdonff x  de La forma X = é“)YB ,
<
donde
. _ S
(i) YB$YB+1 = YB para B < o.

(ii) Y

. ;?éYY para B < o, B ordinal Limite.

Demostrnacién. Note que de las condiciones (i)

y (ii) del teorema se sigue que YB$;Y5 para B < §
£ o, y ademas Ya = Xa° Construimos los espacios

Xy DOT induccidn transfinita. Tomamos como Xo = ¥,

un espacio de Hausforff cualquiera (puede ser el
espacio de un solo punto). La prueba se divide en

dos partes.

Parte I: Conatruccidn de Xa Sea o < W su

+1° 1°
poniendo que Xa ya ha sido construido de manera

que satisfaga el teorema, explicamos como construir
X 1 .2

Sean XO,X 4sX°,... copias disyuntas del es-
pacio Xqs Y sea YB la copia correspondiente de YB

a+l’ a’> o’ o

n
en Xa’ de manera que:

n n
X = k)Y n < Wo
DEFINICION 1. X = (Lx")u{a}, donde
" a+1 n o
E¢..L.LXo Los abiertos de X .~ son los abiertos de
n o a+1

%%Xg (con la topologia coproducto,) y las vecinda-

des abiertas de 3, que son los conjuntos de la for
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ma S U{3} para los cuales se cumple:

(a) S es un abierto de %%Xg,

(b) 3B < a 3k < w tales que S Q_LLJXn\Yg).
nyk ¢

Grificamente, una vecindad de a debe contener

una regidn como la sombreada en el dibujo:

x°  xr  x2 ... xF o oxktr .. 3

i

Yg

La interseccidn de dos conjuntos S, S' con las pro-
piedades (a) y (b) tiene las mismas propiedades. Lo
mismo sucede con la unidn arbitraria, de aqui resul

ta que Xa es un espacio topoldgico. Ademds es de

+1
Hausdorff: como cada X: es Hausdorff por hipdtesis
de induccidn, asi lo es %}&; (Lema 2 (a)) y los pun
tos de este conjunto se pueden separar por abiertos
. n i k
de X ,,- Por otra parte, si XC'IELXG’ digamos x €X ,
entonces X se puede separar de a por medio. de los

abiertos siguientes de X

a+l’
V1 = Xz, que es abierto en *}XS y por lo tanto en
xa+1’
v, = ﬁ#ﬁfg)tj{é}, que cumple las propiedades (a) y

(b) en la definicidn de vecindad

de a.
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n
DEFINICION 2. Yj = Llyy para B < a3 Y5 .= X

a a+1’

De esta manera k)Yé 2 k)jixg = JJ_k)Yn =

o B BSa ™ mg<a P
%%Xa y por lo tanto:
X = Y, .

o+l BEa L B

Es claro que para B £ o:

- n
y! = 11y thJ.Y

n 1
8" % B B+1 - Tg41”

También vale para g:

' n n
= 11y = ||X =
Y(X. n O n C!?Xa'l'l YG+1

»

Ademds, para B limite debemos tener B £ a y asi

vp t Hp = LU= YU = vy

n y<g Y<B n Y<B
Para concluir que Xa+1 satisface el teorema sdlo

queda por demostrar

é)s = v! B < a. (4)

(Y B+1

Para éto neceSitamOS dos lemas.
’ - t,S
LEMA 3. S{ B < a entonces a¢;(YB) k

. & & \]
Demostracidn. Sea (xi) una sucesidn en YB N

1Y%, si (x.) esta contenida en 11y? para algin
= i n<k B
k entonces la vecindad de a:

n -
( nJ;li(xa) u{a}

excluye todos los términos de la sucesidn. Si, en
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cambio, existen n_ < n, < n, <... tales que

n o | n2 . -
tienen puntos de la sucesion,

YBO, Yo©s Yg©son
podemos formar otra sucesidn (y ) que contenga una
infinidad de términos de (x ) y tal que y c:YB pa-
ra todo n, entonces X \{y } es abierto en Xg (por
ser Hausdorff éste espa01o) y contiene a X \YB

Por lo tanto

n -
(LLOSN Ly, D) U {a)

es una vecindad de a que excluye una infinidad de
términos de (xi). Con esto hemos probado que
x_ -~ a.
n

LEMA 4. ae(Llx™)® .

na

Demostracibn. Debemos considerar dos casos:
A. o es suceson, es decir o = A+1. Escoja
xnc XZ\Y;, estos conjuntos no son vacios por las
hipdtesis sobre Xa‘ Cada vecindad V de 3 debe con
tener lL(Xn\Yn

nxk o B

Entonces B < A lo cual implica YEQY; y por lo

) para algin k < w y algin B < a.

tanto:
Vol (X NEL YD {x,x, % }
=n> o AT F k>Tk+1>"k+22° "

y asi x = a.

B. a es un orndinal Limite. Como o < w4 existe una
sucesidn enumerable creciente de ordinales 61 <
. n_,n
< . o o = ° L.
32 tal que « sngn Escoja x_€ XG\YBn
Si V es una vecindad de a, debe contener %}(XE\YE)
n

para ciertos k y B < a. Tomamos M<w tal que

B<By<ayk< M. Entonces para r > M tenemos.
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B< By <B,<a,r 2>k, ypor lo tanto

r

B

r

&
VOX_ \Y
=X, By

oxF\yY
a
Asi V‘D-{XM’XPHI""}’ lo cual muestra que e a.

Ahora podemos demostrar (4). Sea B < a3 como

5<¢(Yé)s por el Lema 3, entonces (Yé)sg %%Xg. Como

este iltimo conjunto con la topologia coproducto es

un subespacio de X entonces, por el Lema 1 (a):

a+1

(YB

s
) (xa+1

. t .S n
) = () (Lx)

Con ésto y el Lema 2 (b) concluimos que en Xas1 V2
le

'S_ nS_ nS_ n -
(Yp)™ = (LlYp)™ = LU(yp)™ = Lvg = Ya,y

Finalmente, por el Lema 4

'S nys _ n -1 - R
(¥y) (5Xe) (Lxufal = X, 0 = Y4y
Con esto acabamos de demostrar (4) y termina la de

mostracidn de que Xo‘+1 satisface el Teorema 2.

Parte Il. Construccddn de X, para o Limite.
Sea a < w, un ordinal limite y suponga que para ca

da Yy < o se ha construido el espacio

_ Y
Xy = Y
BLY
d$ manera que satisfaga el Teorema. YEntonces
Y & Y,S -
YB<¥YB+1 = (YB) para todo B < Y,y YY XY Podemos

definir YE = XY para B > Y y escribir:

Y
X=UYB.
- B<a 1973



.. . . Y
De esta manera tenem?g para cualquier §. YB§;Y8+1

- Y,yS
= (YB)

DEFINICION 3. X = %} X. (espacio coproducto)

Y
y para cada B <€ o, YB = {&L g

Con esta definicidn Xy es un espacio de Haus—

1L LJYY = %%

dorff (Lema 2 (a)) y Xa

Y<o B<a B<a
kJY . Ademds, para B < a
Bsa
s _ N YyS - 1iyY! =y
Yg = (f%%YB) ) #%a(YB) v<6 B+1 B+1
. +1 B+1
por el Lema 2 (b); v como Yg $'YB+1 entonces
Y, = ILY' g = Y, .0
B y<a p ’»(N B+1 B+1

Finalmente para 3 limite tenemos

Y = ..LLY = 1l YY =

s 79T T Y)Y é?éY<a T bt

Con esto demostramos que Xa = ij satisface el
B<a

Teorema 2. A

Hemos terminado la demostracidn del Teorema 2.

Demostramos ahora que los Xa se pueden tomar O-enu-

merables. Esto no es necesario para nuestros propd-

sitos pues si X = '%JYBsatisface el teorema con la
o

topologia T también lo satisface con la topologia

O-enumerable J(T). Sin embargo es interesante com-

probar que las topologias que hemos construido son

ya O-enumerables.

TEOREMA 3. S{ X es O-enumerable todos Los espa
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cL04 Xy don 0-enumenrables .,

Demostracidn. Suponga que X, es O-enumerable,

por ejemplo el espacio de un solo punto. Demostra-

mos por induccidn en a que cada Xa es O-enumerable.

Si o es un ordinal limite y XY es O-enumerable para

cada Yy < o entonces X _ = LLX es O-enumerable por
@ y<a Y

el Lema 2 (c¢). Probamos ahora que si Xa es O-enu-

merable Xa+1 también lo es. Si Xa es O-enumera-

ble entonces ﬁ%xa lo es por el Lema 2 (c). Sea A
secuencialmente cerrado en X _, = (LLXn)lJ{E}.
Caso 1. a€ A, entonces A' = AIW(JJXQ) es se-

cuencialmente cerrado en LLXa por el Lema 1 (b).

Por lo tanto, A' es cerrado y iJX oM' es abierto

n 2
en 11X, . En conclusidn X_  N\A = Jlxa\A' es abier-
= a+1 a

to en Xm+1 y A es cerrado en Xa+1°

Caso 2. a¢ A, entonces A = Aﬂ(.LLXa) es secuen
cialmente cerrado y por lo tanto cerrado en lLX
De aqui resulta que %%XS\A es abierto en #+ﬂ&.
Sea 81,8

una sucesidn creciente de ordinales

g3

tal que o = supB Como a#:A = A, debe existir k

tal que AIW(LLXH\YE ) = ¢, de lo contrario se po-
n>k

dria escoger x € AN(xE \YB ) de tal manera que
L a.s Esto 51gn1f1ca que (llX \A)D.LL (Xo \YB )

y por lo tanto X, ,\A = (%%XQ\A)lJ{a} es ablerto

+1
en Xa+1. En conclusidn A es cerrado en Xa+1e A
Si Xa & gzéYBes un espacio que satisface el
Teorema 2, entonces es claro que YB = L (Yo) para

¢ a g
todo B €< o. En particular, Xy = L (Yo)g_Yo y por
lo tanto Yo es denso en X. Un simple examen de 1la
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construccidn permite mostrar que si X° se toma dis
creto entonces cada Yo es discreto. Ademds, si Xo
se toma enumerable, X, es enumerable para a < W,

mientras que le tiene cardinal w, . Tenemos pues:

COROLARIO. Panra cada ordinal o < w, existe un
espacio O-enumerable X —con un subconjunto denso
A tal que AQLB(A)_CFLG(A)‘;XOL 44 B < 8§ <o, vy
L¥(a) = X, (EL espacio X, puede tomarse enumenable
84 a < w, y de cardinal wy 44 o = wy, el conjunto
A puede tomanse discreto).

Finalizamos, observando que si el conjunto Xo
se toma de cardinal k > w4 entonces todos los espa
cios Xy son de cardinal k. Asi que tenemos ejem-

plos en todas las cardinalidades posibles.

§3 Rango secuencial. Dado un sobconjunto A de un

espacio X podemos definir

B+1

r(A) = minB(L (A) = LB(A)),

el minimo nimero de pasos necesarios para cons-
truir un conjunto secuencialmente cerrado (o A en
el caso de que X sea O-enumerable) afiadiendo 1limi-
tes de sucesiones a A. Sabemos por el Teorema 1
(§1) que r(A) £ w, y del Teorema 2 (82) que para
cada ordinal a £ W,y existen ejemplos en donde

r(A) = o. Definimos ahora

R(X) = sup{r(A) | Agx}

el nango secuencial del espacio X. Sabemos enton-

ces que R(X) £ w En espacios 1-enumerables

1°
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R(X) € 1 pues L1(A) = A es cerrado. R(X) = 0 si
y sdlo si L1(A) = AS = A para todo A, es decir to
do subconjunto es secuencialmente cerrado; esto
sucede si y sdlo si las finicas sucesiones conver-
gentes de X son las finalmente constantes. Para
los espacios Xa de la seccidn anterior tenemos
R(Xa) > o. En particular R(Xml) = w,, esto se pue

de generalizar:

TEOREMA 3. S4{ X, es un espacio discrneto,entonces
R(X,) = a para todo o < w,.

Demostrnacibén. Basta mostrar por induccidn

transfinita que r(A) < a para todo ACX, . Para X
es obvio pues todo subconjunto es cerrado.

(i) Suponga que o es limite y cada XY con
Yy < o tiene la propiedad de que r(S) < y para todo
subconjunto S. Si ACX, =YJZJ<_1XY, entonces

L%a) = L] (aNX)) = Lt anx x) (1)
Y<o Y<o

por una obvia extensidn (por induccidn) del Lema
2 (b), §1 . Como r(AfWXY) £y < a en XY por hipd-
tesis de inducpién, entonces LY(ArWXY) = La(AfWXY)
es secuencialmente cerrado en XY para todo Yy < O.
Por el mismo Lema 2 (b), La(A) debe ser secuencial
mente cerrado, es decir r(A) < a en Xa'

(ii) Suponga ahora que X, satisface r(S) < o
para todo subconjunto S y sea ACX ., = (%}XE)U{E}.
Llamemos B a %%Xze

Caso 1. a¢ A, es decir ACB, entonces tenemos

como en la primera parte de esta prueba que
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r(A) € o en B y asi
1B*1(a)(8) = 1LB(a)(B), para todo B > a.  (2)
Extendiendo por induccidén el Lema 1 (b), §1, tene-

mos para todo B:

B _ . B _ .B -
L°(A)(B) = L (A)(Xa+1)F1B z L (A)(Xa 1)\{a}. (3)

+

Combinando (2) y (3), LBtianda) - LB(A)\{a} en

Xa+1 y asi

BBt ctParutal 8 e (%)
Si La(A) — La+1(A) entonces r(A) £ 0 en Xa+1 .
Si La(A)ggLa+1(A) entonces La+1(A) = La(A)LJ{E}
a+l a+2

por (4); pero también por (4), L (A)cCL (A)C

La+1(A)LJ{E} = La+1(A) y asi r(A) £ a+l en X

Caso 2. aec A, entonces A = A'U{a} con éq:A'o
Es facil ver que A° = (A'U{a}h)® = (A')° U{a} y en
general LB(A) & LB(A')lJ{é}, en Xa¢1 . Como se
probd en el Caso 1 que La+2(A') = ,0+1lcpry enton
**2a) = 1**2(anyu{at = *aanulal =

o+1°

ces L

L**1(a) v asi r(A) € a+1 . A

COROLARIO. Hay una cantidad no enumerable de
topologias O-enumenables no homeomorngas en el do-
mindio de Los ndmenros naturales.

DemositracLbén. Cada espacio X, se puede tomar

enumerable y por lo tanto se puede suponer que Ssu
dominio es N, para todo a < w,. Como R(X) es clara
mente un invariante topoldgico, a < B £ w;implica
R(X = =

( o) a # B R(XB) de manera que X y Xg no pue
den ser homeomorfos. A
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Finalizamos con tres preguntas que considera-

mos interesantes.

1. ¢Cudl es el rango secuencial de los espa-
cios no métricos del Andlisis? Por ejemplo, si
X = (2

nes reales (xi) tales que lei| < o, con la topolo

19 To) es el espacio de Banach de sucesio-

gia débil, de un teorema de Banach usado por Gui-
llermo Restrepo en [2] resulta que J(To) = Ty oo
la topologia de la norma. Como J preserva el ran-
go, Podemos deducir entonces que R(X) = 1. Pero
si X = (E,To) es un espacio de Banach con la topo
logia débil donde J(T ) < T

R(X).

N no sabemos nada sobre

2. ¢Cudl es el rango secuencial de B(N), 1la

compactificacidn de Stone-Cech de N?

3. Es fadcil demostrar que los espacios Xa cons
truidos en este articulo son altamente disconexos.
Cada Xa’ 0o > 1, tiene infinitas componentes co-
nexas. (Existen espacios conexos con propiedades
similares a las de los Xa? (Existen espacios com

pactos de Hausdorff con las mismas propiedades?

* % %
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