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ALGUNAS PROPIFDADES DE REGULARIDAD DE LAS

ECUACIONES DIFERENCIALES COMPLEJAS

por

Jaime RODRIGUEZ MONTES

ABSTRACT. Two classes of differential
operators, one defined by analytic func-
tions the other by formal series, are in-
troduced; we call them pseudo-differential
operators. As auxiliary tools, and with the
help of two duality theorems (formal se-
ries vs. polynomials, entire functions vs.
entire functions of exponential type) and
some homological algebra technics (FEuler-
Poincaré characteristic of a chain-complex,
exact homology of a chain-complex, exact
homology sequence of an exact short se-
quence of complexes), these operators are
used to establish some regularity theorems
for differential equations in the complex
domain.
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INTRODUCCION. E1 propdsito de este trabajo es
mostrar como las mismas técnicas homoldgicas usa-
das en [3], [9], [10]: exactitud del functor 1limi-
te inductivo, sucesidn exacta de cohomologia co-
rrespondiente a una sucesidn exacta corta de com-

plejos, caracteristica de Euler-Poincaré de un com

plejo, y dos teoremas de dualidad (F* =Py P =F,
0" = E y ¥ = 0), conducen a algunos teoremas de
regularidad (teoremasde la forma: Pf = g en E 'y
g e F ¢ E, entonces f & F) en el campo de las
ecuaciones diferenciales lineales complejas.

En el Capitulo I examinaremos los resultados
clidsicos que necesitaremos en este trabajo; en par-
ticular, los teoremas de dualidad mencionados; pro-
curaremos, sin embargo, ser mds directos que en los
tratamientos usuales (ver f?], [15]). En el Capitu
lo I1 introduciremos una cierta clase de cperadores
que generalizan a los diferenciales, y que donomina
remos pseudo-diferciales. En el Capitulo III, calcu

laremos las caracteristicas de los complejos que

nos interesan; estos son complejos de la forma
P
E: 0+E-+E-+-0 |,

en los cuales E es un espacio vectorial topoldgi-
co sobre €,y P un operador lineal continuo tal que
dim¢KeF P < + y jue dimCCoker P < +o (Coker P =
E/p(g))- Recordamos que la caracteristica de Eu-

ler-Poincaré de un tal complejo est3d definida por:
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X(E) = dim Ker P

dim Coker P = Ind P,

y es por lo tanto, el «nddice del operador P. Cuan-

do P(E) es, ademas,

cerrado en E, se dird que P

es un operadon de Fredholm.

En el Capitulo IV obtendremos los resultados

fundamentales de este trabajo. La técnica basica

para llegar a ellos es la sucesidn exacta de coho-

” . . P
molopgia, si tenemos tres complejos E:0 » E + E + 0,

A ’ P'
E':0 » F' > E' » 0,

que en el diagrama

E":0 » E" £ E" - 0, tales

0 0 0
+ + +
P Yy
O+ E'" >+ E > E" =+ 0
+ + +
P2 ¥
0O+ E'+ E~+» E" +0
¥ + +
0 0 0
las filas son exactas y los cuadrados son conmuta-
tivos (lo cual se expresa diciendo que la sucesidn

de complejos

(R 4

v

ff»f"*o

donde P = (P59, V= (by,0,), e exacta) entonces

X(E') - X(E) + X(E") = 0.

Este trabajo es una versidn revisada de la te

sis presentada por el autor a la Facultad de Cien-

cias de la Universidad Nacional de Colombia (Bogo-

td) en cumplimiento de requisitos parciales para

obtener el titulo de Magister Scientiae en Matemd-
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ticas, y elaborada en el Departamento de Matemati-
cas y Estadistica de dicha facultad bajo la direc-
cién del profesor Jairo A. Charris. El autor ex-
presa su agradecimiento al Profesor Charris por ha
ber propuesto el tema, asi como por su ayuda perma
nente durante el desarrollo del mismo. Estos agra
decimientos son también extensivos al Profesor Yu
Takeuchi, cuyas sugerencias contribuyeron a mejo-

rar algunas de las estimativas usadas.

cAPiTULO . NOTACIONES Y RESULTADOS BASICOS

Si  es un abierto del plano complejo €, 0(Q)
denotard al C-espacio de las funciones holomorfas
en ). FEscribiremos 0 en lugar de 0(€). Con F de-
notaremos al &lgebra de las series formales sobre
€ ; P serd la subalgebra de los polinomios con coe
ficientes en € , y Pn el subespacio de P de los po
linomios de grado menor o igual que n; E designara
al subespacio de ( de las funciones analiticas de
tipo exponencial (es decir, de las funciones f €0

B|z

tales que |[f(z)]| < Ae para todo ze€ €, donde

A,B > 0 son constantes); EB serd el subespacio de

E de las funciones f€ E tales que para algin A > 0,
Blz| ° P .

[£(z)| < Ae 2] para todo z. Por definicidn se tie

d
ne entonces que E = \JE,. Con denotaremos al
B0 B dz K

operador usual de diferenciacidn compleja, Yy »
- ., . - dz
serd su iteracidn k-veces. Por un operador diferen

cial entenderemos un operador lineal de la forma
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1 m d?’,f
F’(Z,a’z'f = X Ak(z)*"‘? 9
k=o dz
donde las a 0 € k £ m, son holomorfas en Q.

K ?
si f€0(Q), n(f,N) designard, contadas las mul-
tiplicidades, el niimero de ceros que f tiene en Q.
si a€Q, n(f,a) denotard el orden del 0 que f tiene
en a (si f(a) # 0, n(f,a) = 05 v n(f,a) = 4+ si

y sélo si f = 0 en la componente conexa de § que
contiene a a); 3p sera el grado de peP (3p = -»
si y sdlo si p = 0).

Sobre 0() consideraremos la topologia de la

convergencia en compactos, definida por las semi-

normas
lfIK = sup|f(z)] »
z€ K
donde K es un subconjunto compacto de Q. 5i (¥ _}

es una sucesionexhaustiva de compactos de I los se

minormas {I 'Kn} definen ain tal topologia. Con
ella, 0() es un espacio de Fréchet. Si en [
finimos

B’zi

“fﬂB = inf{A: |f(z)] < Ae ! para todo z},

entonces EB es un espacio de Banach. Sobre F consi
deraremos la topologia limite inductivo (ver [8],
[12]) de las de los EB' Fsta es la topologia sepa-
rada y localmente convexa sobre E mds fina posible
que deja continuas las inclusiones de EB en t. Un
sistema fundamental de vecindades de 0 para tal to
pologia sobre E estd dado por los conjuntos con-

vexos, equilibrados y absorbentes,V, tales que para
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todo B, VﬂEB es una vecindad de 0O en EB' Para que
una aplicacién lineal g: E * E, donde E es un es-
pacio vectorial topoldgico localmente convexo ar-
bitrario, sea continua es entonces necesario y su
ficiente que g/Ep sea una aplicacidn continua de
EB en E. Como cada EB es de Banach, E es limite
inductivo de espacios de Fréchet. Sin embargo, no
es limite inductivo estricto de tales espacios.

Sobre Pn consideraremos la Gnica topologia po-
sible definida por cualquiera de las normas usua-
les, y sobre P la topologia limite inductiva de la
de los Pn' Si E es un espacio vectorial topoldgi-
coy g:P + E es lineal, g/Pn es continua para todo
n; por lo tanto g tambi&n lo es. Se deduce que
si M es un subespacio de P, N es su suplemento al-
gebraico y p:P + P es la proyeccidn sobre N, p es
continua y M = Ker P es cerrado. Como la topolo-
gia inducida por P sobre cada Pn es la topologia
de Pn’ P es un espacio del tipo LF (limite inducti
vo estricto de espacios de Fréchet).

En F consideraremos la topologia definida de
la siguiente manera: si F = {ni,nQ,...,np} es un
subgonjunto finito y no vacio de N , y f(z)

n o
= z a z pertenece a F, definimos
nZo

n.
|f[F = Sup,]an.I = Sup %,lf( 1)(O)I.
o<igp % og<igp 1°
Entonces | |F es una seminorma sobre F. La to
pologia de F serd la definida por la familia {| IF}

cuando F recorra las partes finitas no vacias de N.

Esta topologia se puede definir también por medio
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. . 1 r ¥ .
de la familia {1 { .} cuando F recorre los conjun

. 5
tos de la forma F_ = [O,nJ = {k|]o ¢ X ¢ n}. Es
evidente que P es denso en F para esta topologia.
Si para cada ne N escribimos | ’n s | lpn, en-
tonces d:FxF » R , definida por
o0
a(f,g) = ) _tlf-gln (1.1)
H p— * .
nzo2" 1+|f—g|n

es una métrica sobre F, la cual define la anterior

topologiay para la cual F es de Fréchet.

Para cada pareja f€E, g€ 0, considérese la eX

presidn

%Tf(n)(O)a(n)(O)- (1.2)
o

e~ 8

<f,g> =
’ n

Si R > 0, la estimativa de Cauchy Hf(n)(O)" <

n'e
nf“B——;;— asegura que
BR
/ .
f(n)(o) 1/n ¢ (nle )l/n
F R™
B
Haciendo R = n , concluimos que
1/n
£7) (0) < Bt i/n
T < € ("_n‘)
B n
§ n'.1/n . »
Como lim(—=) = 1/e , se deduce que la suceslion
n *oo nn ( ) 1/
de término general (f n (O)/"fﬂB) m  as acotada.
Sean entonces R,M > 0 , con R > M |F(n)(0)!

< ﬂf“BMn para todo n. Si K = B(O,R) vy |E'K =

Sup |g(z)|, una nueva aplicacidn de las estimati-
|zl<R
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vas de Cauchy muestra que

; (n) | ) n'
g (0)| < ~5!x|

Pero entonces,

,."g>! < 25__1_1 (n)(o)llg(n)(o)l

T 1 Mnn! S M n
< 2—“"f"5—"lglK = Hf“Blg|K Z (i) *
= R n=o

De la convergencia de la Gltima serie se deduce
que existe una constante CK B dependiente unica-
’

mente de B y del compacto K, tal que

l<f,g>| CK’BﬂfHBIglK . (1.3)

E3 *
Sean entonces 0 y E , respectivamente, los duales
topoldgicos de 0 y E, para las topologias definidas

anteriormente.
Para cada f€E denotemos con Tf a la aplicacidn

de 0 en € dada por (1.2):

_ 1 (n) (n)
Te(g) = 2 n,‘ (0)g " '(0) ,
y supongamos, mds precisamente, que feiE B > 0
La relacidn (1.3) muestra entonces que Tf€.0 y
que existe un compacto K de T tal que
ITeCe)| < o glElglely
para toda ge€ 0, con C dependiente unicamente de

K,B
Ky de B (y no de g). Podemos definir entonces una
aplicacidn T:E + 0 por T(f) = Tg-
138



TEOREMA 1.1. La aplicac«bn T es fLineal y biyec
tiva. Si sobre 0% considernamos fa topofeogia débit,
T ¢4 continua. Pon Lo tanto, s (dentifdcamos a E
con 0% mediante T, La topologia débif de 0 es me
nos g§4ina que La topologia de E.

Demostracibn. Sea g*c 0%. Para algln compacto

K de € y alguna constante CK’ se tiene que

% :
g™ (g) | < CK|glK para toda ge€ (. Sea R > 0 tal
que KCB(O,R). Entonces

g*(z™)| < c,suplz”| < ¢ sup 27| < R,

z€K |z|<R K
Definamos
& *(zn) n
f(Z) = Z‘g*—r";,——-z

n=o '

Como
oo
ﬁK(R1Z|) R
f] < | g el
n=o :

se deduce que f €kE.
De la continuidad de g vy de la convergencia

en compactos de la serie de Taylor de g, se dedu-

ce que
Tf(g) = ) ;%f(n)(o)g(n)(o) = ) ;%g (zn)g(n)(o)
n=o n=o
o % % -
= Z g (E%g(n)(o)zn) = g ( Z H;g(n)(ﬂ)zn)
n=o ' n=o
%
- g (g).
y por lo tanto, g* = Tf. La aplicacidén T es enton

ces sobreyectiva. Si Tf1= sz, <f1-f2.g> = 0 para
139



. n
toda ge 0. Con n arbitrario, y g(z) = z , se con-

cluye que f(n)(o) = fé“)(o) y, de ésto, que f1 = f2,
Es decir, T es uno a uno. Finalmente, de (1.3) ,

con fe€ kg, g0, tenemos que
Tl € o glelolely

lo cual muestra que la seminorma g*r* [g*(g)] de
O*, calculada en Tf, estd acotada por "fﬂB. Esto
imp}ica que T/EB:EB + 0% es continua cuando se da
a 0 1la topologia débil, y asegura, por lo tanto,
la continuidad de T. Como T es claramente lineal,

el teorema queda demostrado. A

Para cada ge€ 0, sea Lg la aplicacidon de E en C
definida por (1.2),Lg(f) = <f,g>. La relacidn (1.
3) muestra también jue, para todo B » 0, Lg es una

aplicacidn lineal continua de EB en T. Por lo tan-

ofo
to, Lge E". Mas afin:

TEOREMA 1.2. La aplicacdidn L:0 =+ £* degfinida
porn L(g) = Lg es Lineal y biyectiva. Si sobnre E¥
consideramos fLa topologia débil, L es continua.
Porn Lo tanto, s{ {dentificamos a 0 con E* mediante
L , La topologia débil de E* en 0 es menos fina
que fLa topologia de 0.

e % %
Demostracidén. Sea f € E , y defininamos

g(z) = Z f (z £{z).n

1
Como ;TIBz!n < eB|z, para todo B > 0 y todo z€¢€ ,
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se deduce que Hznﬂﬁs n'/B" para todo B > 0. De la
continuidad de £% en EB se tiene que lfﬁ(zp)! <
CB"zn"B , donde CB depende unicamente de B. Sea
ze€C. Con B > |z|, tenemos que

@ % oo o0
Lt TNET P AT LIRS VI B
n=o n=o

L}
n. n=o '.

de lo cual la serie converge uniforme y absoluta-
mente en compactos de |z| < B. Se deduce que ge0.

Sea fEZEB. Fntonces

£7(
n

£*e) (u)

e~ 8

;i (0)z") = 2 (“’(g)f*(z“>

o

(n)

tH

() oyg™ (o) = <£,g>

:1

En efecto, f* es continua y la sucesidn

n r(k)(o) k .8 1 ¢ ; ' . 1
kmo«-?7~ tiende a en £ p para todo a > 1, de
lo cual también en E. Para demostrar la ultima atir

macidn, ndtese que de las estimativas de Cauchy cor

radio a!zl , z # 0, se tiene que

: |
1 k k 1 K
T T P B R e =t K e
k=n+1 ° k=n+1 "(a|z|)
T 1.k Bz
=< 1 <—>}ufn il
{k=n+1 e P ’
y esta estimativa es también valida si z = 0. Se

deduce entonces que

oo { ) \

£k / N ; >
n ) k, )(0)z" NalekZ () Hfg.g 750,

k=n+1 =n+1



lo cual implica la afirmacidn.

% % g
Como f (f) = <f,g>, tenemos que f = Lg. Asl
L es sobreyectiva, y es claro que L es uno a

uno. Ademas, como

|Lg(£)] < (cK,BIan)IglK ,

ofe
«

. S e
se deduce que la seminorma f |<f’,f>| de E
calculada en Lg, estd acotada por Ig|K. Esto de-
muestra la continuidad de L, y completa la demostra

cidon del Teorema. A

COROLARIO. EL parn (E,0) es un pan duaf. EL pa-
néntesis de La dualidad, < >, estd dado porn La 54

qudiente aplicacibn de Ex0 en C:

(f,8)m <f,g> = ] 2010y,
n=o

.-

de tal manera que 0% = y E° = 0.

Para cada pareja fe P, ge€F, definamos tam-
bién
1:(n)

n!
o

<f,g> = (o)g(“)(o). (1.4)

ne- 8

n

Como la suma en el término de la derecha es finita,
<,> define una aplicacidén de PxF en €. Para cada

feP, sea Tf:F.* ¢ dada por Tf(g) = <f,g>. Eviden-

temente Tf es lineal y

T o e(n)
[T (g) ] < LIt corlel s

n=o
donde m = 9f si £ # 0, m =0 si f = 0.

Si sobre Pm consideramos la norma
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3

1£(7) (o) |

o

el -

i o~

n

la relacidén anterior puede escribirse
ITe(er | < Bl Ll

Esta relacién implica que Tf€lF*, donde F* es el
dual topoldgico de F. Podemos definir entonces una
aplicacié: lineal T:P ~» F* por T(f) = Tf , Yy si do-
tamos a F de su topologia débil, T es countinua,
pues la seminorma £5 [<f*,g>| de F* calculada en
Te esta acotada por afﬂm. Como se verifica fAcil-

mente, T es biyectiva. Por lo tanto

TEOREMA 1.3. La apficacibn T:P -~ F e biyect«
va. S4i{ ddentifdicamos a F* con P mediante T, La to-
pologia débil de F* en P es menos fina que fa topo

Logia de P.

Para cada ge F, sea a su vez Lg:P +» €, defini-

do por Lg(f) = <f,g> . Entonces Lge:P*, y pode-
mos definir una aplicacidén lineal L:F -+ P* por
L(g) = Lg. Como es evidente, L es biyectiva y <co
mo

1
lege)| < el _lel

& B3 %
se deduce que la seminorma f = |[f (f)| de P,
calculada en Lg, esta acotada por Ig(m. por 1lo

tanto L es continua. En total

TEOREMA 1.4. La aplicacibn Lineal L:iF » P* o4

biyectiva. Si identificamos a P con F mediante
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L, La topologia déb(l de p* en F es menos f4ina

que fLa topologia de F.

CAPITULO II. DOS CLASES DE OPERADORES PSEUDO-

DIFERENCIALES

Introducimos en este capitulo dos clases de
operadores a los cuales, por falta de un nombre me
jor, llamaremos pseudo-diferenciales. Como auxi-
liares, estos operadores jugarin en los capitulos
II1 y IV un papel importante en el manejo de cier-

tos operadores diferenciales.

2.1. Operadores pseudo-diferenciales definidos

[ <]
por funciones analiticas. Sea a(z) = a z una
n%o

funcidén analitica entera y consideremos la expre-

sidén diferencial

a(5=) = V- a

Demostraremos que a(%;) determina un operador 1li-
neal continuo P de E en E tal que P(EB)g;EB para

todo B > 0. Para ello definamos, si fe:EB 5

Pf(z) = { a_ (z) ’

nzo "dz"
y demostremos que la serie de la derecha define una

funcidn g en EB
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Sean z€ T y R > 0. De las estimativas de Cau-
chy

nt

(n) n'
[£ 7 7(2) | < sup [f(t)]| € ==[f], Sup e
R"Iz-tT:R R" B|z-t|=R

se deduce
lf(n)(z)l < n!l g eBlzleBR

Rn

dado que It] < lzl + R, v tenemos para todo n:

f(n)(z)llln< n!eBR

TIRSIE IS

cualquiera que sea R > 0. En particular, si R = n

f(n)(z) 1/n( eB(Ei)l/“ eB'l
”f“BeBlzl nn n-+o .

Existe entonces una constante M > 0, dependiente

inicamente de B, tal que
lf(n)(z)‘ < "f“BeBiz‘Mn

para todo n > 0, asi que, para todo m > 0

) / ) 3
Bz
T e e ™) < 1 ) |a“1Mn} peg etz
n=m L n=m .
de lo cual [ o
) anf(“)(z)IB << ) Ian[Mnl Tely -
n=m 1n=m J
. .
Pero f(z) = z !anlzn es una funcidén analitica en-
n¥o
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e o]

tera. Por lo tanto, C(m,M) = Z la [M" < 4o para
n=m N
todo m y ademas C(m,M) - 0 cuando m » ®. Esto garan
(n) < (n)
. n
tiza que ? a f (z) » 2 a £'7(z) = g(z) en EB’
nZo D n=o n
y que qunB = lely < C(o,M)nfMB , de lo cual P es
un operador lineal continuo de EB en si mismo. Por

lo tanto, P:E +» E es continuo.

TEOREMA 2.1. Identificando a E* con 0, el ope-
nadon adjunto P de P se {dentifica con el opena-
don P¥:0 » 0 definido por P*g = a.g para toda
ge0.

Demostrnacibén. Todo se reduce a demostrar que

<Pf,g> = <f,a.g> . (2.1)

Veamos primero que para todo k > 1

k
<d k’g> — <f’zkg>
dz
Como
k k-1
d f d,d f
< > =z < >
q k’f dz( k 1),g
z
basta ver que
df
<3z08> = <f,z.g> : (2.2)

lo cual resulta inmediatamente de observar que
(zg)(n)(o) ng(n-i)
(zg)(o)(o)

de que la sucesidn 3 akf(k)(z) converge a
k=o

(0) sin > 1, y que

0. Teniendo en cuenta ahora el hecho
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m
E a. z conver-

a0
¥ akf(k)(z) en E,, mientras que K
k=o bo B kZo

k .
ge a kz a,z = a(z) wuniformemente en compactos,
o

(2.1) resulta entonces de un cdlculo simple. A

NOTA. Si identificamos a 07 com E, tp* ,» el con
jugado de P*, se idenfica con P. Esto resulta del
hecho de que P* es continuo para la topologia de 1la
convergencia en compactos de O,y de la férmula

(2.1).

Sean ahora fe E, g0, pc P, v p(%?):o + () el

operador diferencial definido por p. Fntonces
<f p(g—)p> = <p.f >
s dz’8 +T,g

pues, por simetria en la férmula (2.2), también

<f,:1—g)-> = (zf’g> &

Notese al respecto que si f€,EB no podemos, en ge-
neral, asegurar que pfrifB. Sin embargo, como
péEa para todo o > 0, necesariamente pfﬁ.EB“1 con
"pf"B+a < ﬂp“aﬂf"B para todo a > 0, de lo cual
f» pf es un operador continuo de E en si mismo.

M3s precisamente

TEOREMA 2.2. Sean peP y p(3=):0 » 0 el opera-

don diferencial definido pon p. Entonces tp(%;)
se Ldentifica con el operadon o iE wE defindido

L.

pon p“(f) = pf. Mds adn, p” es continuo panra La

topologia de E y tp* se {dentif{ca con p(%;).

Los teoremas (2.1) y (2.2) suministran, con-
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juntamente, el teorema siguiente:

TEOREMA 2.3. Sean pl,...,pm€:P, ajs...5a € 0,

y considénense Los operadones P:E + E, y Q:0 + 0

deginidos, nespectivamente, pon

. B af
PE(z) = ] p,(2z)a (3;)(z) ,
k=o
v d
0g(z) = ] a,(2)p, (F2)(2) .

k=o

Entonces P y Q son operadones Lineales continuos.
Ademds Ldentificando a E con 0* y a 0 con E¥, tene

mos que TP = Q y tq = p.

NOTA. Obsérvese que Q es un operador diferen-
cial en el sentido usual. Denominaremos a P un ope
nador pseudo-diferencial. Nuestro principal inte-
rés sera en los operadores pseudo-diferenciales de

la forma

En tal caso,

. m dk
Pg = ] a, (2)—%
=0 dz

es un operador diferencial en el sentido usual.
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2.2. Operadores pseudo-diferenciales definidos

por series formales. Sea a<€F, a(z) - ? a zk. Si
k':.’) k
feP, es evidente que
© k
d d f
—) F = -
a(dz)A Z a —% € P
k=o dz

Podemos definir entonces un operador lineal conti-

nuo P de P en si mismo escribiendo

: dge 3 o *
Con la identificacién P = F del teorema (1.4), se
obtiene, como antes, que ‘P es el operador de F en
si mismo dade por

tPg = a.g .

Este operador es continuo, pues

t
el < (e lal lal,
5 % . .
y con la identificacidn F = P, se ve inmedi:tamen
te que t(tp) = p.
De la misma manera, si p(z) = ao+aiz+...+amzm
€P , y Q:F » F es el operador definido-por
m k
d
g = §a =%
k=o dz

k - - A Pl .,
donde d g es la derivada término a término de g
dzk .
hasta el orden k , entonces Q es lineal y con-

tinuo, con

lg' ’

ngIn < n+m

C
n,m
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donde Cn > 0 es independiente de g. Entonces
’

tQ:P + P esta dado por tof = p.f, es continuo, y

(%) = Q. M&s generalmente:

TEOREMA 2.4. Sean pl,...,pmgip, al,...,amciF.
S{ consdideramo Los operadores P:P » P y Q:F + F
definidos, nespectivamente, pon

v d
Pf I p (2)a, ()f

k=0

v d
2 ak(Z)pk(EE)g
k=o

Qg

entonces P y Q son opernadones Lineales continuos;
) .. . P % .
con Las Ldengdiciaciones F* = P, P = F , se tiene

't = q y %q = p.

ademds que
Diremos que Q es un operadonr diferencial y que

P es un operador pseudo-diferencial. Las clases

mds importantes de operadores pseudo-diferenciales

en P son los de la forma
m
_ k d )
Pf = kzoz ak(EE)f . ake_F ,

en cuyo caso,

k
a (z)d g
k k

o) dz

tPg -

k

nes—m3s

es un operador diferencial en el sentido usual.
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2.3. Propiedades elementales de los operadores

Pseudo-diferenciales. Antes de entrar a discutir

las propiedades de indice de los operadores pseudo
diferenciales que hemos introducido, y cuya consi-
deracidén serd el objetivo del préximo capitulo, es
tudiaremos algunas propiedades elementales de ta-

les operadores.

TEOREMA 2.5. Sea a€F, a # 0, y P:P > P el ope
nadon pseudo-diferencial definidoe pon

ez a(f .

Entonces, P es sobreyective. S< Q:F » F es ef ope-
nadoi Qg = ag, O es {nyectdivo, tp = 0, Q = P ,

e Im O es cernada en F. Ademds, Ker P tdiene di-
mensidn n, donde n es el mdximo de fos m tafes que

z" divide a a(z) en F, ¢ dimgCoker 0 = n.

Demostracdidn. Es claro que Im Q = (a(z)) = (z™)

(ver [1]) de 1o cual Coker Q = {0} si n = 0,
Coker Q = Pn_1 si n > 1. Como F es de Fréchet,

Q es un morfismo estricto (ver [13], NCe 12) e

Im Q es cerrada en F. Como Q es inyectivo, por
ser F un dominio de integridad (ver [1]), Im P es
denso en P para la topologia dé&bil de F* en P. Co-
mo ademds (ver [13], N° 12) P es un morfismo es-
tricto de P para esta topologia, Im P es cerrado

en P para ella, de lo cual Im P = P , y P es sobre

yectivo. Finalmente, como
i %
Ker P ~ (Im Q) = (F/Im 0) .
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se concluye que dimeKer P = n. Esto demuestra el

teorema. A

NOTA. E1 teorema anterior es particularmente
Gtil si ac P, en cuyo caso P es un operador dife-

rencial en el sentido usual. También es valido si

ae0.

Si a€0, a # 0y n(a,€) < +°, entonces el ideal
(a) generado por a en 0 es cerrado en 0 (ver [3]).
Ademds, 0/(a) tiene dimensidn n(a,C) (ver [2]).

Tenemos entonces

TEOREMA 2.6. Sean a0, a # 0, (a,C) < +®, y
P ¢l operadon pseudo-difenencial de E en E defini-

do pon

Entonces P es sobreyectivo y dim Ker P = n(a,t).

Demostracibn. P = 'Q , donde Q es el operador
de 0 en si mismo, dado por Qg = ag, cuya imagen

Im Q = (a) es cerrada en 0. Q es entonces un mor-

fismo estricto, de lo cual Im P es cerrada para la
topologia débil de E. Entonces, también para la
topologia de E. Como Q es inyectivo, Im P es denso

en E. Por lo tanto, Im P = E, pebido a que

Ker P = (Im Q)L ~ (0/Im Q)*

concluimos, finalmente, que dimc Ker P = n(a,C). A

NOTA. Si en el teorema anterior a€P, P es un

operador diferencial con coeficientes constante, es
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decir, un operador de la forma

n k
d f
P£ = X ak . 5 ak(_a.
k=o dz
Si g E, siempre existird f€Econ Pf = g ; y si
g = 0y a, # 0, habrd n soluciones linealmente in-

dependientes de tal ecuacidn homogénea.

Los argumento usados en esta seccidn conducen
también a resultados como el siguiente: Si peP,
p # 0y P:E » E es el operador Pf = pf, P es inyec
tivo, con Im P = (p) cerrada en E. Esto es conse-
cuencia del hecho de que el operador diferencial
con coeficientes constantes Q:0 + (0 dado por
Qg = P(%;)g es un morfismo estricto (ver [3]).
De la inyectividad de P, podemos concluir entonces
que Q es sobreyectivo, un resultado bastante cono-
cido que admite demostraciones completamente ele-

mentales.

CApITULO III. CALCULO DE ALGUNOS INDICES

3.1. Operadores diferenciales y pseudo-diferen-

ciales en E. Para cada 0 € k £ m, sea

L 3y

pk(z) L
1=0

<

en P con akmk £ 0 ake;O. El operador pseudo-

m

diferencial P:E > definido por



T d
Pf = z pk(z)ak(—(ﬁ-)f

es el transpuesto del operador p':0~+ 0 dado por
m d (%)
P'g = z ak(z)pk(a;)g
k=o
Como este Gltimo es un morfismo estricto, también
lo es P, para la topologia débil de 0% en E. Ahora,
para todo a >0,

d
pk(z)ak(ag) : EB -+ EB+a

es continuo, pues (ver 2.1)

df Blz| alz]|
'pk(Z)ak(Z;)(Z)l < C1C2"f"8e e

donde C, = Cl(B,a

1 s €. = C2(pk,a) son constantes,

k 2

de lo cual

df

llpkak(a_;)"3+0 < C(B,aopk9ak)“f"8 *

Se deduce que P:E + E es continuo y como la topolo-
gia de E es mds fina que la débil de 0*, también un
morfismo estricto (si M es un subespacio de E cerra
do para la topologia débil de 0*, M es cerrado para

la topologia de E). Si ponemos

m
b.(z) = ) a, ;a,(z) ,
k=o

% . - s
(%) Con el objeto de hacer mas manejable la nota-
cidén, escribiremos a(%;)f = a(%% :
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entonces

n di
P'g = ) b.(z2)8 |
s 1
i=zo dz
donde n = max mk.
o<k<m

TEOREMA 3.1. S« n(b_,€) < +», P es un operadon
de Fredhofm de E tal que Ind P = n(bn,@)—n.

Demostracibn. En efecto (ver [3]), Ind P
= -Ind P' = —(n-n(bn,¢)). A

COROLARIO 1. Sean ake;o , 0 < k £ m, Yy Aea
P:E +» E ¢f openadon pseudo-diferencial definido

pon

m
_ k df
Pf = ‘z z ak(az) .
k=o

Entonces, 4« n(am.m) < ¢+ _ P ¢85 un operadon de

Fredhofm con 1Ind P = n(am,c)-m

COROLARIO 2. Para cada 0 < k < m sea p_ € P ,

k
con Bpk = m . Sean n = max mes D= max{k | m, = n}t.
S{ P es el operadon diferencial de £ en E dado pon
m k ’
d f
Pf = Zpk(z)—~—k ,
k=o dz

entonces P es un operadon de Fredholm con {ndice
Ind P = p-n.

Demostracibén. Como bn(z) es un polinomio de

grado p, Ind P' = n-p. A



3.2. Operadores Diferenciales en F. Sean aho-

ra a €0, 0< k € m, y sea P:F*>F el operador pseu

k
do-diferencial definido por
m k
Pf = Z ak(z)d i .
k=0 dz

De nuevo, es claro que P es un morfismo estricto,
conjugado (transpuesto) del operador diferencial

P' de P en si mismo dado por
m
vy = kat (48
P'g = Z z ak(dz) %
k=o

Nos proponemos demostrar que P' es un operador

de Fredholm con indice Ind P' = —max{k-n(ak,o)}.Sea
o<k<m
p = max {k-n(ak.O)} .
o<ksm

P' tiene nicleo de dimensidn finita puesto que 1lo
tiene si se considera como operador de E en si mis
mo. Para todo n, sea P; = P'/Pn, que es un opera-

dor de Pn en P En efecto, si 0 £ j € n,

n+p’
Gy = § Lo 4t 50 p
Pn L L i(5-1)° n+p °
k=o1i=o0
T i
- '
donde ak(z) izoakiz . Se deduce que Pn es un

operador con indice y que este indice es

Ind P; = (n+1)-(n+p+1) = -p . ()

(%#) Si Ey F son de dimensidn finita y P:E+E es 1li-
ne$l, la exactitud de la sucesidn 0 + Ker P -
E L F + Coker P asegura que Ind P = Dim E-Dim F.
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Si K' = Ker P' , entonces

' ' |
Ker Pn C Ker Pm_1 C K

para todo n. Por lo tanto debe existir n, tal que

K' = Ker PA para todo n > n,. Pero entonces
Ker P' = 1im ind Ker P!
n-+o n

tendra dimensidn igual a la de Ker P; . Demostra-
o
remos ahora que existe n! >n, tal que si n > nj

entonces

' ] ]
Coker Pn C Coker Pn+ C Coker P ,

1

o, mids precisamente, que si n > nj , las aplicacio

nes candnicas

\P:P ,-*P T '
n nfp/Im Pn n+p+1/-m Pn+1

bp ¢ pnfp/Im Pg P/Im P

son inyectivas.

Como dim Coker P; dim XK' + p sin 2> n},

esto implicari que Coker P' = 1lim ind Coker P!
: e 2 n

tendrd dimensidn dim K' + p.
Debe notarse aqul que las afirmaciones

Ker P' = 1im ind Ker P Coker P' =

'
n-+oo n’

= 1im ind Coker P; resultan del hecho de que
- 3P ..
P' = 1im ind P' vy de que el functor lim ind es
n-+o , n
exacto, teniendose entonces que la sucesidn

L
0 » Ker P' » P 13 P + Coker P' =+ 0
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es la sucesidén limite inductivo de las sucesiones

'

0 + Ker P' » P En |4 + Coker P' » 0
n n n+p n

pues P = 1lim ind Pn = lim ind P

n—+oo n>® n+p

Ahora, para demostrar la inyectividad de las

Fa wn’ basta demostrar que

[ N '
Im Pn Pn*p Im Pn+1 5 n > n, ,

y como una inclusién es evidente, sdlamente que

L] L}
Pn*prﬁIm P P = Im P2, n > ng .
- ]

Sean f¢€ Pn+1 y g = Pn+1(f) € Pn+p' Entonces,
- _ n+1
f(z) = r(z)+bn+1z 5 r(z)€iPn y
i n+1
Boid Bgge® )

_ (n+1)! n+l+p

= Pyt ) _ %k,n . (nti-nt" +q(z)

k-n, =p k k

con 3q € n+p y N = n(ak,o) . Como ge:Pn+p , el
primer término, llamémoslo An’ del miembro de 1la
derecha es 0. Demostremos que bn+1 = 0 si n
es grande. Escribamos £ = max {nk I k-n, = p} .
si L =0, A solo contiene el término

n+l+p
P o

y como ﬂk = 0, necesariamente ak 5 # 0. Entonces
’
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b = 0. Podemos suponer asi que L 2 1. Ahora,

o= |a | >
k==
b oe s Loy e e g e (i
n+1 k' Tn+i-2)"% ) n+1
nk<l
_ (n+1)! Tk (n+1-2)" n4p+l
'mlbm'{‘akz" L TS Eore s A
Mk<p
Pero k—nk=p
¢ (n+1-02)"
1im ) Ja_ | . .
kn, '(n+1-2 )¢
n-—+wo nk<£ k k
pues'nk < ¢, mientras que
lim | f (o)t L,
I Iy ' Thel-0)Y

K
n -+

Por lo tanto, existe nl} > n, tal que si n 2> n}

entonces

l (n+1)!

, 7 AR 5
- knk(n+1 nt
k
de lo cual, si n > n} necesariamente b_ ne1 - 0-

Las $¥Y_ V¥ wn son entonces inyectivas si n > n). Se

concluye que si n > n} entonces dim Ker P'

dim Ker P; = dim K' , dim Coker P' = dim Coker PY

dim K' + p, o sea que Ind P' = -p
Finalmente tenemos

TEOREMA 3.2. EL operadon P:F * F defindido ponrn
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dkf

k ’

m
Pf = 2 ak(z)
k=o dz

donde no todas Las ak€ZO son {denticamente nulas,

es un operadon de Fredhofm, con

Ind P = max {k-n(ak,O)}.
o<k<m

Demostnacibén. Como hemos visto, si P' es el

conjugado de P entonces Ind P' = -max {k—n(ak,o)}.
o<k<m
A

CAPITULO IV. APLICACIONES A LA TEORIA DE LAS

ECUACIONES DIFERENCIALES

4L.1. Operadores en E. El siguiente lema,

bien conocido, nos serd Gtil en lo que sigue.

LEMA A. Sean E un espacio vectonial topoldgico,
M y N subespacios de E, con M cerrado y dim E/M
< 4o, Entonces M+N es cenrado en E, con dim E/M+N

< 4o,

COROLARIO. Bajo Las condiciones del Lema ante-
nion, 84 N es denso en E, entonces M+N = E.

TEOREMA 4.1, Sea P:0 + 0 un operadon diferen-

cial de La gorma

dkf

m
Pf = z p,(z) 5
k=0 k dzk
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donde pkc,P, 0 < k<m, p ¥ 0. Entonces el ope-

nadon di{ferencial P':O/E + 0/g, obtenido a partin
de P pon paso a Los cocientes, es sobreyectdivo.

Demostrnacibn. En efecto, Im P' = (Im P + E)/g-
Como Im P es cerrada en (0 (ver [3]) y E es denso
en este espacio, Im P + E = 0, v P' es sobreyecti-
vo. A

NOTA. E1 anterior teorema es afin cierto reem-
plazando a 0 por 0(Q), donde Q es cualquier abier
to simplemente conexo de €, pues por el teorema
de aproximacidén de Runge se tiene alin que P es den
so en 0(), de lo cual también lo es E (o, mejor,
el cqhiunto E(Q) de las restricciones a ) de 1las

funciones en E).

El teorema siguiente suministra informacidn
acerca de las soluciones de las ecuaciones dife-

renciales en 0.

TEOREMA 4.2. S{ P:0 + 0 es el operadon diferen
cial del teornema antenion, Las afirmacioned 4s(-
quientes son equivalentes:

1) apk < apm, para tode k £ m.
2) S¢ P':0/g » O/ es el operadon obtenido de P
por paso a Los cocientes, Ker P' = {0}.

3) La cohomotogia del complejo 0 » O/ K'0/15» 0
es nula.

4) S{ Pf = g, fe0, geE, entonces f€E.

Demostrnacibfn. Claramente (2)e (3), pues P'
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es sobreyectivo. Si F denota la clase mddulo E de
fe (0, la afirmacidén (4) es equivalente a: S{ PPE=0
entonced £ = 040 sea a (2). Para demostrar que
(1) = (2), obsérvese que si P" es la restriccidn
de P a E, entonces Ind P" = p - n , donde n =
max apk y p = maxik | 9p, = n}.
Las hipdtesis de (1) aseguran entonces que
n = apm y p = m. Ahora, la conmutatividad del
diagrama
0 0 0
¥ ¥ +
0+ E+0+0/g+0
p"tv p¥v p'#
0+ E~+0+0/ +0
+ ¥ ¥
0 0 0

en el cual las aplicaciones no mencionadas son res
pectivamente la inclusidn y la aplicacidén candnica
al cociente, y la exactitud de las filas, implican
que

X" - x +x' =0 ,

donde X", X, X' son, en su orden, las caracteris-

ticas de Euler-Poincaré de los complejos :

0 + E R"E - o,' o+ 0 K00 y 0 =+ O/E R'O/E* B

Pero X" = Ind P" = m-3p , X = Ind P = m-3p_ (ver
[2]) y X' = Ind P' = Dim Ker P'. Entonces
Dim Ker P' = 0.

Supongamos, reciprocamente, que (2) es valida.

Entonces m-3pm = p-n. Como p € m,
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apm = (m-p)+n > n = max Bok g
y el teorema estd demostrado. A

TEOREMA 4.3. EL teonema antenion es ciento
neemplazando a 0 pon 0(R), donde Q2 es cualquien
abiento simplemente conexo de ¢, s54in mds que reem
plazar (1) pon La condicidn:

(1') 3p, < 3p para todo k € m, y todas Las nrai-
ces de Dy estdn en Q.

Demostrnacidn. La condicidn (1') implica que

Ind P = m-3p_ vy, por lo tanto, que Ker P' = {o}.

La condicién Ker P' = {0} conduce, por otra parte,
a qué 3p, € nip ,R) < 3pm para todo k € m, de lo

cual op, < n(pm,Q) : apm. A

COROLARIO. Sean 2 un abdlento simplemente conex
de € y P:0(Q) » 0(Q) un operadon diferenccal de fa

forma

dk

p,(z)— ,
o . dzk

Pf

i
ne~—3

k

donde pnezP, k = 0,1,...,m ¢y p_# 0. Supbngase ade
mds que todas fLas nailces de P estdn en Q y que
dp, < 3p, para todo x < m. Entonces toda solucibn
hotomonfa en Q de La ecuacidn homogénea Pf = 0 o4
de tipo exponencial. (es decin, puede»extendenbe

a todo € en una funcidn de tipo exponencial).
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L.2. Operadores en F. Consideremos ahora un

operador diferencial P:F *= F de la forma

m k
d f
Pf = ) a (z)— (4.1)
k=0 dz
donde las a, son holomorfas en una bola { alrede-
dor de O,y a # 0. Entonces P es de Fredholm, con

Ind P = max (k-n(ak,o)}.
ogksm

Denotemos con C el sub-espacio de F de las se-
ries formales convergentes en alguna vecindad de O.
Entonces ( se identifica con el haz de gérmenes de
las funciones holomorfas en O. Por lo tanto (ver
[3]) si P" denota la restriccidén de P a ¢, P" es

un operador con indice, y éste es

Ind P" = m-n(am,O) s

Si llamamos X", X y X' , respectivamente, a las ca

racteristicas de Euler-Poincaré de los complejos
C:O*CRC*O
F:o»F Y Fao
Kl
Fs/C:0 +» F/C F7C »'0

entonces, de la exactitud de la sucesidn de comple-
jos

o+C~+F ~+F/C + 0,

concluimos que:
X" - X + X' =0 .
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" denota la ca-

Lo anterior también es cierto si
racteristica del complejo 0 + 0(R) g 0(Q) - 0 y
X' 1la del complejo 0 + F/0(Q) 4 Fr0(2) +» 0, cuan
do 2 es una bola alrededor de 0; o si X" denota
la caracteristica del complejo 0 -+ P-R"P-* 0oy X'
la de 0 + F/P g F/P - 0, cuando los a, son polino
mios. Como P C 0(Q) ¢ C < F (pues si f € (Q), f
admite un desarrollo en series de Tavlor alrededor
de 0, vdlido en todo R) y P es denso en F, también

lo son 0(Q) y C;, en virtud del Lema A se ve, cémo
en el Teorema 4.1, que P' es sobreyectiva y X' =

dim Ker P', de lo cual,
X - X" = dim Ker P’

Examinemos cada caso por separado:

TEOREMA L.4. S{ P:F * F es el operadonr difenen
cial dado pon (u.1), fas afinmaciones sigquientes
son equivalentes:

1) m-n(a_,0) = max {k-n(ak,O)}.
oSk<m

2) EL ndcleo Ker P' del operadon p':F/C + F/C ob-
tenido de P porn paso al cociente se nreduce a
{o}.

3) La cohomologia def complejo 0 - F/C » F/C + 0o
es nula.

4) S{ Pf = g, geC y fcF, entonces feC. Es de-
cin, 84 g es holomornfa en una vecindad de 0,
y £ es una so0lucidn formal de fa ecuacibn

Pf = g, £ converge en una vecindad de 0.

Demostnacién. Es claro que (2)e (3)e (u4).
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Para ver que (1)+> (2), ndtese que (1) equivale a
que X - X" = 0 y, como dim Ker P' = X - X" , a
que Ker P' = {0} . A

NOTA. La condicidn m-n(a_,0) = max k-n(a,,0)}
m k
o<k<m

se expresa a menudo diciendo que 0 es un punto sin
gular regular de P. La afirmacidén (1)< (4) del
teorema es entonces clisica (ver [#]). La afirma-
cidn (4) < (1) es también conocida y se deduce de
teoremas mucho mds generales de Deligne para dimen
siones mayores que 1 (ver [5]). Nuestra demostra-

cidon es mias elemental.

COROLARIO. Bajo Las condiciones del teonrema an
tenion, 44 m-n(a_,0) = max {k—n(ak,O)} y f es una
S$k<m
s0lucibn formal de La ecuacibn Pg = 0, f es con-

vergente en alguna vecindad de 0.

TEOREMA 4.5. Sea P:F + F ef operador difenren-
cial dado por (4.1). Supongase ademds que n(a ,Q)
donde Q es una bola alrededor de cero. En-

< 4o
tonces Las aginmaciones siguientes son equivalen-
Les:

1) EL punto 0 es, a Los sumo, el dnico ceno de a,

en @, y m-nfa_,0) = max {k-n(a,0)} .
m o<k<m

2) Ker P' = {0} , donde P':F/9.qy * F/o(q) ¢4 et
operadon obtenido de P pon paso al cociente.

3) La cohomologia del complejo
o> F/oea) * Floq) * 0 es nula.

4) S{L Pf = g, ge0(Q) y fc F, entonces £€0(Q) .
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Demostrnacién. De nuevo es claro que (1) = (2)

< (3)e (4). Para ver que (2) = (1), nbétese que

si Ker P' = 0, entonces

m-n(a ,2) = max k-n(ak,O)} .
o<k<m

Como

m-n(a ,Q) <€ m-n(a ,0) < max k~n(ak,0)},

necesariamente n(am.Q) = n(am,o) lo cual demuestra
(1). A
COROLARIO 1. Bafo fa hipdtesds max{k—n(ak.ﬂ)}

= m»n(am,o). 54 0 es a Lo sumo el dndico ceno de
a_ en Q, toda solucdbén formal f de La ecuaciln
Pg = 0 es holomonfa en Q2. En panticulan, 84 7 = ¢,

f 08 una funcién analitica entena.

COROLARIO 2. Sea Q una bola alrededor de 0.
Toda s0fucidn formal f de La ecuacibn de Eulenr

? zkdkf

= g
k=0 dzk

es holomonfa en Q.

NOTA. Los resultados anteriores son validos
(con modificaciones evidentes en sus enunciados)
reemplazando 0 por cualquier punto a de €, y to-

mando como  una bola alrededor de a.

TEOREMA 4.6. Sea P:F » F el operadon difernen-
cial K

d
Pf = pk(z) " ’
(o} dz

ne~-13

k



donde Los P, don polinomios. Entonces, Las sigudien
tes afinmaciones son equivalentes:

1) max{k-n(pk,o)} = max{klapk= max dp.} - max ap, -
o<ks€m o<kgm o<j<m o<k<m

2) Ker P' = {0}, donde P':F/F + F/E es el operador
obtendido de p por paso al cociente.
3) La cohomologia def complejo 0o - F/E » F/E + 0

es nula.
4) S{ Pf = g, fe F, ge E, entonces fekE.

Demostracidn. Es evidente del hecho de que

Ind P" = max{klapk = maxapk} - max apk, donde P"

es la restriccidon de P a E. A

En realidad, no deben ser muchos los operadores
que cumplen la condicidn (1) anterior. Como casos

particulares, consideremos los siguientes:

COROLARIO 1. Toda so0Lucidn formal f de La ecua
cibn de Eulen

geE ,

U o~3
N
=
"
Q

o dz

es de tipo exponencial.

COROLARIO 2. S{ todos Los Py 0 £k £m, 40n
constantes, toda solucibn formal £ de La ecuacdidn
pf = g, geE, es de tipo exponencial. En particu-
Lan, toda solucibn formal de La ecuacibn homogénea
Pf = 0 es de tipo exponencial.

Si P" denota el operador del teorema 4.6, res-

tringido a P, entonces (vedse [10])
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Ind P" = -max {Bpk—k} "
o<ksm

por lo tanto la igualdad

max{k-n(pk,o)} = max{k-n(pk,o)} = —max{apk-k}
Py #o P, #o
B -max{Bpk—k}

es equivalente a la siguiente afirmacidn:

Para todos Los 0 < k y i <m, AL P £ 0y Pj £ 0
j-k

\"

ces .,0) = 3p. dp.-9d
entonce n(p] ) P; Y p] Py

Ahora, los Unicos polinomios que cumplen esta con-

dicidn son los de la forma

+k
pk(z) = akzn . k = 0,00.,m (4.2)
donde n es fijo, independiente de k (algunos de

los a, pueden ser nulos). Tenemos entonces:

TEOREMA 4.7. S{ P:F » F es un opernadon diferen

cial de La forma

dk

Hh

Pf =

ne~3

A

k=o

donde P € P para k = 0,1,2,...,m , Las agirmacio-

nes sigudientes son equivalentes:

1) Existe n tat que p,(z) = akzn+k. a €% pana

> 0
todo x = 0,1,2,...,m .

2) EL nicleo def operadon P':F/p > F/p , obtenido
de P por paso a Los cocientes, es nulg.
3) La cohomologia det complejo 0 > F/p $ F/p + 0

es nula.
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4) S¢ Pf = g, f€eF y ge P, entonces fc P. Es de-
cin, toda solLucibn formal de Pf = g es, cuando
ge P, un polinomio.

Demostracibn. Resulta inmediatamente del andli

sis anterior. A

NOTA. En la condicidn (1) anterior es claro
que si p,(z) # 0, entonces n = 3p,. NOtese tam-

bien que

P = 2z Q
donde " K
kd
Q= ) az—
k=o dz
y que las soluciones formales de Pf = 0 son las
mismas de Qf = 0. Cuando a, = 1 para todo k, Q es
simplemente el operador E de Euler y P = 2"E. Del

teorema 4.7 se deduce

COROLARIO 1. Toda s0lucibén formal de una ecua-

cién difenencial homogénea de fLa gorma

nfkdkf

)
a. z = 0
ey k k

dz
es un polinomio.
COROLARIO 2. Toda sclucidn formal de La ecua-
ci6n de Eulen Ef = g, ge P, es un polinomio. En

particularn toda solucibn formal de La ecuacidn

Ef = 0 es8 un polinomio.

COROLARIO 3. S<L P es como en el corolanio 1 y
n > 0, La ecuacdidn Pf = g, con g P y 3g > 0 , ad-
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mite so0fuciones fonmales s0lo s4 z" divide a g en

P.

En caso de que estas existan, sendn Las mismas

de Qf = g/Zno

BIBLIOGRAFIA.

Cartan, H., Theonie Elementaine des Functions
Analytiques d'unes ou plusienes vaniables
Complexes, Hermann, Paris, 1963.

Charris, J., Sobre Cientos Espacios de Funcio
ciones Holomonfas y sus Aplicaciones I, Re-
vista Col. de Mat., Vol. VIII, N° 2-3(1974)
111-138.

Charris, J., Sobre Cientos Espac«os de Funcio
‘nes Holomonfas y sus Aplicaciones I1, Revis
ta Col. de Mat., Vol. XIIT, N° 4 (1979) s
245-263.

Coddington, E., Levinson, N., Theory of Ord<-
nany Differential Equations, Mc Graw-Hill,
N.Y., 1955,

Deligne, P., Equations Differentielles a
Points Singuliens Regulanriens, Springer-Ver
lag, Belin, 1970. "

Dieudonne, J., Schwartz, L., La Dualite dans
Les espaces (F) et (LF), Ann. Inst. Fourier
(Grenoble), 1 (1949), 61-101.

Hormander, L., Introduction to Complex Analysdis
in sevenal Vaniables, Van-Nostrand, Prin-
ceton, N.J., 1967.

Horvath, J., Topological Vecton Spaces and
Distrnibutions, Addison-Wesley Publishing
Company, Reading, Mass., 1966.

Mond, D., Sobre La Cohomologia asociada a un
Openadon Difernencial Complefo, Revista Col.
de Mat., Vol. XIII, N° 3 (1979) 171-192.

Nova, L., Ciertas propiedades de Las Ecuacco-
nes Difenenciales Complejas con Coeficientes
Polinémicos, Revista Col. de Mat., Vol. XIT,
N° 1-2 (1978) 13-58.

Rotman, J., Notes on Homological Alfgebra, Van
Nostrand, Urbana, Illinois, 1968.

171



[12] Schaefer, H., Topofogical Vector Spaces, Mac-
Millan, New York, 1966.

[13] Seminaine Cartan, Vol. 6, Afios 1961-1965, Ben
jamin, N.Y., 1967.

[14] Treves, F., Locally Convex Spaces and Linean
Pantial Differential Equations, Springer-
Verlag, N.Y., 1967.

[15] Treves, F., Topological Vector Spaces, Distns
butions and Kernels, Academic Press, New
York, 1967.

EX % 3

Depantamento de Matemdticas
Univensidad Nacional de Colombia
Bogotd, D.E. COLOMBIA.

(Recibido en Diciembre de 1979)

172



