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COMPACIDAD Y DECIDIBILIDAD
DE LOGICAS MONADICAS CON CUANTIFICADORES

CARDINALES (*)

por

Sergio FAJARDO V.

§0. Introduccidn. Este articulo se refiere al es-

tudio de extensiones de la 16gica de primer orden
(me) que preservan ciertas propiedades fundamenta
les, y aumentan su poder expresivo, en el sentido
de que permiten axiomatizar clases de estructuras
no expresables en wa. Para una informacidn deta
llada ver [C3] y los dos f{iltimos capitulos de

[BS] . Una de las propiedades que se pretende

(%#) E1 autor agradece la invaluable ayuda prestada
porel Dr. Xavier Caicedo durante la elaboracidn
de su tesis de Magister (Compacidad y decidibi-
lidad de ciertas ldgicas monddicas, Universidad
de los Andes, 1979), en la cual se basa este

trabaijo.
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conservar es la compacidad enumerable: si todo sub
conjunto finito de un conjunto enumerable T de sen
tencias tiene un modelo entonces T también tiene
un modelo. Es un problema abierto, propuesto en
[MS], el dar condiciones para asegurar que la
unidén de dos ldgicas compactas sea compacta.
Extensiones bien conocidas de wa son las 10-
gicas wa(Qa), obtenidas por la adicidn del nuevo
simbolo de cuantificacidn Qysque sintdcticamente
se trata como los cuantificadores ¥ y 1 , y en don
de la interpretacidn intuitiva de Qyf es: el car
dinat del conjunto de vendad de ‘¥ es mayorn o igual

que w Analogamente, se puede considerar las 16-

o
gicas wa(Qai:i€ I) que resultan al afiadir simul-
tineamente varios cuantificadores cardinales.
Vaught demostrd la compacidad enumerable de
wa(Ql)' Keisler [Ke] estudid en forma extensiva
esta légica y did una axiomatizacidn completa.
Furkhen [Fu] mostrd la compacidad enumerable de
me(Qa) para ciertos valores de wy,por métodos com
pletamente diferentes a los utilizados para me(Qi)
por Vaught y Keisler. En cambio es un problema to
davia no resuelto si la légica wa(Q1’Q2) es enume
rablemente compacta o nd. En este articulo demos-
tramos que su fragmento monédico,me(Ql,Qz), es de
cir la sublégica de me(Ql’Q2) que sblo contiene
simbolos unarios de predicado ademds de la igual-

dad, es enumerablemente compactaj; resultado que se

generaliza a Mww(Qal""Qan)' el fragmento moniddico

de wa(Qal,...,Qan), siempre que a, > 1. Esta con
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dicidén es necesaria pues wa(Qo) no es enumerable
mente compacta. Adicionalmente mostramos que
Muw(Qq s---sQq )scon a; arbitrario,es una ldgica
decidible. Es?o habia sido demostrado en los ca-
sos particulares de M, ,(Q,) sin igualdad por Mos-
towaski [Mo], y de me(Qa) con igualdad por Slom-
son [S?] y Vinner [V].

La tecnica que utilizamos principalmente es lade
"back-and- forth", conocida de los trabajos de Frai
ssé [Fr], Ehrenfeucht [E] y Karp [Ka], quienes 1la
utilizaron para caracterizar equivalencia elemen-
tal. También fué utilizada por Lindstram, [Li 1],
[Li 2] para obtener sus famosos teoremas de carac
terizacidn de la 16gica de primer orden. Caicedo
en su tesis [Ca 1] generalizd el "back-and-forth"
a cuantificadores arbitrarios, trabajo que conti-
nud en [Ca 2]. El "back-and-forth" que usamos es
una adaptacidén del presentado por Caicedo en [Ca 1L
con la diferencia que utilizamos sucesiones de iso
morfismos parciales en lugar de conjuntos de rela-
ciones de equivalencia, una extensién del método

que utiliza Barwise en [B].

§1. Notacion, definiciones y ejemplos. La notacién

y definiciones que utilizamos en estre trabajo son
las conocidas de la Teoria de Modelos para la Légi
ca de primer orden,L,,, tal como las podemos en-

contrar en [BS]. El a-ésimo cardinal (& aleph)
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serd denotado por W - El cardinal del conjunto S

se denotard |S]|.

El lenguaje wa(Q,Q') se obtiene a partir de
la Légica de primer orden al adjuntar dos nuevos
simbolos de cuantificacién Q y Q'; las reglas pa-
ra la formacidén de fdérmulas bien formadas (fbf)
son las mismas de Low mds una adicional: S{ ‘P es
fbf entonces (Qx)¥ y (Q'x)Y son fbf's. Un modelo
para L, (Q,Q') es de la forma O = <A,...,q,q'> en
donde los puntos suspensivos indican interpreta-
cién de los simbolos de L., ¥y 9,9"'¢ P(A) son las
interpretaciones de Q y Q', respectivamente. Un
ejemplo de tales interpretaciones seria q =
{scal |s] >uwyl vy q' = {sca| [s] > wg}. La de
finicidn de verdad de una sentencia en un modelo

estd dada por las reglas usuales, mds las siguien-

tes:

1. ok (Qx)P(x) «=> {acAIO(l:S*P[aJ}(q
2. ok (Q'x)P(x) = {acA| gk p[a]} €q’.

El gragmento monddico de Lyw(Q,Q"), denotado
Myw(Q,Q')y es el sublenguaje que solo permite sim=
bolos de predicado monddicos (de una variable)
ademds de la igualdad, y no admite simbolos de
funcién. La notacidn M&w(Q,Q') indica que solo
consideramos L simbolos de predicado.

Otra nocidn que necesitamos es la de rango
cuantificacional de una férmula, nos referimos a

la funcidn "qr" definida en forma recursiva asi:
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qr(¥®) = 0 si P es atémica

qr(1¥) = rq(¥)

qr(¥Ap) = Max(qr(¥),qr(y))

ar((3x)¥) = qr((Q)P) = qr((Q'x)P) = qr(¥)+1

Usaremos la notacidn (=¥ para denotar la
equivalencia efemental de estructuras ¢+ vy ¥ . Equi
valencia elemental para sentencias con rango cuanti

s . <m
ficacional menor que m la notamos por & = €

Todas las definiciones, notaciones vy observacio
nes anteriores se generalizan de una forma natural
a lenguaijes wa(Ql,...,Qn) S wa(olzi €1),con més
de d&s simbolos de cuantificacidén. En la notaciédn
corriente, wa(Qal,...,Qan) denota aquella légica
que se obtiene interpretando canénicamente el cuan

PR . i
tificador Qa- en cualquier estructura ¢ por q =

i
{scA| |s| >wy, }. En este trabajo, 0 . denotara

a . a
i i
siempre esta interpretacidén, es decir la Anteapnre-

tacion carndinal de Q.+
3 &

A continuacidén citamos algunos resultados sobre
compacidad enumerable para la interpretacidn cardi-
nal de los Qq - Primero necesitamos otro concepto:
un cardinal k es pequeno para Y (otro cardinal)
si siempre que {m;| i€1I} es una coleccidn de car-
dinales menores que y,con |I| € k,entonces

w

a
es pequefio para (2 ¥ ¥,

T -
fel mi < Y. Por eqemplo,ma

1. M,,(Q,) no es enumerablemente compacta.
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2. Lyw(Qy) es enumerablemente compacta 54 w

e84 pequedc para w, véase [Fu], [BS].

o
3. wa(oa1+1, oa2+1,. .) eA enumenrablemente

. we _ ;
compacta A4 wai- Wy » en panticulan wa(02,03,.”)
es enumenablemente compacta suponiendo La hipdte-

848 del continuo. Esto se sigue de 2, véase [c1].

4. Lyw(Q), con Q el cuantificadon de Chang, es
decin La intenpretacién q = {scA| [s] = |A]}, es
enumenrablemente compacta supondiendo La hipdtesis

generalizada def continuo [BS].

5. S{4 Q denota el cuantificadorn de Chang,
Lyw(Q:Q,) no es enumenrablemente compacta.

Demostracién. Basta caracterizar la estructura
de los Nimeros Naturales en esta ldgica [C3]. Sea
T = T*LJ{OI,Oz} en donde T* consiste de los axio-
mas de la Aritmética de primer orden, o, es
1(le)(x = x) vy o, es Vx(1(Qy)(y < x)). Cualquier
modelo de T tiene cardinal w, por 0,> ¥y por 0, no
tiene sucesiones decrecientes infinitas, por 1lo
tanto es isomorfo al modelo "estandar" de los Na

turales. A

§2. Back-and-forth para Miw(Ql,...,Qn). En esta

seccidn supondremos siempre que el lenguaje con-
tiene exactamente % predicados monaddicos Pl"”Pl'
Trabajaremos con dos tipos de interpretaciones pa-

3
ra Mww(Ql,...,Qn):
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(1) Estructuras de la forma = A SRy, 5By,

1 n & > i -
qQ ».++5qQ > con Rj la interpretacién del simbolo de
. i .
predicado Pj’ y q° el conjunto de los subconjuntos

de A que tienen cardinal mayor o igual que wy , en
.

donde wy < Wy <..<wy son cardinales fiios.‘
1 2 n

1

(2) Estructuras de la forma £" = <B,R',...,R£,

1 n ! 5 ;s
S suen S PpEON Rj la interpretacion de Pj y Sj, la

interpretacidn de 0}, el conjunto de subconjuntos

de B con cardinal mayor que E;—(m-l), donde los F;

estd definidos por recurrencia:

E; = (2£+m)(m+1)
g3t o (2emyeter .
m m

Dada ahora una interpretacion O cualquiera de

2 1 n 2 .
Mpw(Q s-- 50 ) v a€ A, sea fae 2 l1la funcidn defi-
nida asi:

e iR 0 si a¢1Ri
a 11 si acR;

DEFINICION 2.1, a ~ b si y sdlo si fa = fb'

La anterior es una relacidn de equivalencia en
A, denotamos por f; la clase de equivalencia de a.
En general, se tienen clases fl,...,f 0 ( algunas

pueden ser vacias) correspondientes a las funcio-

nes de 2 en 2.

DEFINICION 2.2. A cada estructura (f de tipo

§ irm -
(1) y cada m, asociamos una estructura de tipo

/9



(2) utilizando las clases ?i en la forma siguien-

te: [}

-
(i) Tomamos conjuntos disyuntos fi’ 1 Z g e ieetyiling

asociados a los fi asi:

Si I?il £ m entonces Ifil = Ifil ”
Si m < Ifil < wal entonces |?;| =m .
. - 2L o
Si waj < Ifil < waj+1 entonces Ifil = E_.
. - -
Si wan < lfil entonces Ifil = E; .
21 =1 £.n
(ii) B = f. , es claro que |B| € 2°E_ .
i=g 1 m

(iii) Dado b en B, b pertenece a un idnico f , aso-
ciado a f; si tomamos un representante a€ f defini
L} L} L]
mos Rl""’RL por: be Rie* ae;Ri. Es decir ,
L} -1 -
R; = U{f | F<r;} .

1 n

. m ' ' 1
iv) £ = <B,R s+ e+sRyp, S ,...,Sn>,con ST ,...,S
interpretados como se indicd al comienzo de esta

seccidn para las estructuras de tipo (2).

Usando el método de "back-and-forth" vamos a
demostrar que (X y iﬂ son elementalmente equivalen-
tes con respecto a sentencias de rango cuantifica-
cional menor que m. Considere las siguientes suce
siones decrecientes por inclusidn de conjuntos de
isomorfismo parciales:

m m m

{a;} , {B.}. y (14}

i=1 1 4i=1 i=1

donde Ai consiste en los automorfismos parciales
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f:A > A de & con |Dom f| < m-i ; B, consiste
en los automorfismos parciales g:B + B, de ip con
|Dom gl £ m-i , yv finalmente, Ii consiste en los
isomorfismo parciales h:A + B de Ur en iﬂ con

[Dom h| ¢ m-i.

DEFINICION 2.3. Dado i, 1 € i € m-1, definimos
relaciones en A y B para cada subconjunto S de A y
S' de B tales que |[S| < m-(i+1) y [S']| < m-(i+1),

como sigue:

(i) Dados a,a'€c A, aaé}a'éﬁ existe feAi tal que
f}s = is y f(a) = a'.
(ii) Dados b,b'€ B, bi:}b'¢+ existe ge:Bi tal que
» S 1
g)s' = iS' y g(b) = b'.

Las definiciones anteriores nos permiten demos

trar las siguientes propiedades:

PROPIEDAD 2.1. Las relaciones deginidas en
2.3 son de equivalencia y tienmen menos de 224m
clases de equivalencia.

Demostracidn. Es claro que son de equivalencia.
' L

Mostramos que el niimero de clases es menor que 2~ +m

para las relaciones %tl definidas en A, el caso de
B es similar. Sea i+1sfiio, S = {al,...,as}g'A y
[s| € m-(i+1); denotemos la clase de equivalencia

de a por [a]é+1 y consideremos los dos casos posi-

a = a C S entonces Ia . - {ao} ’
1' ’ .l S ) 1
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= F: N {azla, &8 'y fyar=2f L

1 i+1 =
J a ] j

a gS, entonces [a

En otras palabras, la relacidn %%} es un refina-
miento de la particidn {?ill < i g 22}, y no hay
mids nuevas clases de equivalencia que elementos hay
en S. Asi el numero de clases de equivalencia

L L
es a lo sumo 2 +|S|< 27+4m . A

PROPIEDAD 2.2. (propiedad de extensidn o "back-
and forth").

(i) Dados he Ii y a€A, exdisten h'€I. y beB

+1
tales que:

1. hch' y h'(a) = b.
i+1 i ) i+1 j
€
2. [a] 0 L€ a Amplica [b].., €5 para

j = 1,...,.0 .
(ii) Dados hE:I 4, Y bDEB ex{sten h' e‘I Yy acA
tales que

1. hch' y h'(a) = b.

iv1 ¢ ]

2. (b]i*l € sJ implica [a] pom n€ O Para

ran h

j = 1,...,n.

Demostracidn:

(i) Dados h(;I T Ay ae€ A hay dos casos a con-
siderar. Si ae:dom h entonces tomamos h' = h vy
b = h(a), obteniendo (1) y (2) trivialmente, pues

i+1 . ]
l[ ]dom h = 1. Si a¢ dom h, demostramos que exis
te belf; tal que bg¢ran h y después definimos
h' asi:

h'PDom h = h (

»*
~

h'(a) = b .
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Por contradiccidn, supongamos no existe b con esta
propiedad. Consideramos el caso |ran h| > |[f | |,
pues si Iran hl < l?;l es obvio que existe el b
que buscamos. En esta situacidn tenemos m > f?
entonces por la definicidn de ?' ]f | = |?;!
Por hipdtesis, para todo bc¢ ?; existe ag € Dom h

tal que,h(ab) = b, entonces a, € f_ , ya que h es

a
un isomorfismo parcial. Como ran h;??; v

l%a' = ]?;l es finito entonces Dom h :;a’ esto im-
plica que ae€ Dom h, una contradiccidn. Obviamente
h'e,Ii y cumple (1) si se define por (x). Falta de

mostrar que parab se cumple (2). Note Aque (?')b =

f_ .
a -
& 1+1 ) . . —v!i+1
Supongamos [a - h(.} , s decir R = [dJqu .
es tal que |[R]| 3 Wy, . Como RC;? tenemos entonces
que '? | > W aqi]qs ’f | -) v R = [h}i+1
’ a 4 2 b ' “Jrant

*j

— - .

= Fb\{v Cfbl v e ran hl tiene cardinalidad Ifb| -
1

I{V€_ bl Y € ran hil > E;-(m~1),va_que [ran hl< m-1,

y entonces R'(.Sjpor definicidn.

(ii) La parte (1) es perfectamente similar a
la anterior, pues los cardinales <m de las clases
finitas coinciden en las dos estructuras. Probamos

(2). Dado be B suponga que se ha escogido ae A
-t - '
' i . e v = 1 1+1
tal que h'(a) = b y f = (f)) . si R' = ib_jr(mh
j

i -t
€S entonces |R'| > E;—(m-l), Como R'c fy

b' ; , por los posibles cardina-
les que pueden tener las clases f sy VA que

A
tenemos que |f

E1 1 < F]_(m 1). Si [f [ > ; entonces l?alz Wy



y como R = ?a\{xg;?al x ¢ Dom h} entonces

[R| > Wy . -(m-1) = wg , es decir R(:q]. A
]

Ya estamos listos para demostrar el teorema
del cual nuestro resultado principal serd un coro-

lario.

TEOREMA 2.3. Para i = 1,...,m; h€:Ii con

Dom h = {al,...,a }, s € m-i, ¢ ?(xi,...,x ) una
p L i n 9
gormula de M, (Q7,...,Q") tal que

qr(@(xl,..‘,xs)) < i [tenemos:

aepla,,...,a Je L7 FP[h(a,),...,h(a))].

1°°

Demostracidn. Por induccidn en i y en la com-

plejidad de las fdérmulas.
(a) Para i = 1, helq, |[pom h| € m-1 ¥y
?(xl,...,xs) tal que qt(?(xl,...,xs)) < 1, tenemos

e
qrP( x )
vial pues h es un isomorfismo parcial. La induccidn

0 . Si P es atdmica el resultado es tri-

para los conectivos proposicionales es también cla-

ra.
(b) Suponemos vidlido el teorema para i y lo de-

mostramos para i+1. Sea he;Ii+1 y ?(xl,...xs) tal
que qr(P(X)) < i+1. Los casos Y atdmica y la in-
duccidén en férmulas para A y - sontriviales. Examina
mos los dos casos restantes:

; ?(xl,...,xs) es de la forma (Ix)y(x,,...x_,x) en
donde el teorema se cumple para W(xl,...,xs,x) 5

qr(¥ (%)) < i. .
2., @(xl,...,xs) es de la forma (Q]x)w(xl,...,xs,x)
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en donde el teorema es valido para W(xl,...,xs,x).

1. &k(?x)w(x)[al,...,asj si y sélo si existe
ae€cA tal que (%kW[al,...,as,a]; ademds, por la Pro-
piedad 2.2 (i) sabemos que existe h'e I; tal que
heh', ae€Dom h' . Aplicando la hipbétesis de in-

duccidén a Y y h' tenemos que:
arvfa ,..,a_,a)+ $"eu[h (a ). nt(a) et (a) ]
= I"E (@0uG0 [ha), .. na )],

La otradireccidn es analoga,utilizando Propiedad
2.2 (4ii).
2. Demostramos primero que (XF (ij)W(x)[a a_|
' ) TREE |
implica im#Qfx)W(x)[h(alﬁ...,h(as)]. Supongamos
o (Q]x)w(x)[al,...,as], entonces

R = {aeA:xE w[al,...,ag,aj} € q], es decir
) i+1
R > . D st s h e R = .
l l > mai emostramos ahora que :Zé[a]Dom h

i+1

Es claro que RQTLJ)[a]i+1 Sea ye [a pom h

a(R Dom h

con a € R,tenemos dos casos a considerar. Si
i+1 _ _ i+1
y € Dom h entonces [y]Dom . {v} = [a]Dom h
asi y = a€R. Si y¢gDomh, y ¥ a, entonces con
sideramos la siguiente funcién f:A » A, f(a) =y ,

f(y) = a, f(x) = x si x #a y x #y. Enton-
ces f es claramente una biyeccidn y cumple que para
todo x €A, x€Ri4=vf(x)€Ri; en otras palabras f
es un automorfismo de ¢¢ y por consiguiente tenemos:

ok y[ag,...,a ,a] e oy [f(ag),. .., f(a ), f(a)] «
ok W[al,...,as,y]; y asi ye€R.

i+1
Tenemos pues que R = :z;[a]Dom e ¥ como el
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nfimero de clases de equivalencia bajo 1la relacion

i:} es finito, escogemos clases distintas tales
Dom h " i+1 2
que R = U/ [a ] con n < 2 +m. Como
“ k=1 k* Dom h
i+1 .
= R p/ s existe a, € R
kzll[ak Dot hl ' I > Wy  » entonce K
i+ 5 e 3
tal que l [éik] ;o;\ h; > waj . Por definicion,
i+1 j : Aif 3 .
r la Propiedad 22(i) existen
[a ] pom nEaH Y PO p

L 1 = . L}
h g,Ii, bak(_B tales que h (ak) bak ,  h'Dh 'y

[b L € S); luego,por hipdtesis de induccidn

a,“ran h
aplicada a y y a 1i,tenemos:

wk pla,..,a .8, ] A 2 w[h'(al),..,h‘(as),h'(ak)]

o L"k y[hta),..,nla )by I

k
Por tanto b, € R' = {yezBliph w[h(al),..,h(aq),v]}
k : .
1+1 i+1 ~3.
y como antes R' = tz;' [b]ran h P[baklran LS A

entonces R'€ Sj, es decir imk (Qix)wih(al),..,h(asﬂ,
como queriamos mostrar.

Ahora demostramos la otra direccidn,que requie
re mds cuidado. Supongamos b AUS (ij)w(x)[h(al),..
.,H(as)] y sea R' = {ye_Blﬁmh w[h(al),..,h(as),y)]},

tenemos entonces por hipdtesis que R'eg s es decir

[R'| > B%-(m-i). Igual que antes, podemos expresar

144 con [bs]ﬂ[bk] = p para

0o
R' como R' = t?é[bk]ran h

k £ s yn < 21fm; demostramos que existe bkc:R'
-1i+1 l

]
> ~-(m-
s & % By (m-1). Suponemos para

tal que ![bk
L%3

s hl < E;-(m—i), entonces

k = 1,...,n que ][bk]
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-1 i+1 3 j

1E5, | € 1[5 Jpn nl *+ Iran bl < Ep-(n-1)e(n-1) - P

para cada j, y por la definicidn de 1las ?h;’ tene-
jad i

mos que Ifb | < E (haciendo E = m). Luego

+1 -1
| R l[ k];an h < n F; 3 pero n < 22+m, y

por lo tanto tendriamos que |R'| < (2Q+m)Ei"1 <

j
E R ésto seria una contradiccidén pues R'e SJ

En S : ; i+1 j
ntonces existe b, tal que bk€iR y [bJ ran h€'S ’

Por la Propiedad 2.2(ii) existen h'CIH, a€ A tales que
1+1|

B 3y entonces,aplican-

h'>h, h'(a) = b,y [a]

do la hipdtesis de induccidn a ¥ vy h' tenemos:

1"e w[h'(al),..,h'(as),bk]+¢(ik W[al,..,as,a].

Asi que a€R = {xe;AIW# W[al,...,as,xj} y como

R;>[a]é;; h obtenemos % F (Oix)w(x)[al,..-,ag].

<m m
COROLARIO 2.4. (& = 1" .

Demostnacién. Por el teorema anterior con

i = m. A

Terminamos asi esta seccidn y ya tenemos las

herramientas para obtener nuestros resultados.
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§3. Compacidad enumerable de Mww(o1’Q2)' En

esta seccidn demostramos que la ldgica Mww(Q1’Q2)
es enumerablemente compacta si Q1 y Q2 tienen 1la

interpretacién cardinal. El método de demostra-
cidén se generaliza a Mww(Qal""’Qan) con.a. > 1.
Como un paso intermedio demostramos la compacidad
enumerable de Miw(o1’02) con un niimero finito % de
predicados.

Trabajamos con tres tipos de interpetaciones

2 . . -
para M, ,(Q,Q"), que especificamos a continuacion:
1. o= <A,R1,...,R2,q,q'> en donde

q = {scal]s]| >uw, b oy q' o= {scal s > w,}.

2. ip = <B,R;,...,RL,S,S'> en donde S = {S CB]
& 1
Is] > e}y s' = {scB||s| > E,f,}-

3. € = <C,R1 ,...,Rg,r,r'> en donde r {scc]|

sl > wy} vy »' = {scclls| » wg}, con wy < wg Y

w, pequefio para w, y wg (véase definicidn en §1).

Dada una estructura ¢¥ del tipo (1) arriba ci-
tado, le asociamos por medio de un procedimiento
candénico una estructura ﬁx del tipo (3) y probamos

que son elementalmente equivalentes.

DEFINICION 3.1. Construccidon de ¥y a partir de
(7. Sean ?1,...,?21 las clases de equivalencia que
obtenemos en A por medio de la Definicidén 2.1, §2.

Entonces definimos

_n
(i) Conjuntos disyuntos fi para i = 1,...,2 , aso-
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ciados a los f. asi:

i
Si IEiI <€ w_ entonces |§;| = I?iL
Si 'Ei' = w, entonces |f;| = Wy
Si 'fi| > w, entonces |?;| = wg-
29] "
(ii) ¢ = O f.
ci=1

"
(iii) Definimos las Ri como en Definicidén 2.2 (iii)

del §2.

” ”"
(iv) €Q:= <C,R1,...,R s, P, P'> conr y r' inter-

pretaciones del tipo (3).

T'EOREMA 3.1. 0’(5“€Q, .

Demostraci6n. Haciendo @, =1y a, = 2,hemos
probado en la seccidén anterior que para cada m,
Ul es elementalmente equivalente a ﬂa, de tipo (2),
con respecto a sentencias de rango cuantificacio-
nal menor que m. Igualmente con a1 =a ya, = B,
€4 es elementalmente equivalente a Lza con respec
to a sentencias de rango cuantificacional menor
que m. Pero si se examina la Definicién 2.2 (i) re

m
sulta que " ~ £, , por lo tanto & R ¢, _para todo m.
a * Te, = Yo

Desarrollamos ahora el proceso inverso, dada
una estructura € del tipo (3), le asociamos en for-
ma candnica una estructura d% del tipo (1), de for

ma que sean elementalmente equivalentes.

1

_— | -
DEFINICION 3.2. Sean fl,...,le las clases de %.

(i) Tomamos conjuntos disyuntos fi para i = 1,..,2
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-
asociados a los fi’ asi:

- -
Si |fi| < w, entonces lfil = Ifil'
Si w, I?;] < w, entonces ?i =
51 4y < I?II < wg entonces £, 0=
Si |f;| > wg entonces Ifil = w,.

(ii,iii,iv). Se define Q% como en las Definiciones

2.2 y 3.1, tomando los cuantificadores de tipo (1).

TEOREMA 3.2. € = .
E 3 t%é

Demostnacidén. Similar a la demostracidn del

teorema 3.1. A

COROLARIO 3.3. La L6g4ca M&w(Ql,Qz) es enumena
blemente compacta.

Demostrnacibn. Sea T un conjunto de sentencias
de Mf@(Q,Q') tal que todo subconjunto finito To de
T tiene un modelo Q; del tipo (1); por el Teorema

3.1, T tiene un modelo ?Q, del tipo (3). Por 1la

o
compacidad para este tipo de interpretaciones [Ca ﬂ,
T tiene un modelo € del tipo (3), y por el teorema
3.2 obtenemos que T tiene un modelo Q% del tipo (1),

como queriamos mostrar. A

TEOREMA 3.4. Mww(Q1’Q2) es enumenrablemente com-
pacta.

Demostracidn. Sea T un conjunto enumerable de

sentencias de M, ,(Q,Q"') tal que todo subconjunto fi
nito T, tiene un modelo de tipo (1). Por el Teorema

3.1, T  tiene un modelo de tipo (3), y por 1la
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compacidad enumerable para este tipo de interpreta
" "

ciones, T tiene un modelo € = <P,R1,R2,...,r,r'>
del tipo (3). T contiene a lo sumoc una cantidad
enumerable de predicados: Pl’P?""
conjunto de las sentencias de T que tienen sus pre

Sea Ti el

dicados entre Pl,...,P.

i{» es claro que Tlg T?g .

Sea

€, = €}P .. .P; = <CLRy,...,R;,r,r'>.

Obviamente, fi E Ti y ademis:
fi+1fP1...Pi = €. . (%)

Para cada ei podemos construir C%: =”Ze de tipo

1

e e 1
(1), de acuerdo a la Definicidén 3.2, de manera que

Q} = fi (Teorema 3.2) y asi Q& E T;- Ademas, por

(%), los Q} se pueden construir de manera que

SN S DU DU

ya que si @, = Qéi = <A,R;,...,R;, q,9'>, entonces

se puede definir

o, = &,

o = <ALR ... R

U
i1 i’Ri+1’q’q
tomando la particidén que define('?(i+1 como un refi-
namiento de la que induce Q&. Esto se puede hacer
gracias a que la definicién 3.2 no altera el cardi-
nal de las clases finitas.

Finalmente definimos

%
X" = <ARy,eeesR 500050,0"> 5

n

con A el universo comin de los d& y Ri la inter-
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i . y o, = o*tp,...P,.
pretacidn de Pl en d} Entonces i tPl P1

Sea 0 una sentencia que pertenece a T, entonces O
tiene un numero finito de simbolos de predicado y
por lo tanto 0€ T, , para algin i , asi d& ko
y por definicidn obtenemos que a* E 0. Entonces
a* es un modelo del tipo (1) de T,y me(Ql,Qz) es

enumerablemente compacta. A

TEOREMA 3.5. S4 Qypeeesly > 1, entonces

©) es enumenablemente compacta.
n

Demostrnacibn. Suponga @y<...<0_. Se toman car

Muw(Qq e+ Q

dinales w81<..;<m8 tales que w, es pequefio para
n

wg; » Yy como en las definiciones 3.1 y 3.2 se trans
forma la interpretacidn Wy . del cuantificador Q1

en la interpretacidn mBi. 1La condicidon a, > 1

es necesaria para la definicidén 3.2. Si ay = 0,

tendremos w_+* W y wg 7w, haciendo incorrec
o o 1 o -
to el Teorema 3.2. A

PREGUNTA. ¢(Es wa(Qn)n<w enumerablemente com-

pacta si Qn se interpreta por el cardinal mn?

§4. Decidibilidad de algunas l36gicas monaddicas.

Vimos en §2 como asociar a un modelo & de

Miw(Ql,...,Qn) de tipo (1), donde qJ = {scA|
[s| > wg .} , un modelo ﬂm’z finito de tipo (2) con

. j ; <
s = {HcB||H| > E]m—(m-l)} , tal que (¥ = it L
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y ademds el cardinal de cada clase f' de ﬂm’l sea

menor o igual que m 6 uno de los niimeros E;.

Ahora vamos a invertir el proceso, dado un mo-
'3 L
delo ™" de me(Qi,...,Qn) de tipo (2), con 1la

propiedad anterior para sus clases, le asociamos

m,2 <M 9

un modelolll de tipo (1) tal que £ /4

m, %

DEFINICION 4.1. Dado £ de tipo (2) con par-

ticidn fi,...,f22 .

(i) Definimos conjuntos disyuntos fi para i = 1,..
.o 5 22 asociados a los ?; asi:
. - ¥ - ol |
Si lfi| < m entonces Ifi| = 'fil
R 3 -
Si Iﬁi] = Em entonces Ifil = waj.

(ii,iii,iv) Q& se define en la forma usual.

<m
Por el teorema 2.1 tenemos Lm,l g;(tl,

pues es
facil ver que si se aplica la Definicidén 2.2 (§2)

a Q& se obtiene Lm’l . Con esta construccidn y las
observaciones hechas antes de la definicidn, tene-

mos:

LEMA 4.1. Una sentencia o de me(Qld...,Qn)
tiene un modelo de tipo (1)s4i y solamente 54 tie-
ne un modefo de tipo (2),£k*1’a de candinalidad
menor o Lgual que 2252, donde x = qr (o) y % es el

nidmeno de predicados en o.

1
Demostrnaciédn. Toda sentencia o de Mww(Q 5

.,Qn) tiene un nimero finito & de simbolos de pre

dicado y un rango cuantificacional también finito
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k. Supongamos O tiene un modelo & de tipo (1) y

sea (¢' la restriccidn de & a los predicados de o,

<k+1 kal,l

entonces @' = para alguna estructura

de tipo (2),construida de acuerdo con Definicidn

2.2 (§2). Por lo tanto [B| = l?tl < ED
2 n . .
2 Ek. Conversamente, si O tiene un modelo de la
-t
forma £k+1’1 de tipo (2) donde cada clase fa tie

ne cardinal <k o igual a Ei, la definicidén 4.1
permite transformarle en un modelo de O de tipo

(1). A

TEOREMA 4.1, Mww(Qa:a > 0) es decddible.

\4

Demostracibén. Una sentencia o0 de M (Q_  :a 0)
ww - oy v

Por el Lema ante-

= " L
esta en algun Mw

rior, tiene un modelo (es decir un modelo de tipo

L ARPORENA TR

(1)) si y solo si tiene modelos de tipo (2) de car-
dinal a lo sumo 222n’ con £ y k calculables de 0.
Por lo tanto basta examinar la familia finita (mé-
dulo isomorfismo) de estructuras de tipo (2) con
cardinal acotado por 22E: para decidir si O tiene

o rnd un modelo. A

fkk
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