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PROPIEDADES DE TIPO ESPECTRAL

DE CIERTA CLASE DE OPERADORES INTEGRALES*

por

Rail TOVAR SANCHEZ

ABSTRACT., Using Carleman's inequal-
ities, shown valid in reflexive Orlicz
spaces by P.Nowosad and the author in
previous work, certain properties of 1n
tegral operators completely of finite
double norm acting on these spaces are
proved. The main results are: a form of
Schur's inequatily, completeness of the
set of generalized functions for certain
operators,_and the annihilation of the
trace of T“ for cuasi-nilpotent opera-
tors T. These generalize known results
in the case of Hilbert-Schmidt operators
on Hilbert Spaces.

R e

* Este trabajo fué especialmente realizado para
cumplir con uno de los requisitos que el Estatu
to Docente establece para obtener la promocidn
a la categoria de Profesor Titular.
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INTRODUCCION. El1 objetivo del presente trabajo
es estudiar algunas propiedades de tipo espectral
que tienen los operadores integrales completamente
de doble norma finita actuando sobre un espacio de
Orlicz reflexivo. Como es bien sabido, estos ope-
radores generalizan de manera natural los operado-
res integrales con nicleo de cuadrado sumable .ac-
tuando sobre el ésbacio de Hilbert Lo (o también
operadores de Hilbert-Schmidt sobre Lj), e inclu-
yen como caso particular el caso LP’ 1 < p < o,

El estudio de estos operadores estada estrecha-
mente ligado al de las ecuaciones integrales de se

gunda clase:
£(x) = g(x) + AfT(x,y)f(y)dy. (%)

Fué en 1921 que Carleman resolvid completamente es
ta ecuacidn en Lj,. Para ello asocid a cada ecua
cién dos series de potencias: §,(}), deteaminante
de Fredholm modificado, y Ap(X), primer menox de
Fredhom modificado; mostrd que estas series con-
vergen en todo el plano complejo (la Gltima en to-
da el dlgebra de Banach de los operadores de Hil-
bert-Schmidt) y que si GT(X) # 0, la ecuacidn (%)
tiene una fGnica solucidn dada por

Ap(X)

f =g+ Ag—s58.
GT(A)

La parte esencial de este método consiste en
demostrar el cardcter entero tanto del determinan-
te como del primer menor de Fredholm. Para ver es

to, é1 mostrd las siguientes desigualdades, hoy co
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nocidas como desigualdades de Canleman,

l6,00 1 < expCs[a2IlT]I1®)

oIl < ITlllexeCs + BIa12 M,

donde |||T||]] es la norma de Hilbert-Schmidt de T.
Es importante notar que estas desigualdades no so-
lamente implican que las funciones GT(A) y AT(X)
son enteras, sino que su orden es finito y menor
o igual a dos. Es precisamente este hecho el que
permite, bajo ciertas condiciones de crecimiento
de la resolvente, demostrar la completez de las
autofunciones generalizadas asociadas al operador
(ver [2] pag. 1039-1043 & [1] pag. 281).

Posteriormente, en 1952, Zaanen [11] conside-
ré la ecuacidn (#*) en un espacio de Orlicz y demos
tréd que bajo ciertas hipdtesis valen los mismos re
sultados que en el caso de L,. Sinembargo, para
mostrar el caricter entero del determinante y del
primer menor no demuestra las desigualdades de Car
leman,‘sinb que usa ampiiamente la teoria espec-
tral de los operadores compactos. En consecuencia
no obtiene cotas para el orden de estas funciones.
El mismo dice que seria interesante saber si el
método deCarleman permanece valido en el caso de
los espacios de Orlicz o aiin en el caso de los es-
pacios Lp (p # 2).

Finalmente, en 1975, P.Nowosad y el autor de-
mostraron las desigualdades de Carleman para espa

cios de Orlicz reflexivos (ver [7]), que incluyen
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el caso Lp, 1 < p < ©», En vista de é€sto, es natu-
ral preguntarse si las consecuencias de estas desi
gualdades siguen valiendo en el caso mis general.

Este es precisamente el objeto de este trabajo.

I. PRE-REQUISITOS Y NOTACIONES

En esta parte estableceremos las notaciones y
convenciones que serin usadas en todo el trabajo.
Igualmente, presentaremos un resumen de las princi
pales propiedades tanto de los espacios de Orlicz
como de los operadores completamente de doble nor-
ma finita, y en especial de aquellas que serin usa
das explicitamente mds adelante. Finalmeﬂte, y
con el objeto de tornar mds facil la lectura, trans
cribiremos algunos teoremas de variable compleja y
de la teoria de operadores que serdn usados en las

demostraciones posteriores.

Si E es un espacio de Banach, E' denotard su

dual topoldgico.
El simbolo <,> denotard la dualidad entre E y°

su dual E', es decir si x€E y x"€ E' entonces

<x,x'> = x'(x)..

Si ACE entonces AL = {x'"e E' : <x,x'> = 0
¥x €A}. Si BCE', entonces *B = {xX€E'" : <x,x'> =0
¥x'< B}.

Si BCE' entonces B” es la adherencia de B en

la topologia débil de E'.

Si Ey F son espacios de Banach y T : E + F es
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un operador lineal continuo, T' : F' + E' denotari
el adjunto de T, definido por <x,T'y'> = <Tx,y'>,
xe€Eb, y'€F"'.

Si T : E + E, la nesolvente de T es el cpera-
dor (AI-T)

4
4

"

R(A;T), X en el conjunto resolvente

de T.
Si T : E + F es un operador lineal continuo;
IT" denotard su norma, es decir "T" = Sup{"Txﬂ :

Ixll€1}, y R(T) su rango, es decir R(T) = {Tx :
XCE.}O
f(z) = 0(g(z)) cuando z + 0, significa que

|f(z)| < K|g(z)| en una vecindad V de 0.

1.1. Espacios de Orlicz. Una N-funcifn es una apli

cacidn M : R » R no decreciente, convexa y par

que satisface M(0) = 0, lim M(x) = 0y lim Hiﬁl: ©,
X*0 X0 X

En tal caso, la funcidn definida por N(v) =
max[ulvl—M(u)] es también una N-funcidn, llamada

uzo

la complementarnia de M (ver [4] pdg. 1-1u4).

CONVENCION: En todo el presente trabajo la le-
tra M denotard una N-funcidn y su complementaria

serd denotada por la letra N.

Se dice que M satisface la condicidn A2 si

existe k > 0 tal que M(2u) £ kM(u), u > 0.

Sea (X,Q2,u) un espacio de medida o-finito. E1l
espacio de Orlicz Ly = Ly(X,2,u) consiste de todas

las funciones f definidas y medibles sobre X,de va
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lor complejo, tales que para algin k > 0:

fXM(k|fl)du < @, Con la norma definida por
N£lly = inf {x : jxm(lél)du € 1},

k2o

(LM," "M) es un espacio de Banach (ver [4] pags.
. R -
67-71 y 78). Si M(x) = 5 entonces LM Lp

(p » 1). Ademds tenemos los resultados siguientes:

(a) M satisface La condicibn b, si y 8680 54

Ly = Ly isométnicamente (ver 4] pags. 124-136).
(b) M satisface La condicibn A, 8L y 8600 84
Ly ¢4 separable (ver [4] pags. 81-86).

(c) Ly es neflexivo 8L y 36L0 54 M y N satis-
facen La condicibn A,.

1.2. Operadores completamente de doble norma fini-

ta. Una funcidn compleja pXp-medible se llama un
ndcleo completamente de doble noama findita con res

pecto a Ly si satisface las cuatro condiciones si-
guientes:

(i) para casi todo x€ X, T(x,y)e.LN como funcidn

de y.
(ii) t(x) = “T(x,y)ﬂN € Ly; denotamos “t(x)“M por
| T]yu-
(iii) para casi todo ye€ X, T(x,y)CLM como funcidn
de x.
(iv) s(y) = "T(x,y)MMGZLN; denotamos "s(y)ﬂN por
I -
La clase de todos estos nicleos ser3a denotado por
Dy = Dy(X,Q,u).
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Denotaremos por la misma letra T al operador in

tegral sobre L, definido por T(x,y) € Dy:
TF(x) = [T(x,y)f(y)duly) (fe€Ly,).
X

Este operador es continuo (ver [11] pg. 229). Si M
satisface la condicidn A2, T' es un operador inte-
gral sobre L, y estd definido por el nficleo T'(x,y)
= T(y,x). Si LM es reflexivo el operador T es com
practo (ver [h] p. 156-158).

Definiendo la multiplicacidn por
TyTo(x,y) = £T1(x,z)T2(z,y)du(z)

y la norma por ”]THIM = max{ﬂTnNM, "T'NMN}, Dy es
una dlgebra de Banach (ver [11] pdg. 475). Ademéas
Irh < Ty

si t,,T, €D

1:To y entonces

T(T,T,) = [Ti(x,y)T,(y,x)duxulx,y) < =
X

[ter )L < Ty By Ty

El nimero T(T1T2) es llamado La traza de T,T;- En
particular si T€Dy y n ¥ 2, Itct™ ) < IHTIHE.

CONVENCION: En todo lo que sigue o, = T(Tn),

n > 2.
Si TE&Dy, el detenminante de Fredholm modif4i-
(o]
cado de T estd definido por GT(A) = X Gnkn donde
(-1)m n=@
§o = 1 v para n > 1, Gn = _HT—_detPn con
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0 n-1 eee 0 Oq
9, 0 see .0 0
e | AN
on—l n-2 wem B 1
| %n Opo1 %% Oy O

El primer menor de Fregholm modificado de T estd
definido por AT(A) = nZOAan, donde A, = T, vy pa-

ran » 1 por A = L:llidetQ con
n n! n

1.3 El caso de dimension finita.

Una norma ® sobre €" se llama mondtona si para
toda x,ye_Xn, lxil < ]yil (i = 1,...4n)implica
$(x) € ®(y). La norma confjugada de ® estd defini

da por

Y(y) = max [<x,y>] .
d(x)<1

Si A es una matriz nXxn, (A)i designa la i-ésima

fila de A. La y,b-norma de A es el numero
Jal, o = @WEA) D BCA) )0 C(R) )

La doble norma de A relativa a ¢ es
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Mallly = maxthaly o0 127 1g 4}

: t :
donde A  es la matriz transpuesta de A.

Sea LM(X,Q,u) un espacio de Orlicz reflexivo,

A = {Al,m.o,An}E 2 una coleccidn de subconijuntos
dos a dos disyuntos,con 0 < u(Ai) = 0; <w,y sea
XAj '
e. = donde es la funcidn caracteristica
i ’ri' ’ XAl
) ' ‘ n A
de Aie Para x = (xi,ar.,xn)e_c , se define la M-

noama de x, subordinada a la coleccidn A, por
x"M“sz i .

- n )
Entonces es una norma mondtona sobre C y su
M : ,

conjugada es ﬂ ﬂN.

(a) DESIGUALDAD DE SCHUR PARA NORMAS MONOTONAS.
Sea A una matriz nxXn vy {X } sus autovalores. Sea
® una normamondtona sobre ¢", vy ¥ su norma conjuga
da. Entonces existe una constante o(n) (que depen

de de ¢ y de n) tal que
4 2 t
izlllil < [1+a(n)]ﬁAﬂw’¢|A ﬂ¢,w
(ver [6] prop. 4.2).

(b) Sean LM(X,Q,u) un espacio de Orlicz reflexi
vo y a(n) la constante asociada a la norma de Or-
licz sobre €, subordinada a una coleccién cual-
quiera A. Entonces para todo ne N, a(n) & K (ver

[7} Teorema 1.6).
n
Un niicleo de la forma T(x,y) = y tijei(x)ejﬁﬁ
3
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donde t; € €,es llamado un nidcleo canbnico de ran
go f4indto. E1l conjunto de todos estos niicleos, pa
ra todas las elecciones posibles de colecciones A,
se denota por R,. Si Te€&Ry entonces 0, = T(T) =

t
1

HeSM13 0

. ii’
i

(c) Si V denota el subespacio de Ly generado

por {el,...,en} y Ty la restriccidén de T a V, la
matriz de Ty respecto a la base {el,...,en} es pre
. i n
cisamente MT = (tij)i=1’
tes propiedades para a,B€C, T,SE:RM:

y son validas las siguien

(1) Myp,gg = OMp+BMg
(ii) Mrg = MT-MS
(iii) T(T™) = Traza de M?, m> 1.

. t

(iv) MTHNM b |MT||NMNT'||MN = HMT“MN 3 ”IT'”M =
AP

(v) GT(A) = exp(cik)det(I-XMT).

(d) si Ly

Dy (ver [7] Prop.1.4).

es reflexivo entonces RM es denso en

1.4. Desigualdad de Carleman.

(a) Sean LM(X,Q,u) un espacio de Orlicz re-
flexivo y T € Dy, entonces GT(A) es una funcidn en-

tera de A y se tiene la desigualdad

2
[8,00] < exaCe A1 %Ml

donde C es una constante que solamente depende de

M,y C = 1 en el caso de los espacios Lp, 1<p<w



(ver [7] teorema 1.7).

(b) Con las mismas hipdtesis de (a) se tiene
que AT(A) es una funcidn entera de A (con valores
en el dlgebra de Banach DM) y se cumple la desi-

gualdad
2
Mozl < 20Tl expscC2+ Xl T]])).

(ver [7] Teorema 1.9).

1.5. 0Otros Prerrequisitos.

(a) Sea F(A) una funcidn entera de orden fini-
to p. Entonces para todo € > 0, existe una suce-

sidn divergente 0 < r, <r, <... tal que

min |£(X)]| > exp(-r
:pk

p+E
K )

(ver [10] p. 273).

(b) PRINCIPIO DE PHRAGMEN-LINDELBF. Sea g una
funcidén analitica en el interior de un sector angu
lar § formado por dos curvas de Jordan H&,H} dife-
renciables que no se intersectan y que tienen un
dngulo menor de T/p en el origen. Supdngase que
g es analitica y acotada sobre J(i-{o} (i =1,2)

y que |g(z)]| = O(exp]zl-p) cuando z + 0 en el in-
terior de @. Entonces |[g(z)| = 0(1) cvando z + 0

en el interior de & (ver [2] p&g. 1115)..

(c) Sean {Tn} una sucesidn de operadores com-

pactos, T = T uniformemente. Sea A _(T) una enu-
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meracidén de los autovalores no nulos de T, repeti-
dos de acuerdo a sus multiplicidades. Entonces
existe una enumeracidn Am(Tn) de los autovalores
no nulos de T, , con repeticidn de acuerdo a sus
multiplicidades, tal que

ii: Km(Tn) = Xm(T), m>1,

y el limite es uniforme en m (ver [2] pag. 109).

(d) TEOREMA DE FACTORIZACION DE HADAMARD. Sea
f(z) una funcidén entera de orden finito p y f£f(0)
# 0y y sea {al,...,an,...} una enumeracidn en or-
den creciente de los ceros de f. Sea B < |p]| el
mayor entero no negativo k para el cual la serie

°z° 1
n=1|a |k

n

diverge. Entonces f(z) se puede escribir en la

forma
i B
£(z) = exp(g(z) T (1-zDyexp(ZH...+ Z5)
n=1 n n Ba

donde g(z) es un polinomio de grado menor o igual
que [p] y los factores exponenciales desaparecen si

B =0 (ver [5] pag. 289).

IT. CONSECUENCIAS DE LA DESIGUALDAD DE
CARLEMAN PARA ESPACIOS DE ORLICZ RE
FLEXIVOS.

2.1. Desigualdad de Schur. La desigualdad de Schur
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bidsicamente nos dd& la rapidez con que tienden a ce
ro los autovalores de cierta clase de operadores
compactos. Schur probd que si A = (aij) es una ma
triz real o compleja nxn, Vy Xl,...,ln son sus

autovalores entonces

n n

2 2
.zllxil N i Z 1|aij| ) (1)
1= 1,7°=

con igualdad si y sdlo si A es una matriz normal.
La raiz awadrada no negativa del lado derecho de
(1) es la norma Euclideana de A y se nota I“AI”.
Posteriormente este resultado fué extendido a los
operadores de Hilbert-Schmidt sobre un espacio de
Hilbert, es decir:

TP s T,

i=1

8

donde la Xi son los autovalores de T repetidos de
acuerdo a su multiplicidad y |||T|| es la norma de
Hilbert-Schmidt de T.

En [6] se extiende este resultado a matrices
infinitas completamente de doble norma finita con
respecto a Lp, 1 < p < o (ver [6] Teorema 5.1).

A continuacidn daremos una generalizacidn y a su

vez un refinamiento de esta desigualdad.

PROPOSICION 2.1. Sea LM(X,Q,u) un espacio de
Onticz neflexivo, TE Dy, {Ai} La sucesibn de Los
autovalones de T nepetidos de acuendo a su multi-
plicidad. Entonces

oo

. 2 2
T 1% < eltlydthy < cliti;
i=

221



donde C es una constante que depende solamente de
Myy C = 1 en el caso de Los espacios Lp, 1 < p < o,

Demostrhacidn.

(a) Primero supongamos Te:RM. Por (1.3-c) los
autovalores de T son los mismos de la matriz MT.
El resultado se sigue inmediatamente aplicando
(1.3-a) junto con (1.3-b) y (1.3-c-iv). E1 hecho
de que C = 1 en el caso Lp (1 < p < =) se sigue
de la observacidn siguiente al teorema 3.5 en [6].

(b) Por (1.3-d) existe una sucesidn {Tn} < Ry
tal que T > T en D,. Como It < Wy, T, > T

de

uniformemente. Por (1.5-c) los autovalores Ani

Tn pueden ser ordenados de tal manera que Ani > Ai’

cuando n*® , con el limite uniforme en i. Esto im

plica que

oo o
> z IA.IQ cuando n + .,

Por la parte (a) se tiene
[+ <]

D, I

Jis

, :
1 < el byl Ty ly 5

pasando al limite cuando n * ©® se obtiene

2 2
1217 < cfrlgylrlyy < clllTiil-

1

ne~-1 8

i

2. La completez de las autofunciones generaliza-

2.
das. Sea T : LM =* LM un operador continuo. f(;LM

se llama una autofuncidn generalizada de T si exis

ten A€ C, neN tales que (A1-T)®f = 0. E1 conjun-
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to de todas las autofunciones generalizadas de T se
designa por Sp(T)9 y g;??T denota la adherencia
fuerte de S,(T) en Ly. En [2] se demuestra que si
T es un operador de Hilbert-Schmidt sobre un espa-
cio de Hilbert,bajo ciertas condiciones se tiene

Sp(T) = H (ver Corolario 30 pdg. 1041).

El objetivo de esta seccidn es demostrar la
validez de este teorema en una situacidn mucho més

general.

PROPOSICION 2.2. Supbngase que el plano comple
jo estd dividido en negiones por arcos difenencia-
bles H,,...
sectan fuena de EL y cualesquiera dos de effos con

ﬁ; que parten del origen, no se inten-

secutivos forman un dngulo menor de MW/2 en el oni-
gen (por consiguiente n » 5). Sea Ly(X;Q,u) un es-
pacio de Onlicz neflexivo y TE D, tal que

IRCA;T) ] = o(lkl'i) cuando XA + 0

a Lo Lango de Los ancos H,. Entonces R(T)c S (T).

Demostracibn.

(a) Sea fe¢ (§;T?T)L arbitrario pero fijo y con
sideremos la funcidn F(A) = AR(A;T')f. El1 hecho
de que T sea compacta implica que T' también lo es,
y por consiguiente la funcidén F(A) es analitica ex
cepto posiblemente en A = 0 y en un conjunto aisla
do de puntos {Al,..e,km,..,}, los autovalores de
T, en donde puede tener un polo.

Sea P(Xm;T') una proyeccidn sobre el subespa-

cio caracteristico correspondiente a Ap, tal que
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P(Am,T')R(A;T') = R(A;T')P(lm,T'), A en el conjun-
to resolvente de T'. Una tal proyeccidn siempre
existe (ver [3] pdg. 178-189)., Para X # Am’ A en

una vecindad de Am’ se tiene:

F(A)

XP(Xm,T')R(A;T')f + XR(A;T')(I-P(Am,T'))f

AP(Am,T)'R(A;T)'f + AR(A;T')(I-P(Xm,T'))f.

Sea g€ L, arbitrario. Como (A, I-T)P(A ,TIR(A;T)g

0 se tiene que P(Am,T)R(A;T)g € Sp(Ts. Como

fe (Sp(T))L entonces

L

<g,AP(Am,T)'R(X;T)'f> = A<P(Am,T)R(A;T)g,f> 0.

Por consiguiente la funcidn AP(Am,T)'R(A;T)'f es
idénticamente nula; por otra parte la funcidn

XR(A;T')(I-P(Am,T'))f es analitice afin en

A = A . Entonces la funcidn F()A) es analitica atn
en A = A_. ‘
m
(b) Ahora mostraremos que F(A) es analitica en

A = 0. Definamos

H(A) = <g,F(A)> = <g,AR(A;T)'f>

1
G(A) = <g,6T(7\-) F(A)>.

(i) Sea € > 0. Por (1.5-a) y el hecho de que GT(X)
es una funcidén entera de orden menor o igual a 2,
existe una sucesidén 0 < ry <r, <... que diverge
a ® tal que
-(2+€)
min IGT(1)|> exp(-rk ) I8
A =r
k

(ii) De la definicidn de resolvente se tiene
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6,1,(x)(I-xT)—1 = GT(x)I + xAT(x).

Usando las desigualdades de Carleman (1.4-aj) y

(1.4-b) se tiene

600 (z-xm) 711 < exp [geCus [x [Tl °] -

(iii) Haciendo Sy —i, entonces s, * 0 y por (i)

r
y (ii): k
max |[H(A)| = max lgil%L—
IA|=sk |Al=sk IST(X)I
: 2
< Rexp[léc(%m-'r—um) + ; ],
Sy sk+£

donde R es una constante. Entonces para s, sufi-
cientemente pequefio se tiene, por el principio del
maximo, ‘

-(2+e))

[H(A)| = o(exp]|A| cuando A » 0.

Como € estd a nuestra disposicidn, lo elegimos de
tal manera que el dngulo en el origen de cualquiera
de los sectores en que el plano complejo estd divi

dido sea menor que Como sobre los arcos H},

2+ °
por la hipdtesis de la proposicidén, se tiene

OO T € el gl IR < ¢y,

entonces el principio de Phragmen —Lindelof (1.5-b)
implica que H(A) es analitica en A = 0.
(iv) F()A) tiene una expansidn de Laurent alrededor
de O:

F(A) = gakkk
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Entonces para g e Ly, H(A) tiene la expansidn alre-

dedor de O0:
H(A) = X<g,ak>lk
k
Como H(A) es analitica en A = 0, entonces <g,a; > = 0
para todo k < 0. El teorema de Hahn-Banach implica
ahora que a, = 0 para todo k < 0 y por consiguiente

F(A) es analitica en A = 0.

(c) De las partes (a) y (b) se concluye que

F(A) es una funcidn entera. De la identidad
T'R(A;T')f = AR(A;T'")f-f

se sigue que la funcidn T'R(A;T')f es entera.

Por otra parte
IT'rROGT ) < [T ) ROGTD] + 0

cuando IAI + o, Entonces por el teorema de Liou-

ville
R(A;T')T'f = T'R(A;T')f = 0.
Para |A| > |T'| se tiene entonces
'
0 = z ")
An'fl
y por consiguiente T'f = 0. Finalmente, si Tge

R(T) entonces
<Tg,f> = <g,T'f> = 0,

Fs
o sea f€R(T) . En resumen hemos mostrado que si

PR 4 —
f€:(Sp(T)) entonces fe€ R(T) , o sea (SP(T)) -
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L e ——————
R(T) s lo cual implica R(T)C SP(T)L

TEOREMA. Con Las mismas hipb6tesis de La propo-

sicdlbn antenion se tiene Sp(T) = Ly-
Demostrnacdidn.
(a) Vamos a mostrar que L, = N(T')+R(T')¥

N
Sean felLyy (An)ga:, )‘n + 0 a lo largo de uno de

los arcos(ifio Por la hipdtesis del teorema, 1la su
cesidn {XnR(An;T')f}g.LN es acotado. Como M satis
face la condicidn A2 entonces por (1.1-b) Ly es se
parable y por consiguiente la topologia débil de

Ly = Ly
lla, pues Ly es reflexivo) es metrizable. Entonces

(que coincide con la topologia débil estre

por el teorema de Alaoglu se puede suponer que

W

XnR(An;T')f + hel débilmente.

N’
(i) Sea g € Ly arbitrario, entonces:

|<g,T'h>| = |<Tg,h>| = lim|<Tg,A R(A ;T')£>]

n->o

= 1im|<AnR(An;T)Tg,f>|

n-+>o

5 2
= lim| <A R(A 3T)g,£> - A_<g,f>|

n-—+o

1inl ey 1 by P RO s |

7

+ lim|A f
l n”lg"Mn "N
= 0

Entonces T'h = 0.

. 4
(ii) sea Y€ R(T'), entonces

<P, f-h> = lim<9,f—kn R(Xn;T')f>

n-+o©
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= - lim<?,T'R(An;T')f> = 0.
n-—+o
A 4
Por consiguiente f-he ("R(T')) < C R(TH) )~ =

R(T') (la Gltima igualdad se sigue de [9] pag.

229-230).
Finalmente, como f = h+(f-h),por (i) y (ii) se tie

ne

L N(T')+R(T') .

N
(b) Como L. también es reflexivo y [RCA;T)] =

|R(A;T')], aplicando la proposicién anterior a T'

se obtiene

] ) ,ﬂ)
R(T') ¢ s (T") ¢ S (T")".

Ademds como N(T')C Sp(T') , de la parte (a) se si

ue que L, = S_(T')W,
gue q N ot
(c) Aplicando el resultado de la parte (b) a

T' se tiene

- n_w
L, = Sp(T )

- W
Ly = 5,

ya que LM es reflexivo. Finalmente, como las ad-
herencias débil y fuerte de un subespacio son igua

les, se tiene

LM='S';(—T_)'.

2.3. La nulidad de las trazas de las potencias de

un operador cuasi-nilpotente.

DEFINICION. Un operador T : E » F se llama cua
s4i-nilpotente si lim“Tnﬂl/n = 0. Equivalentemen-
n-+o
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te, si el espectro se reduce a cero.

En [2], pdg. 1032, se demuestra que si un ope-

rador T de Hilbert-Schmidt es cuasi-nilpotente en-
2 . -

tonces la traza de T es cero. A continuacidn pre

sentaremos una generalizacidn de este hecho.

TEOREMA. Sean L,(X,2,u) un espacio de Onlicz
neglexivo y Te Dy cuasi-nilpotente, entonces o, =
Tr(T?) = o.

Demostracidn. Por la desigualdad de Carleman

(1.4-a) la funcidn entera GT(A) es de orden menor
o igual a 2. Por otra parte sus ceros son preci-
samente los inversos de los autovalores diferentes
de cero de T (ver [11] p&g. u484). Si estos auto-

valores son Al,l2,...,l se++s usando la proposi-

n
2idén 2.1 y el teorema de factorizacidn de Hadamard

(1.5-4), GT(A) se puede escribir en la forma
6p(R) = exp(g(k))Tj.(1—Akn)exp(lkn) "

n=1

donde g(A) es un polinomio de grado menor o igual
(0) =
0.

a dos. Usando el hecho de que GT(O) =1, 6

3 =

0 vy 6;(0) = -Tr(T2)’ se concluye que g(A)
Ahora si T es cuasi-nilpotente su espectro se redu-
ce a cero, entonces GT(A) = 1. Esto implica que

§ = 0 para todo n > 1. En particular, 0, = —koz

n
- 2y _ _
= 0, o sea Tr(T ) = 0, = 0.

COROLARIO. Con Las mismas hip6tesis del teore-
ma antenion se tiene:
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a—

HITH§M)91

B

fR(A;T)] < T%Texp[%C(u+

Demostracibn. Aplique la desigualdad que apare

ce en la parte (b-ii) de la demostracidn de la pro

posicidn 2.2 y observe que R(A;T) = A-l(l-l-lT)-

1

y GT(X) = 1.

(1]

[2]
(3]
[+]

(5]
[6]
[7]
L8]
(o]

[10]
[11]
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