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O-ADITIVIDAD DE CONJUNTOS DESPRECIABLES

EN ESPACIOS DE RIESZ
por
Nicoldas M. ZALOTE

RESUMEN. Sea M una medida positiva sobre
un espacio de Riesz Ede funciones con valores
reales, definidas sobre un conjunto X. En [ZJ
la o-aditividad para conjuntos u~desprecia-
bles, se deduce del teorema de Beppo-Levi. En
el presente trabajo se prueba que tal propie
dad puede obtenerse sin la participacidn di-
recta de los teoremas generales de convergen-
cia. Para lograr este fin, se introduce 1la
clase M de las funciones i -convenientes, que
resulta ser un Util paso intermedio entre el
espacio E y el espacio de integracidn. Por
razones de brevedad la definicidn de medida
se ha modificado convenientemente.

ABSTRACT. Let u be a positive measure on
a Riesz space E of real-valued functions de-
fined on a set X. In [2] the o-additivity
for negligible sets is derived from the Beppo-
Levi theorem. In this paper it is shown that
such property can be obtained without the par
ticipation of the general convergence theorems.
This result has been achieved by the intro-
duction of the class M of u-convenient func-
tions, which proves a useful step between E
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and the integration space L. For the sake of
brevity, the notion of measure has been suit

ably altered.

E es un espacio vectorial sobre R de funciones
f:X -+ R, con la propiedad: fi,f2€:E -»Sup{fl,fz}eiE.

Un elemento f de E se dice que es positivo
(f > 0) si f(x) > 0, para todo x de E.

U representa una forma lineal sobre E con la
condicidén: £ 2 0 == u(f) > 0 (forma lineal positi-
va),y que satisface ademds un postulado de conti-
nuidad que daremos mds adelante.

Se dice que una sucesidn {fi}, formada por ele
mentos positivos de E, es u-convendienfe si es mond
tona creciente y los valores u(fi) estidn acotados.

A un subconjunto N de X lo llamaremos u-desdpre
ciable si existe una sucesidn HW-conveniente {fi}

tal que: X €N = 1lim fi(x) = ®, En este caso dire-
] =>00

mos que N estd definido pon {fi}.

Son inmediatas las siguientes propiedades para
conjuntos p-despreciables:
(I) E1 conjunto ¢ es u-despreciable, definido por
cualquier {fi} U-conveniente.
(II) La reunidn finita de conjuntos u-desprecia-
bles es un conjunto u-despreciable.
(III) Todo subconjunto de un conjunto u-desprecia-
ble es a su vez p-despreciable.

Una propiedad P(x), x €X, tiene lugar p-pp si
existe un conjunto p-despreciable N tal que P(x)
es cierta para x € X-N.

Esto visto, el postulado de continuidad para u
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lo podemos enunciar como sigue: AL {fi}eé una suce

si6n cualquiena de elementos de E, se debe cumplin

lim £, = 0 w-pp = 1im u(f,) = 0.
i+ ) %
-+ .9k G
Una funcidn F:X + R se dird que es u-convendien
Ze si existe una sucesidn py-conveniente {fi}, que
llamaremos definidora de F, tal que F(x) =
%ig fi(x), para todo x de X.
Si F es una funcidn HU-conveniente, definida
por la sucesidn U-conveniente {fi}, el conjunto
N = {xilxllim f.(x) = F(x) = »} es obviamente u-des
i+ 1 -
preciable y como consecuencia resulta que las fun-
ciones p-convenientes convergen u-pp en R. Ademés,
. del postulado de continuidad se infiere con facili
dad que si {fi} define a la funcidn u-conveniente
’ : + 4 :
F, existe lim u(fi) en R y es independiente de
i {- -}
{fi}’ La p-integral de F se obtiene entonces por
extensidn natural: u(F) = lim u(f.), en donde {f,}
i+ 1  §
es cualquier sucesidn M-conveniente definidora de

| o

Sea M la clase de las funciones p-convenientes.

Se tiene entonces que:
Fl,F2€:M y ai,a2 > 0 =>a1F1+a2F2e_M.

Pero lapropiedad mds importante de M es la de ser
dicha clase cerrada respecto del mismo proceso que
ha servido para definir los elementos que la compo

nen, segin se prueba a continuacidn:
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PROPOSICION 1. S« {F,} es una sucesibn crecden
te de funciores u-convendentcs con sus p-A{ntegra-
Les u(r;) acotadas, La funcién F = lim F. es as4i-

13+
mismo u-conveniente.
Demostraciin. Sea {fgj} una sucesidn L-conve-

niente definidora de F, para j » . Hagamos £

-

SuP{fi*"'“’fii}’ la sucesién {fi} es creciente.

Ademds, de f. & F. se deduce que u(fi) &£ C K™ Yy

-
A}

en consecuencia {fi)?es una sucesidn p-convenien-
te. Sea F* la funcidén p-conveniente definida por
'fi}° Comc fij < fj £ F (i € j), se deduce, por
paso al limite para j -+ «, que Fi < F* & X, de

o~

aqui que F = F', tomando limite para i + =, 8

Finalmente, pasemos a establecer las relacio-
nes existentes entre las funciones u-convenientes
y los conjuntos p-despreciables.

Una funcidn p-conveniente estd asociada al con
junto p-despreciable N si existe una sucesidn
U~-conveniente {f;} definidora a la vez de N y de F.

Se tienen las propiedades siguientes:

(1) SL F es u-convendente, estd asociada al
conjunto u-despreciable {x € X|F(x) = =},

(2) Toda funcién gf4nita p-convendiente F estd
asocdiada al congunto vacio ¢ y sclamente a &L.
En efecto, supongamos que [ estd asociada al con-
junto u-despreciable N y sea {£f;} una sucesién

U-conveniente, definidora a la vez de N y de F.

Entonces, la proposicidn: linm Fud® ) B PR 3. 8 »
R i‘bw
€s cilerta solamente cuando N = §.
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(3) S{ La funcibn u-convendiente F estd asocia-
da af confunto u-despreciable N, La nueva funcién
u-conveniente aF (a > 0), estd Ligualfmente asocia
da a N. En efecto, sea {fi} una sucesidén p-conve
niente definidora a la vez de N y de F. La nueva
sucesidn U-conveniente {afi} es definidora de N y
de la funcidén u-conveniente aF.

(4) S{L N es un confjunto u-despreciable y 54
€ > 0, 4e puede encontran una funcidn u-convenien
te F asociada a N y tal que u(F) < €. En efecto,
sea {fi} una sucesidén U-conveniente asociada a N.

La funcidn F, definida por F,(x) = lim f.(x) es
1 1 2 500 1

p-conveniente y esti asociada a N. Si H(Fl) = 0,
entonces basta hacer F = Fl' Si u(Fl) > 0, sea
a
P — < < %
F U(F1)F1’ con O ‘a €

La 0-aditividad para conjuntos u-despreciables

se demuestra ahora como sigue:

PROPOSICION 2. S& {N;} es una coleccién enume-
rable de conjuntos u-despreciables, La neunibn
(-]
UN,; es asimismo u-despreciable.
i=1

Demostracibn. A cada N, se le puede asociar,

en virtud de (4), una funcidn p-conveniente F,
tal que u(Fi) < %1. El conjunto p-despreciable
i
U N,
g=4- 1 i i %
ciada la definida por F; = ) Fj. La sucesidn {Fi}

i=1

tiene entonces por funcidn H-conveniente aso

de funciones p-convenientes es creciente y tiene

sus M-integrales acotadas. En virtud de la propo-

sicidn 1, la funcidn F = lim F, es pu-conveniente,

{0 1

85



y haciendo entonces uso de (1) resulta que el con-
junto N = {xE:X]?(x} = ©} es p-despreciable. Final
e ]

mente, (J N, es un conjunto p-despreciable por ser
i=1

un subconjunto de N. ®

%
%
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