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a-ADITIVIDAD DE CONJUNTOS DESPRECIABLES

EN ESPACIOS DE RIESZ

po r

Nicolas M. ZALOTE

RESUMEN. Sea ~ una medida positiva sobre
un e spa c i0 de R ies z E de fun c ion esc 0 n valor e s
reales, definidas sobre un conjunto X, En [2]
la a-aditividad para conjuntos U-desprecia-
bles,se deduce del teorema de Beppo-Levi. En
el present~ trabajo se prueba que tal propie
dad puedeobtenerse sin la participacion di--
recta delos teoremas generales de convergen-
cia. Para lograr este fin, se introduce la
c1ase M de las funciones ~-convenientes, que
resulta ser un 6til paso intermedio entre el
espacio E y el espacio de integracion. Por
razones de brevedad 1a definicion de medida
se ha modificado convenientemente.

ABSTRACT. Let U be a positive measure on
a Riesz space E of real-valued functions de-
fined on a set X. In [2J the a-additivity
for negligible sets is derived from the. Beppo-
Levi theorem. In this paper it is shown that
such property can be obtained without the pa!
t Ici pa t Lo n of the general c onv er gen ce theorems.
This result has been achieved by the intro-
duction of the class M of u-convenient func-
tions, which proves a useful step between E
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and the integration space L. For the sake of
brevity, the notion of measure has been suit
ably altered.

E es un espacio vectorial sobre R de funciones
f:X -+ JR, con la propiedad: f1,f2CE ....Sup{f1,f2} E:E.

Un elemento f de E se dice que es po~~~~vo
(f ~ 0) si f(x) ~ 0, para todo x de E.

~ representa una forma lineal sobre E con la
condicion: f ~ 0 ~~(f) ~ 0 (forma lineal positi-
va),y que satisface ademas un postulado de conti-
nuidad que daremos mas adelante.

Se dice que una sucesion {fi}' formada por el~
mentos positivos de E, es ~-eonven~en~e si es monO
tona creciente y los valores ~(f.) estan acotados.~

A un subconjunto N ~e X 10 llamaremos ~-de~p~~
e~~ble si existe una sucesion ~-conveniente {f.}~
tal que: x c.N ~ lim f. (x) = 00 En este caso dire-

i -+00 ~

mos que N e~~a de6~n~do pO~ {f.}.~

Son inmediatas las siguientes propiedades para
conjuntos ~-despreciables:
(I) El conjunto ~ es ~-despreciable, definido por
cualquier {f.} ~-conveniente.~
(II) La reunion finita de conjuntos ~-desprecia-
bles es un conjunto ~-despreciable.
(III) Todo subconjunto de un conjunto ~-desprecia-
ble es a su vez ~-despreciable.

Una pro pie dad P (x ), x E:.. X, t i.en e 1ugar u - p psi
existe un conjunto ~-despreciable N tal que P(x)
es cierta para xE:X-N.

Esto visto, el postulado de continuidad para ~
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10 podemos enunciar como sigue: ~i {fi} e~ una ~ue~
hi6n eualquie~a de elemento~ de E, ~e debe eumpli~

lim f. = 0 ~-pp =Po lim ~(f.) = O.
i+~ ~ i+~ ~

-+Una funcion F:X + m se dira que es ~-eonvenie~
tesi ex i st e una su ce sLSn ~-conveniente {f.}, que~
llamaremos definidora de F, tal que F(x1 =
lim f.(x), para todo x de X.
i+~ 1

Si F es una. funcion ~-conveniente, definida
por la sucesion ~-conveni~nte {fi}, el conjunto
N = {x E:.Xllim f. (x) = FOe) = co} es obviamente ~-desi~lX> ~
preciable y comoconsecuencia resulta que las fun-
ciones ~-convenientes convergen ~-pp en R. Ademas,
del postulado de continuidad se infiere con facili
dad que si {fi} define a la funcion ~-conveniente
F, existe lim ~(f.) en m+ y es independiente de

i+ClO 1
{f.}. La ~-integral de F se obtiene entonces por

1

extension natural: ~(F) = lim ~(f.), en donde {f.}
i+~ 1 1

es cualquier sucesion ~-conveniente definidora de
F .

Sea M la clase de las funciones ~-convenientes.·
Se tiene entonces que:

F1,F2E:M Y a1,a2> 0 "a1F1+1l
2
F
2
C-M.

Pero lapr~piedad mas importante de M es la de ser
dicha clase cerrada respecto del mismo proceso que
ha servido para definir los elementos que la comp~
nen, segun se prueba a continuacion:
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PROPOSICION 1. Si {Fi} ~¢ una ~uce~i6n cn~c~en
~e de 6unc~onet ~-convcnilntc6 con ~U~ ~-i"~egna-
le~ ~(F.) acotada~, La 6uftcl6n F = lim r. e6 a~i-

1 i~oo 1

mi~mo ~-convfniente.
VemD~t.~aci6no Sea {f".} una su ce si Sn lJ-conve-

~J
niente definidora de Fi para j ~ m. Hagamos fi =
Sup{f1i,oov,fii}, la sucesicn {fi} es creciente.
Adem's, de f: ~ r; se dedu=e que ~(fl') ~ C < 00 Y

-L ...

en consecuencia {f.} es uRa sucesion ~-convenlen-
1 ('

teo Sea r* la funcion ~-conveniente definida par
{f.}. Como f .. ~ f. ~ r (i ~ j), se deduce,

1 I) J. ~
paso al limite para j • ~, que r. ~ rn

~ r,
1

aqui que r = r*, tomando limite para i • 00

por
y de

•
Finalmente, pasemos a establecer las relacio-

nes existentes en~re las funciones u-convenientes
y los conjuntos ~-despreciables.

Una funcion u-conveniente e~ta a40clada al con
junto ~-despreciable N si existe una sucesion
u-conveniente {fi} definidora a la vez de N y de r.
Se tienen las propiedades siguientes:

(1) Si F e~ u-cDnven~ente, e~ta a~oclada al
c.onjunto u-de4pnec..i.a.ble {x E: x ] F(x) = oo}.

(2) Toda 6unc~6n 6~n"<'ta u-convenlente F e4t.a
a40ciada at c.onjunto vaclo ~ y 40lamente a ~l.
En efecto, supongamos que Festa asociada al con-
junto "-despreciable N y sea {f.} una sucesion

1

U-conveniente, definidora a la vez de
Entonces. la proposicion: lim f.(x)

i~lXl ~
solamente cuando N = ¢.

N Y de F.
= f(x) = 00

es cierta
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(3) Si ta 6unci6n ~-conveniente F e~t~ a~ocia-
da at conjunto ~-de~p~eciabte N, ta nueva 6unci6n
~-conveniente aF (a > 0), e~t~ iguatmente a~oci~
da a N. En efecto, sea {f.} una sucesion ~-conve~ -
niente definidora a la vez de N y de F. La nueva
sucesion ~~conveniente {af.} es definidora de N y

1

de la funcion ~-conveniente aF.
(4) Si N e~ un conjunto ~-de~p~eciabte ~ ~i

E > 0, ~e puede encont~a~ una 6unci6n ~-convenie~
te F a~ociada a N ~ tat que ~(F) < E. En efecto,
sea {fi} una sucesion ~-conveniente asociada a N.
La funcion F1 definida por F1(x) = lim f.(x) es

. i -+-ClO 1
~-conveniente y est' asociada a N. Si U(F1) = 0,
entonces basta hacer F = Fl. Si ~(Fl) > 0, sea

a
F = ~(Fl)Fl' con 0 < a < E.

La a-aditividad para conjuntos ~-despreciables
se demuestra ahora como sigue:

PROPOSICION 2. Si {N.} e~ una cotecci6n enume-~
~abte deconjunto~ ~-de~p~eciabte~, fa ~euni6n

00

e~ a~imi~mo ~-de~p~eciabfe.U N.
i=l ~

Vemo~t~aci6n. A cada N. se Ie puede asociar,------,.--- ~
en virtud de (4), una funcion ~-conveniente F.. ~
tal que ~(F.) < ~~. EI conjunto ~-despreciable
. . 1

.iU N. tiene entonces. por funci~n ~-conven~ente aso
)'=1 ] i- -ciada la definida por F. = I F .. La sucesion {F.}

~ j=l] ~
de funciones ~-convenientes es creciente y tiene

sus ~-integrales acotadas. En virtud de la propo-
sicion 1, Ia funcion F = lim r. es ~-conveniente,i-+OD ~
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y hacienda entances usa de (1) resulta que el con-
junta N = {xE:.XIF(x) = co} es ~-despreciable. Fina~

00

mente. U N. es un cpnjunta ~-despreciable por ser
. 1 1.1.=

un subcanjunta de N. •
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