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00 n n 2LIMITE DE LA SERlE L (-1) x !(p:p)n=O n

CUANDO P -+ 1

par

Yu TAKEUCHI

RESUMEN. Se demuestra quesi
(p :p )n = (l-p) (l-p 2) .•. (l.,.pn) y A = 1,2,
entonces lim roo_O(-l)nxn/(p:p)~ = O. E1 caso

p-+l- n- n
A = 1 no ofrece dificu1tades. pero e1 caso
A = 2 requiere un estudio cua1itativo de 1a
ecuacion de recurrencia An+2-2An+l+(1+on)An=O.
en donde 1a sucesi6n (0 ) decrece hacia cere .•n

ABSTRACT. It is shown that if
(p:p)n = (1-p)(1-p2) ... (1-p~) y A = 1,2,
then lim roo O(_l)nxn/(p_:p)A is O. The case1- n= . n
A = 1 Pis disposed easily,' but the case A = 2
requires a qua1itive study df the sequences
satisfying the equation An+2-2An+l+(1+0 )A =0
where (0 ) converges decreasingly to O.n, n

n

§1. l n t r o du c c l d n . Las series del tipo:
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fueron estudiadas por Ramanujan, vease [a ] y [2J.
E~ el presente articulo estudiaremos el comporta-
miento de las series de potencias de x

(A = 1 6 2)

donde
2 3 n(p:p)n = (l-p)(l-p )(l-p )..•(l-p ).

El problema fue suministrado originalmente por el
profesor Joaquin Bustos (Arizona State University,
USA), se trata de bus car el limite:

ex>

lim l (_l)nxn
p-'l- n=O ( )2p:p n

para 0 < x < 1. Se observa facilmente que dicho Il,
mite es cero si se acepta el siguiente procedimie~
to no ju~ti6icabie. Como

n 2 n-ll-p = (l-p)(l+p+p + •..+P )

entonces

n 2 n-l= (l-p) l(l+p)(l+p+p )•..(l+p+ ...+p )

n'" n!(l-p) para P "'-1.

Por 10 tanto,
00

,00 (_l)n n
= L X y

n=O(n!)
In=O
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donde
x

y = X·
(1-p)

Para A = 1 tenemos:
00 n n

(-1) y = e-Y -+ 0 cuandoL
n=O n~

Para A = 2 tenemos:

00 n n\ (-1) Y ~
L = JO(2yy) -+ a cuando y -+ + 00

n=O (n~)2

Como y -+ + 00 cuando p -+ 1 (para x > 0 fijo), en-
tonces el l!mit~ discutido es cero para A = 1 Y
A = 2.

En el presente articulo, demostraremos el re-
sultado anterior siguiendo un camino totalmente d~
ferente, pues no es posible dar alguna justifica-
cion del razonamiento empleado aqui.

§2. £1 Caso A = 1. Sea
( 1)

g (x)
p

00 n n
1 + L (-1) x

n=1(1_p)(1_p2) ...(1_pn)

entonces
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ClO n n= -x{l+L (-1)2X
n } = -Xgp(X),

n=l(l-p)(l-p ) ...(l-p )

n-lo sea (l+x)g (x) = g (xp). Reemplazando x par xpp p
se tiene que

n-l n-1(l+xp )gp(xp ) = n
g (xp i.

p

Multiplicando miembro a miembro la igualdad (2) con
respecto a n, de 1 hasta n, se obtiene:

n-1
(1+x )(1+xp ) ...(1+xp )g (x) =

p
n

g (xp )p

6

( 3 )
n k-1I1k=l(l+xp )

Como g (x) es una serie de potencias de x converge~
p

te para -1 < x < 1 , entonces g (x) es continua en
n p

(-1,1), por 10 tanto g (xp ) ~ g (0) = 1 cuando
n p p

n ~ 00, puesto que xp ~ a (n ~ (0) para 0 < P < 1.
As!, d~ (3) obtenemos que

g (xpn)
= 1im--~P-------..,..-,..-

~oo n ( k-ln I1k=l l+xp )
1= co k-l·II (l+xp )

k=l

( 4 )

Como

~ k-l
Jl (1 +xp )

k=l 1-" + co1-p p~
x

se tiene que

1 im g (x)
p~l- p

oon n
= lim L (-1) x = a .

P'" 1 - n= a (p: p )
n

( 5 )
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Tambien existe el l1mite lim g (x), para p < 1 fijo,
x-.1- p

y
00 n n

= lim I (-1) x
x-.1- n=O (p:p)

n

1
( 6 )= IT (1+pk-1)

k=l

§3. [1 Caso A = 2, transformacion de 1a serie. Sea
00 n n

f (x) = I (-1) x

p n=o(p:p)~

(0 < P < 1),

1
,00 (_l)nxn

= +L 2 n 2
n=l{(l-p)(l-p ) ..(l-p )}

(7)

entonces esta serie de potencias converge para
-1 < x < 1. Tenemos

= 200 (_1)nXn(1_pn)2
n=l [C1_p)(1_p2) .• (l_pn)] 2

co n n
-x{l+' (-1) x }=.- L 2 2 -xfp(x),

n=l[C1-p)(l-p ) ..(l_pn)]

o sea

(8 )

Sean

na = f (xp )
n p

nr = l+xpn (n = 0, 1 ,2, . . .). (9)

nReemplazando x por xp en (8) se obtiene que
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r a -2a +a = 0n n n+1 n+2 (n = 0,1,2, ... ). (10)

Para n = 0
(11 )

(12 )

Tenemos, en general, una relacion entre aO,an Y
an+1 como sigue:

En realidad, de (10) Y (13) eliminando a n obtenemos:

rOr1···r aO-(2A -r A 1)a 1+A a 2 = 0,n n n n- n+ n n+

por 10 tanto A 1 = 2A -r A 1 (n = 2,3,4, ...), 0n+ n n n-
n+1 .An+2-2An+1+(1+xp )An = 0 (n = 1,2,3, ...). (14 )

De (11) Y (12) tenemos:

A1 = 2, A~ = 4-r1 = 3-xp. (15 )

(Nota: si tomamos AO = 1 entonces (14) es tambien
v~l·ida para n = 0). De (13):

A a -A an n n-1 n+1
rOr1···rn_1

a (A -A 1 )+A 1 (a -a '1)n n n- n- n n+= rOr1 ..·rn_1
(16 )

En el siguiente paragrafo se va a demostrar que la
sucesion (A -A 1) es convergente (Lema 1). Sean n-
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B(p,x) = lim(A -A 1) ,n n-n+OO
(17 )

tenemos entonces que

(18 )

Por otra parte, f (x), una funcion definida por lap
serie convergente de potencias de x, es continua
en (-1,1), luego a = f (xpn) + f (0) = 1 cuandon p p
n + 00. Tambien A (a -a ) + 0 (n + (0) pueston-l n n+l n n+lque A 1 = 0 (n) y a -a 1 = f (xp )-f (x p ) =n- n n+ p' p

nO(p ). De (16) y (17) obtenemos:

f f x ) = ap 0
a (A -A l)+A 1 (a -a +1). n n n- n- n n= Lf m ,n+oo rOr1,.·rn_1

asi:

f (x )
p

00 n n= L (-1) x
n=O (p:p)2

n

= B(p;x)
00
II r

n=O n

= . B(p;x)
IT (l+xpn)

n=O
( 19)

§4. Estudios cualitativos de la sucesion (An)' En

el presente paragrafo estudiaremos las propiedades
de la sucesion (An) dada por

A 2 -2A 1+ (1+a )A = 0 (0 ~ a < 1)n+ n+ n n n (20)

(mas generalque la relacion (14». La sucesion
(An) esta bien determinada si se conocen los valo-
res de Ai y A2 (los valores iniciales de la suce-
sien). Supongamos que 0 ~ Ai < A2 . De (20) ,
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(21 )

De (21) se observa que

o sea que (A i-A) es decreciente para n = 1,2,3 ..n+ n

-i.-" --...--....---. --,~.----_---II!---.....- ..........-

Aio

1-

Am+2 Am+1
t• • It ,

Am-1 Am..
Figura 1

(i) Si la diferencia (A 1-A) nunca 11ega a sern+ n
negativa, entonces la sucesion (An) es creciente,
por 10 tanto (A ) converge 0 diverge a + ~ En esn
te caso, la sucesi6n (A 1-A) converge.n+ n

(ii) Supongamos ahora que para algun subindice m

la diferencia (A i-A) llega a ser negativa (ver'n+ n
Figura 1): Am-Am_1 ~ 0, perc Am+1-Am < O. MUltipl!
cando (21) por -1:

(A i-A 2) = (A - A l)+a A •n+ n+ n n+ n n (22)

De (22) se ob5erva (ver Figura 2) que:

A A A5+1 s s-l
-....I.L----!.L--+-...:.L----------.L--- ...-- ...~.~l_

Figura 2

A m
(maximo)

o
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As!, la sucesi6n (A) es decreciente, y para aln n~m
gun subindice s alcanza un valor negativo:

A 1 ~ 0, 0 > A > Ai> A 2 >s- s s+ s+

Como An < 0 para n = s, s+1,s+2, ... , se tiene por
(22) que

Si (A -A 1) nunc a llega a ser negativo, entonces
n n+

la sucesi6n (An} converge 6 diverge a - ro (en este
caso la diferencia (A -A 1) converge), en cason n+
contrario, para algun subindice k la diferencia

'(An-An+1) va a tomar valor negativo (ver Figura 3):

Ak_1-Ak ~ 0 , perc Ak-Ak+1 < O.

+ + + + +

Ak Ak-1 Ak_
2 A As A s-ls+l

~ . • • • • • , • • • •
Ak+1 Ak+2

At_1 0 At At+1
~ ~ ~ ~ ~

Figura 3

De est~manera, la sucesi6n (An)' comienza a crecer
nuevamentea partir de n = k, y para algun subindi-
ce t tenemos:
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En conclusi6n, la sucesi6n (A ) dada por (20) esn
una sucesi6n oscilante 0 converge (diverge a ± 00)

en forma mon6tona a partir de algun te~m~no.

Supongamos ahora que

00

2 n a < + 00 ,

n=l n
(23)

At_1 < 0 ~ At < At+1 (para algun t). (24)

Sumando la igualdad (21) con respecto a n, desde
n = t hasta n-1, tenemos:

n-1
(An+1-An) = (At+1-At) - 2k=tClkAk (25)

Por otra parte, como (An+1-An) < (At+1-At) para
n > t, tenernos:

A -A
n t

n-1
= 2k=t(Ak+1-Ak) < (n-t)(At+1-At),

,
o sea que An
~ n(At+1-At),

< At+(n-t)(At+1-At) ~
luego:

(n-t+1)(At+1-At)

00 00

De (25) se observa que (An+1-An) nunca llega a ser
negativa si

00

(At+1-At) ~ Lk=tCtkk(At+1-At)

(26 )
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La condicion (26) siempre se cumple para t suficie~
temente grande ya que la serie en (23) converge.
POI' 10 tanto, tenemos el siguiente Lerna:

LEMA 1. Sea (An) la ~uee~i6n dada po~ (20) eon
,(a eondiei6n adieional (23). Entonee~ lo~ t~~rnino~
A o~eilan ent~e lo~ m~nirno~ y lo~ rnaxirno~, y an
pa~ti~ de algan ~ub~ndiee An e~ e~eeiente (0 dee~e
eiente) rnon6tonarnente. La dine~eneia (An+1-An) eon
ve~ge eUdndo n ~ 00

§5. La sucesion (y ) dada por Y 2-2Y 1+(1+a)Yn n+ n+ n
en. Sea (Xn) una sucesion dada pOI':

=

(0 < a < 1) ( 27)

POI' un calculo directo se demuestra que

( 28 )

donde D Y 0 son constantes y

1
cos6 = ---- , sen6/1+a' ( 29 )

Las dos constantes D y 0 son determinadas pOI' los
dos primeros terminos de la su ce sIdn :

Xo = D sen d , X1 = D/1+a'sen( 6+0). ( 30)

Si se conocen los valores de Xo y X1 todo~ lo~ va-
lo~e~ de la sucesion (Xn) estan determinados en
forma unica, no solo para n positivo ~ino tambi~n
pa~a n negativo. En la Figura 4 se muestra como
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se construye graficamente la sucesion (Xn), como
las p4oyeeeione~ sobre la recta OX de los puntas
espirales en el plano OXY.

Figura 4

Si X_1 < 0

N = [2~]

( I ) s i N6 + cS

~ Xo < X1 entonces
7Tla parte entera de 28 '

7T
> 2" '

O~cS<6 Sea

entorices:

(X ) es creciente de n = 0 hastan
n = N:

o ~. X o

(ii) si N6+cS tr
~ -2 ' (Xn) es creciente de n = o hasta

n = N+1:

o ~ X <o

Tambien, se observa que

98



1T(t) si (N+1)6-o > ~ ,

hasta n = -N:
(x ) es decreciente de n =-1n

(i I')

(XO~) a > X_1 > X_2 > X_3 > ••• > X_N+1 'l X_N
« X_N_1),

1Tsi (N+1 )6-0 ~ ~,
hasta n = -N-1:

(X ) es decreciente de n = -1n

« X_N_2)·

NOTA: Si 0 = a entances se tiene (ii) y (i').

LEMA 2. Sea (Xn) la ~uee~i6n dada po~ (27). Si
(y ) e~ la ~uee~i6n dete~minada po~:, n

1 n n-i= X +~I c. 1(/1+a') sen(n-i)8n ya i=l :1-
(32)

(n = 1,2,3, ... )

(ii) Yn 1\-n+1 rrrr:» n+i-1
= X - ~L c. (y 1+a ) sen (n+i -1 ) e

n l'a i=l -]. ( 33)

(n = 0,-1,-2,-3,-4, ...).
Vemo~t~aei6n: (i) Sea (x(i)~ .la sucesi6n de-

n n
terminada para cada i ~ 1 par:

XCi)
i+1 = ci_1

99



s i n~ i,

entances, par (28), se tiene que:

1 rrrr:» n-i~c. l(yl+U) sen(n-i)e
YU 1-

para n >-- i,

asi: Y
n

para n ~ O.

Evidentemente tenemas YO = XO' Y1 = Xl' Adernas

Y 2-2Y l+(l+U)Y =n+ n+ n

= cn '

puesta que X(n+2) = 0 yn+2
X(n+1) = o.

n+l

(ii) Sea (X~~i»n la sucesion determinada para
cada i ~1 par:

para n ~ -i-l

X(-i) -_ 0 si n >,. -i+l,
n

(-i) c_i
X. = -- ,
-1 l+u

( 35 )

entances, par (28) se tiene que

(-i)
X n

= -,; c .(11+U')n + i-1sen (n+ i-1 )e
yU -1

(n~-i+l),

asi:

Y
n

-n+l (-i)= X +L X
n i=l n

(para n = 1,0,-1,-2,-3, .•.).

Evidenternente tenemas: Y1 = Xl' YO = XO' Ademas

Y 2-2Y :1+(l+u)Yn+ n+ n =
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= c n (n = -1, -2, -3, ... ).

COROLARIO 1. Sea (Xn) r.a .6uc.e.6-i.6n'dada po n: (27).

S-i. la .6uc.e.6l6n (Yn) .6at-i..66ac.e la d~.6lgualdad:

fy 2 - 2 Y 1 t ( 1 ta )Y ~ 0
~. nt nt n

(0 = XO' Y1 = Xl

IfpaJta n = O,1,2, ... ,k<e

( 36)

tances c ~ 0n
~ 0 para n ~

entonc.e.6 Yn ~ Xn paJta n = 0,1,2, ... ,k,ktl,kt2. (37)

Vem0.6tJtac.-i.6n. Sea c = Y 2-2Y It(lta)Y en-n nt nt n
=.0,1,2, ... ,k). Como sen(n-l)e

par (32) se tiene la desigual-

(n
. If

its '
'dad (37). •

COROLARIO 2. Sea (X ) la .6uc.e.6-i.6n dada poJt (27).n
S-i. la .6uc.e.6-i.6n (Yn) .6at-i..66ac.e la de.6-i.gualdad:

{

y 2-2Y It(1ta.)Y ~ a (para n= -1,-2,-3, ... ,-rn-2)nt nt n

Y1 = Xl' YO = Xo ·(38)

donde Y-rn e.6 el m1n-i.mo loc.al de lo.6 valoJte.6 de Yn
(ver Fig. 5), entonc.e.6

Yn ~ Xn ( para n = - 1 , - 2 ,- 3 , .. : , - rn, .:.rn- 1 , - rn- 2) (3 9 )

Ademtf.6, /j-i. X es el m1n-i.mo t.oc at. de lo.6 'va'loJte.6-rno
de Xn• entonc.e.6

( 40)
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+ +

Y-m-1 Y-m-2
I .~ .. •

~
(minimo)

Figura 5

Vemo~t~aci6n. De (33):
1 -n+1 n+i 1

X -Y = -=-)' c. (If+(i') - sene n+i-1)6,
n n ~i=l -~

(41)

por 10 tanto se obtiene la desigualdad (39) en forma
sisimilar al caso del corolario 1. Por otra parte,

N = [2:]' la parte entera de 2;' entonces se han
servado las dos posibilidades: (i I) X = X N 6-mo -
(ii') X_m = X N •• Como c 1/1+a,nsen n6 =o - -~ -
IC_11~lsen nel es creciente' con respecto a n
desde n = -1 hasta n = -N, entonces

ob-

(X -Y ) aumentan n
cuand 0 n r ecor red e sden = - 1 has tan = - N, est 0 .i!!:.

plica m ~ N. Por 10 tanto, se obtiene la desigual-
dad (40). •

§6. Comportamiento cuantitativo de la sucesion (An)'
Sea (A ) la sucesion dada porn

A 2-2A 1+( l+a )A = 0n+ n+ n n (42)

donde 0 < a < 1, (a ) es decreciente y tiende a cen n
roo Como hemos observado en el paragrafo 4, la suce
sian (A ) es o~citante, 0 sea que los valores de An n
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to~an los mlnimo~ y los maximos alternativamente;
sean Ami el primer extremo (maximo 0 minimo), Am2
el segundo extremo Amk el k-esimo extremo, Amu el
ultimo extremo. Vamos a estudiar el movimiento de
los terminos de la sucesion (An) en un pe~lodo de
o~cilaci6n, digamos entre Amk_i,Amk Y Amk+i, Para
mayor sencillez supongamos que Amk es un minima

(ver Fig.6).

Jmk:i Amk-2 As+i As I~S~l.-,._...I-L.-,._--lI.L------:---.- ........----.L-,-,' .r-..-'--......r--------.'------ ......~--
Amk ~ At-i At At+i Amk+i

~

Am (maximo)k-l

(minimo) (maximo)
Figura 6.

En una cercania de cada extremo Amk escogemos ade-
cuadamente Apk (mas precisamente, Pk ~ mk-2) y cal-
culamos una estimacion de IApkl como sigue: Sea
bk = amk-2' consideremos las dos sucesiones (Xn) Y

(X') dadas po r :n

(n = t,t+i, ...,mk+1-2)

X 2-2X l+(l+bk)X = 0n+ n+ n

X
t

= A X -t' t+i-

(n = t-l,t-2, ...,mk,mk-l,mk-2)
At+1
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Para n = t,t+l, ... ,ml<+1-2 tenemos:

,
pOI' el Corolario al Lema 2 tenemos A ~ X paran n

n = t,t+l, ... ,ml<+l· Si Pl<+l = mk+1, ml<+1-1 6

m
k
+
1
-2, tomando n = Pk+l Y utilizando (28) §5:

, Pk+l-t I ,

APk +1 ~ D (11 +b l<+1') sen { ( Pk +1 - t ) e +0 }

Pk+1-2, '
~ D IT 11+Ctn'sen{(Pk+1-t)e +0 }

n=t-l

( 43)

donde

~'sen5'

c c s B ," = 1

11+bk+l'
, ' 'D 11+bk+1'sen( e +0

( 44)

En caso de que Pk+1 > mk+l~ entonces

,

I mk+l-t , ,
= D (11 +b k +1') sen { ( mk +1 - t ) e +0 }

mk+1-2
~ D' ( II 11+Ct n') sen {( mk+1 - t ) e ' +0 ' }'

n=t-l
, Pk+1-2 , ,

~ D ( IT 11+Ctn')sen{(mk+1-t)S +0 }
n=t-l

( 43' )

De la misma manera, para n = t-l,t-2, ... ,mk,mk-l,mk-2

tenemos:

A 2-2A l+(l+bk)A = (b -~)A < 0,n+ n+ n k n n"

pOI' el Corolario 2 al Lema 2 se tiene que A ~ Xn n

6 IAnl >,.. IXnl para n = t-l,t-2, ... ,mk,mk-l,mk-2.
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Tomando n = Pk Y utilizando (28) §S:
Pk-tI AP k' ~ D( 11+ b ;) I sen {( P k - t )6 + 0 } , ( 4 S )

donde
cos8

(46)

= Dseno , At+1 = D/1+bk'sen( 8+0) •

De (43) 6 (43') Y (4S):
Pk+1-2

D' IT y'"f:j:(i'lsent/l,11
1 n K+n=t- (47)

donde
•

[ IJ Una estimac i6 n d eD' /D . D e (4 4) Y (4 6 ) :

D sen 0 = Di sen 0'
D/1+bk'sen(8+0) = D'/1+bk+1'sen(8'+0') (48)

Pero D/1+bk'sen(8+0) = D/1+b;{sen8coso+coseseno} =
= D{~coso+seno}, luego D{~cosc+seno} =
= D'{/bk+1'coso'+seno'}. Utilizando la primera igua~
dad de (48), .o b t en em o s :

D~kCOSO = D'~coso' •k+1 (49)

De (48) y (49):

D' coso'= D coso = tanO
tanC'
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,Como bk+1 < bk entonces tenemos que 0 > 0 , luego
,

coso < coso. Par 10 tanto, se obtiene la siguie~
te desigualdad:

D'I)= seno
senor

~ seno
seneS'

coso'
caseS

taneS_.
taneS'

/bk= •~. ( 50)

[I I] 1 = (/l+b
k
") t-Pk

= (/l+b ') t-Pk{ ~ }t-Pk. (51)
k+1 1I1·+b~1

Pero:

( 52)

donde a (>0) es una constante menor que 5. (vease
Nota pag.l07). De (51) y (52):

1------~
( /1+b

k
1)Pk-t

De. (47):

D'
D ( 53)
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NOTA. Para probar (52) observe que t-Pk ~ t-(mk-2)
~ ~ + 2 (ver (59)), perc como

/Oka >;. s e nf = 11+bk
se tiene que

tambien:

po rIo tanto' se: tie ne : 1a des igua Ld ad (5 2 ) •

[III] Como hemos observado en el paragrafo §4, Le-
'rna 1, la sucesion (An) es monotona a partir del u!

timo extremo Am ; para mayor sencillez supongamosu
que Amu es un minimo y que (An) es creciente mono-
tonamente a partir de n = mu (Fig. 7).

• ••Am +1u
•A q-1

•A
q

•
A q+1

o

Figura 7

Si Am < A 11
~ 0 ~ A< A 1 (como se muestra enu' q - q q+

laFig. 7) entonces de (46) y (45) tenemos:
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= DI1+b'(senecoso+cos8senC)-DsenOu

= Dlb'coscS .$: DIb'u u

por 10 tanto tenemos:

IA -A I ~q+l q I

/b:"":'(/l+b,)q-pu
u u IA I
I sen P I Pu, u

~ q-2 (54)-s . I Ap I ( II l1+Ci')exp{ alb'} ,
Isen'ful u n=pu-l n u

puesto que, por [IIJ:

q-p q-2 .
(.;T+b"') u -s ( II 11+cx"""""')exp{alb'}.

u n un=pu-l
Pero como:

IApul = IAP11~~ ...~ ,
IApll1APll IApu-ll

(55)

multiplicando miembro a miembro la desigualdad (47)

con respecto a k, desde k = 1 hasta k = u-l, y uti-
lizando (50), (53) y (54) obtenemos:

~ C II 11 +cxn=l n
u I semPI< I
II

1<=21sen'rl<'
( 56)

00

[IV] Vamos a demostrar que podemos escoger "adecu~
damente" Apk en una cercania de cad a extremo AmI<
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con el fin de obtener la desigualdad:

~ 1 para todo k • (57)

En tal caso, como IAq+1-Aql es el maximo de
IAn+1-Anl para n > mu' entonces de (56) y (57) se
obtiene la mguiente desigualdad:

limlA l-A I ~n~OO n+ n
00

C II y'1+<l
n=l n • • ( 58)

E~~ogen~~ade Apk' Sea Am un extremo, para mayor sen
cillez supongamos que Am es un minimo como se mues-
tra en la figura 8.

(b)

Am-l
I ••

A s+l
•

A s-l• '.A t+l~

Figura 8

Sean b = sucesiones determinadas
por:

{

X 2-2X l+(l+b)X = 0n+ n+ n

Xt+1 = At+1, Xt = At
I

{
X 2-2X l+(l+b)X = 0n+ n+ n
- -X = A X = As s' s+l s+l.

(n=t-l, t-2, ...,m,m-l ,m-2)

(n=s,s+l, ...,m-2)

Si Xmo es el minimo de los val ores de Xn (para n =
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tiene que mO >nm,
(mo-t)6+0 = - 2 +

1cos e = (f'+'E"
Consideramos

t-l,t-2, ... ,m-2), por el Corolario 2 al Lema 2 se
mO = m, 0 mO = m-l. Sea

00 entonces 0 ~ 00 < a , donde
puesto que Xm o
los diferentes

es un m!nimo local.
casos.

(i) mO > ~. Tomemos p = mO-l ~ m • Entonces

mo-t n
IA I ~ lAm I ~ IXm I = D(/l+b') Isen(-=+200)1p 0 0

mo-t
'l D(/l+b') cosEl

mo-l-t= D(/l+b') ~ D(!i+'b')P-t.

As f , se puede c.onltide.lLdlL que sen P = 1.
(ii) mO = m 0 mO = m-l. Entonces

mo-t
D(/l+b') /sen{(mo-t)El+o}1

mo-t
= D(~ cosoO

n
Sea .= ~ - .0' Si Isen.' = cos.O ~ cosOO entonces
escogemos p = mO' Si Isen.' = cos.O > cosOO'

entonces -°0 < .0 < °0, Como 0 ~ 00 < El entonces
tenemos cos(oO-El) > cos(.O-El). As!,

/sen{(mo-1-t)s+oJI = cos(S-oo)

> cos(El+.o) = Isen(~-El-.o)1 = Isen(.-El)I·

o
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Escogemos entonces p = mO-l.
De esta manera, para cua1quier caso tenemos

que p ~ m-2 y Isen(p-t)6+ol ~ IsentJil. Ad ema s :
p = mo 6 p = mO-l , esto garantiza la desigua1-
dad:

1Tt-p ~ W2. • (59)

[v] De (19) del p ar a gr a f o 3 y (58):

If (x)1 ~p

00

Cn~o/l+Xpn'
IT (1+xpn)

n=O

c
= ( 60)

Pero como

00 I n'II l+xp
n=O

= jrr (l+Xpn) + + 00

n=O

entonces
ee ( n n

1" -1) x
~~l 2 =

p+1 n= a (p: p )
n

1im f (x) = O.
p+l- P

( 61 )

para cualquier x, a < x < 1.
kSi tomamos x = p en la desigua1dad (60), se

obtiene tambien:
00 n kn

1J.·m' (-1) p = 0L _ 2
p+l- n- 0 (p: p) r

(k = 1,2,3, ... L I (62)
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