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LIMITE DE LA SERIE Zn_o(-ﬂnxn/(p:p)n

CUANDO P > 1

por
Yu TAKEUCHI

RESUMEN. Se demuestra que si
(p:p)y = (1-p)(l-p’ 2y...(1-p™) .y X =1,2,

entonces 11T £ ( 1)8%B/ (p2 p), = 0. El caso
-
A =1 no ofrece dificultades, pero el caso

A = 2 requiere un estudio cualitativo de 1la
ecuacidn de recurrencia An+2—2An+1+(1+an)An=0,

en donde la sucesidn (an) decrece hacia cero.

ABSTRACT. It is shown that if

(p:p)y = (1=p)(1- p-’-) L(l-pM) y A = 1,2,
then llT Z 0( ~-1) xn/(p p)A is 0. The case

A =1 1is dlsposed easily, but the case A = 2
requires a qualitive study of the sequences
satisfying the equation A 4p- 2An+1+(1+an)A =0
where (a ) converges decreasingly to O.

Introduccidn. Las series del tipo:
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zm (_1)np2n
n=0 P )2
P:PJ,

fueron estudiadas por Ramanujan, véase [1] y [2].
En el presente articulo estudiaremos el comporta-
miento de las series de potencias de x

oo n_n
(-1) xA =1 6 2)
n=0 (p:p)n

donde

(p:p)_ = (1-p)(1-p)(1-p°)...(1-p™).

El problema fué suministrado originalmente por el
profesor Joaquin Bustos (Arizona State University,
USA), se trata de buscar el limite:
oo

lim J (-1)"x"

-> —

P P2 T (p:p)i
para 0 < x < 1. Se observa facilmente que dicho 11

mite es cero si se acepta el siguiente procedimien

to no justificable. Como

-1

1-pn = (1-p)(1+p+p2+...+pn )

entonces

(p:p), = (l-p)“1(1+p)(1+p+p2)...(1+p+...+p“’1)
v nt(1-p)° para p V1.
Por lo tanto,
(=107 . 27 £o2203 sk 3Pissphaslnt)t rin
l oang e ¥
n=0 (P:P)i n=0(n!)x (l—p)l n=0(n')
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donde

Y. 5 ey
(1-p)
Para A = 1 tenemos:
© n n
Z 1y =e 7 + 0 cuando y *> +
n=0 n'
Para A = 2 +tenemos:

(e
it T Hip FEPTY (2/y) > 0 cuando y + + @,
n=0 (n,.)Q 0
Como y + + © cuando p + 1 (para x > 0 fijo), en-
tonces el limite discutido es cero para A = 1 y

A= 2.

En el presente articulo, demostraremos el re-
sultado anterior siguiendo un camino totalmente di
ferente, pues no es posible dar alguna justifica-

cidén del razonamiento empleado aqui.

§2. E1 Caso A = 1. Sea (1)
) nn o n n
P Z i (-1) 'x =4 (-1) x2 _
5 n=0 (p:p), n=1(1.p)(1-p°)...(1-p")

entonces

oo

(=13 (1=p" 3T
B¥4g-p) (15p2) ili-p® 1) (1-p®)

gp(x)-gp(xp) =
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©0

(-1)nxn } -
2 n -
n=1(1-p)(1-p ) ..(1-p")

= -x{1+] -xg, (x),

o sea (1+x)gp(x) = gp(xp). Reemplazando x por xpn

se tiene que

(1+xp““1)gp<xp“‘1) - gp(xp“). (2)

Multiplicando miembro a miembro la igualdad (2) con

respecto a n,de 1 hasta n, se obtiene:

(1+x)(1+xp).“(1+xpn-1)gp(x) = gp(xpn)
© gp(xp )
g (x) = o . (3)
P H2=1(1+xpk 1)

Como gp(x) es una serie de potencias de x convergen
te para -1 < x < 1 , entonces gp(x) es continua en
(-1,1), por lo tanto gp(xpn) i gp(O) = 1 cuando

n + ®, puesto que xpn - 0 (n » ©») para 0 < p < 1.

Asi, de (3) obtenemos que

gp(xpn) q
g (x) = 1lim — = F (4)
P +mn£=1(1+xpk T " F (1o D)
k=1
Como
<
ﬁ (1+xpk-1) > z xpk-l ® —_— 1t ©
k=1 k=1 1-p P71
se tiene que
© n_n
lim g (x) = lim_zn:oilll—i— =0 . (5)
p*1 p*1 (p:p)n
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También existe el limite 1im g_(x), para p < 1 fijo,

x+»1~ P
y
w n n
lim g (x) = 1im ] B2 . 1 (6)
x+1- P x+1" n=0 (p:p)n I (1+p )
k=1
§3. El caso A = 2, transformacidon de la serie. Sea
B ®  (-1)"%" i ® (_1)nxn
RS ] =eti= A4 ] . e
n=°(p:p)n n=1{(1-p)(1-p°)..(1-p )}

(0 < p < 1), (7)

entonces esta serie de potencias converge para

-1 < x < 1. Tenemos

¥ o n n n 2.n
fp(x)-?fp(xp)+fp(xp2)= 1 it} % -ngP) +(x§ )2)
n=1[(1—p)(1-p )..(1-p )]

- PR e
n=1[(1-p)(1-p-)..(1-p™)]?

= -x{1+zw (—1)n;n . 2}: -xf (*)’
n=1[(1-p)(1-p°)..(1-p™] g
o sea
2
(1+x)fp(x) - 2fp(xp) + fp(xp ) = 0, (8)
Sean
O fp(xpn) g (X ™ 1+xpn (B 2 .0:3:2:503)s (9)

Reemplazando x por xpn en (8) se obtiene que
g1



r a -2a +a ERT, (n = 0,1,2,...). (10)

n n n+l "n+2
Para n = 0 , roa0-2a1+a2 = 0.
£11)
Para n = 1 , r1a1-~2a2+a3 = 0 .
Eliminando a, rorlao-(u-rl)a2+2a3 = 0. (12)

Tenemos, en general, una relacidn entre ao,an y

a como sigue:
n+1l g

r~oz-1...r'n_lao--A‘_xan-l»An_1am_1 =0 (n=1,2,3..).-(13)

En realidad, de (10) y (13) eliminando a  obtenemos:

rorl...rnao-(2An-rnAn_1)an+1+Anan+2 =-0,
por lo tanto An+1 = 2An—rnAn_1 (n = 2,3,4,...), &
n+1 .
A,o-2A L +(1+xp )AL = 0 (n = 1,2,3,..). (14)

De (11) y (12) tenemos:

= 3-xp- (15)

>
]
N
>
"
£
|
2

2 1

(Nota: si tomamos AO = 1 entonces (14) es también
vdlida para n = 0). De (13):
A a -A
n n

n-1an+1
a =

0 rorl.“rn_l

a (A _-aA )+A (a_-a_.,)
- n n n-1 n-1 n n+1 : (16)

I‘ol"l ...l“n_l

En el siguiente pardgrafo se va a demostrar que la

sucesidn (An—An_l) es convergente (Lema 1). Sea
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B(p,x) = ii:(An—An_l) ) (17)

tenemos entonces que

A = A, + ) (A -A ) = 0(n). (18)

Por otra parte, fp(x), una funcidn definida por 1la
serie convergente de potencias de x, es continua

en (-1,1), luego a_ = fp(xpn) > fp(O) = 1 cuando

n

n > . También An-l(a -an+1) + 0 (n =+ o) puesto

" +1
ntly =

n
que A__, = 0(n) y A B S fp(xp )-fp(xp

O(pn). De (16) y (17) obtenemos:

an(An_An-l)+An-1(an‘an+1)

f (x) = a, = 1lim
P 0 s rorl...rn_1
asi:
£ () = ] Lilx . Blpix) o B(pix) (19)
P n=0 (p:p)> ' T » B (14xp?)
X p)n n=0 D n=0 xp )

§4, Estudios cualitativos de la sucesidn (An)' En

el presente pardgrafo estudiaremos las propiedades

de la sucesidn (An) dada por

A -2An+1+(1+an)An =0 (0 < an‘< 1) (20)

n+2

(md@s general que la relacidn (14)). La sucesidn
(An) estd bien determinada si se conocen los valo-
res de Ay y A, (los valores iniciales de la suce-

sidén). Supongamos que 0 < Ay < A, . De (20) ,
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(An+2-An+1) g (An+1-An) K anAn 3 (21)

De (21) se observa que

(A,-A ) > (A -A,) > (A -Ag) > ...

o sea que (An+1-An) es decreciente para n = 1,2,3..
<
Am+2 Am+1 A
{ v v L 2 r——y—
0 Ay By Ag iy Ap-1 Ap
-> -> - -+
Figura 1

(i) Si la diferencia (A —An) nunca llega a ser

n+1
negativa, entonces la sucesidn (An) es creciente,

por lo tanto (An) converge & diverge a + ®. En es

te caso, la sucesidn (A -An) converge.

n+1
(ii) Supongamos ahora que para algiin subindice m
-A_) llega a ser negativa (ver

n+l “'n
> 0, pero Am+1-Am < 0. Multipli

la diferencia (A
Figura 1): A AL 4
cando (21) por -1:

(A -A ) = (A

n+l ‘n+2 n An+1)+anAn 1 (22)

De (22) se observa (ver Figura 2) que:

« “ « - “

A A A
AS+1 As , AS_1 m+3 m+2 m+1
—e Rl e L____L___L_t_l%
£ W A
¢ m
thgars 2 "maximo)



O'eh (Am—Am+1) y: (Am+1-Am+2) % (Am+2-Am+3) Soenss

Asi, la sucesidn (An)n»m es decreciente, y para al

gin subindice s alcanza un valor negativo:

As—1 BAR g0 Red As * As+1 * As+2 LR dd
Como An < 0 para n = s, s+1,s+2,..., se tiene por
(22) que
! - N >
(As+1 As+2) . (As+2 As+3) > (As+3 As+u) i
Si (An-An+1) nunca llega a ser negativo, entonces
la sucesidn (An) converge 6 diverge a - ® (en este

caso la diferencia (An-A ) converge), en caso

n+1
contrario, para algin subindice k la diferencia

'(An—An+1) va a tomar valor negativo (ver Figura 3):

Ak—i-Ak 2 0 , pero Ak—Ak+1 S o

« « « « «
A A
I S Ast1 R g e
ﬁr*__,g — o — i —t -
A . A A
k+1 Bxe2 L Ar+1
-> -> -> -> -

Figura 3

De esta manera, la sucesidn (An) comienza a crecer
nuevamente a partir de n = k, y para algin subindi-

ce t tenemos:

t-1
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En conclusidn, la sucesidn (An) dada por (20) es
una sucesidn oscilante o converge (diverge a + =)

en forma mondtona a partir de afgdn término.

Supongamos ahora que

oo
) na_ < + o (23)
n=1- -8

Ap_q <0< A <A ., (para algln t). (24)

Sumando la igualdad (21) con respecto a n, desde
n = t hasta n-1, tenemos:
n-1

-AL) = (AL -AL) - Zk=takAk' (25)

(An+1

Por otra parte, como (An o Ph e (At+1—At) para

+1
n > t, tenemos:

A-AL =] (A ,-A) < (n-t)(A_ _ ,-A.),

o sea que A < A +(n-t)(A_ ,-A.) < (n-t+1)(A_ ,-A,

< - .
< n(At+1 At)’ luego:

o oo

) =tukAk ) kay (Appq-8e) <+ =

k k=t

De (25) se observa que (An+1-An) nunca llega a ser

negativa si

o
(A -8 > Zkztakk(At+1-At)
6 o
) a k € 1. (26)
k=t
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La condicidn (26) siempre se cumple para t suficien
temente grande ya que la serie en (23) converge.
Por lo tanto, tenemos el siguiente Lema:

LEMA 1. Sea (A,) La sucesidn dada por (20) con
La condicibn adicional (23). Entonces Los ténrminos
A oscilan entre Los minimos y Los mdximos, y a
partin de algdn subindice A es creciente (o decre
-A ) con

ciente) mondtonamente. La diferencia (AL41

vernge cuando n + o,

§5. La sucesidn (Yn) dada por Y 2Yn+1+(1+a)Yn =

n+2°
C,- Sea (Xn) una sucesidén dada por:
Xn+2—2xn+1+(1+a)xn =0 (0vic 1 Y )4 (27)

Por un cdlculo directo se demuestra que

X = D(V1+a)nsen(n6+6), (28)

n

donde D y § son constantes y

1 Yo .
cosB = i senf = i (29)

Las dos constantes D y § son determinadas por los

dos primeros términos de la sucesién:

X0 = D send, X -5 DV1+asen(0+8). (30)

Si se conocen los valores de X0 vy X1 todos Los va-
Lornes de la sucesién (Xn) estdn determinados en
forma dnica, no sélo para n positivo A4no también

para n negatdi{vo. En la Figura 4 se muestra cdémo
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se construye grdficamente la sucesidn (Xn), como
las proyecciones sobre la recta 0OX de los puntos

espirales en el plano O0XY.

minimo maximo

Figura 4

Si X _47< 0 € X, < Xy entonces 0 < 8§ < 8 . Sea
_ - ) T )
N = [28 la parte entera de 55 » entonces:
(i) si NB+S > % “ (Xn) es creciente de n = 0 hasta
n = N
<
0 € Xy < Xg < Xp < vn Xy g € Xy (> Xp4),
(ii) si NB8+d < % . (Xn) es creciente de n = 0 hasta
n = N+1:
0 € Xy < Xy < X< i Xy Xy g TTRE Y

También, se observa que
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m

(i) si (N+1)86-8 > 5 s (Xn) es decreciente de n =-1
hasta n = -N:
(x0 %) 0 > X_4 2> x__2 > x_3 T X_N+1 > X_N
(< x-N-l)’

(ii") si (N+1)8-8 < %, (Xn) es decreciente de n = -1

hasta n = -N-1:

(< X_y_5)-

NOTA: Si 6§ = 0 entonces se tiene (ii) y (i').

LEMA 2. Sea (Xn) La sucesidn dada pon (27). S&
(Y ) es La sucesibn determinada ponr:

Yn+2~2Yn+1+(1+a)Yn 2.6, .(n.= 0Le2]22,23,..), "(31)
eon Y, = X5 , Y, = X4, entonces Lenemos:

1 n ewry n-1
(i) Y = Xn*7§Zi=1ci-1( 1+a)  “sen(n-i)@ (32)

» N 1¢-n+l n+i-1 "
(ii) Y. -? Xn-7§{i=1 c_; (Vi+a) sen(n+i-1)0 (33)

(n o Os'1a°29‘39"u’$'--)'

Demositrnacibn: (i) Sea (Xéi)jn la sucesidn de-

terminada para cada i % 1 por:

(i)
X = "
i+1 =8
5 i . .
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x(i)
n

=.. 0 siin < 31,

entonces, por (28), se tiene que:

x(1) S (V1T+a)" " *sen(n-1i)8 para n > i,
n Vo 1i-1
n :
asi: Y_ = X +Z X(l) para n > 0.
n n&t._."%n
i=1
Evidentemente tenemos YO = Xy, Y, = Xl' Ademés
Yn+2—2Yn+1+(1+a)Yn e
n i i i (n+1)
=7 {x) _oaxD) o ohayx{1)) 4 x
: i=1 n+2 n+1 n n+2
- cn’
(o2, (n+1)
puesto que Xn+2 =0 vy Xn+1 0.
(-1)

(ii) Sea (Xn ), la sucesidn determinada para

cada i > 1 por:

(-1) (-1)

(-1) _ .
Xn+2 -2Xn+1 +(1+a)Xn = 0 para n € -1i-1
(-i) _ " . (-i)_ ©-i (35)
Xn = 0 sin > -i+1, X_i il v
entonces, por (28) se tiene que
(-1) 1 n+i-1 . ;
X = -—< .(V1+a) sen(n+i-1)8 (n £ -i+1),
n Yo' -1
asi:
-n+1 (-1)
Yn = Xn+ X Xn (para n = 1,0,-1,-2,-3,...).
i=1 5
Evidentemente tenemos: Y1 = Xl’ YO = Xg5- Ademds
Yn+2'2Yn+1+(1+a)Yn L
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+ Ciaa)x B
n

-n-1;_,(-1) 9 (—i)
Lo FEyes v2X g

n+?2

(-1)
+(1+0)X }

- (n = i=1,-2,+35..0).

COROLARIO 1. Sea (X ) fa sucesifn dada poxr (27).

S4{ La sucesibn (Y ) satisface La desigualdad:

@3

- A4 -
Yn+2 2Yn+1+(1+oa)Arl > 0 para n 0,1,2, ..,k<

Y. = X Y, = X (36)

entonces Y. ¥ Xn para n = 0,1,2,..,k,k+1,k+2. (37)

Demostrhacidn. Sea ¢ 7 Y -2Y +(1+Ot)Yn en-

n+2 n+1
tonces c_» 0 (n = 0,1,2,...,k). Como sen(n-1)6

> 0 para n < i+g , por (32) se tiene la desigual-

dad (37). ®

COROLARIO 2. Sea (X_) La sucesibn dada por (27).
Si La sucesibn (Y ) satisface La desigualdad:

Yn+2-2Yn+1+(1+a)Yn £ 0 (para n=-1,-2,-3,..,-m-2)

(38)

donde Y__ es el minimo Local de Los valores de Y
(ver Fig. 5), entonces

YLk X (para n = -1,-2,-3,..,-m,-m-1,-m-2) (39)

Ademds, s4 X__  es el minimo Local de fLos valores
0
de X_, entonces

my m,-1 . (40)
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« “«

Y_m-1 Y-m-2 l
/ - - o & = ’ & e
Tom Yopeq Thas o Yanorhle s la
> > > -+

-m

(minimo)
Figura 5

Demostracibn. De (33):

-n+1l s _
c (/Tra ™ " lgen(n+i-1)0, (41)

X -Y :..i
B9 a i=1

por lo tanto se obtiene la desigualdad (39) en forma
similar al caso del corolario 1. Por otra parte, si
n m
N = [EEJ’ la parte entera de 73p» entonces se han ob-
servado las dos posibilidades: (i') X o, =(XE4 é
(ii') X = X .. Como c_,/Ita sen ng
-mg, -N-i +1

Ic_1|¢1+am|sen nd| es creciente con respecto a n

desde n = -1 hasta n = -N, entonces (Xn—Yn) aumenta

cuando ' n recorre desde n = -1 hasta n = -N, esto im
plica m > N. Por lo tanto, se obtiene la desigual-

dad (40). ®

§6. Comportamiento cuantitativo de la sucesidn (An).

Sea (An) la sucesidn dada por

A -2A

= y2
s n+1+(1+an)An 0 (42)

donde 0 < a <1, (an) es decreciente y tiende a ce
ro. Como hemos observado en el pardgrafo 4, la suce

sién (An) es odcilante, o sea que los valores de A
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toman los minimeos v los mdximos alternativamente;

sean Amy el primer extremo (mdximo o minimo), Am,
a1 segundo extremo, A:k el k-ésimo extremo, Amu el
4ltimo extremo. Vamos a estudiar el movimiento de
los términos de la sucesidn (A_) en un penfodo de
oscilacibn, digamos entre Amk-l’Amk y Am,,q,- Para
mayor sencillez supongamos que Amk es un minimo

(ver Fig.6).

+ « « <

axim
Amk-l Amk—2 AS+1 Ag |AS°1 Amk_i(m o)

f‘"‘_‘—_" NP —" l,_;__,*, o L&
Amp 1 TR S Amy ys

-> -> ->

(minimo) PP
. (médximo)

Figura 6.

En una cercania de cada extremo Amk escogemos ade-
cuadamente Apy (mds precisamente, p, > mk-2) y cal-

culamos una estimacidn de IAka como sigue: Sea

k
(X)) dadas por:

b, = amk—2’ consideremos las dos sucesiones (Xn) y

' \ ]

Xn+2-2xn+1+(1+bk+1)xn = 0 (n = t,t+1,.u,mk+1—2)
] ]
Xt = Aer Xea1 T Araa
rX 2X +(1+b,_ )X = 0
n+2 +1 K74n
< (n = t-1,t-2, .. ,m ,my l,mk—Q)
Xon =1 B0 %pett FoBesn
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Para n = t,t+1,.“,mk+1—2 tenemos:

- = - <

Ao ypm2hn, + (14D )AL = Dy -0 )R, < 0,
|

por el Corolario al Lema 2 tenemos An < Xn para

n = t,t+1,.",mk+1. Sa P41 = MLqo mk+1-1 o

m -2, tomando n = p, .4 ¥ utilizando (28) §5:

k+1

' Px+1-t gt
Apryq € D (V1#by 1) sen{(p,  4-1)0 +§ }

-2 (43)

, Pk+1 s . 4 ,
£ D T VYi+a_sen{(p -t)8 +¢8 }
n k+1
n=t-1
donde
ccsB!' = PRI
v 1+bk+1 (44)
' - ' ' L "
D send A, D ¢1+bk+1sen(6 +8 ) Migs

En caso de que p > m s entonces
k+1 k+1

m -t § t
D' (/14D “) ek sen{(mk+1-t)9 +§ }

< =
APk+1 ~ Amk+1 k+1
I My 41~ 2 feinig
<D ( I Y1i+a_)sen{(m -t)8 +6 }
" n k+1
n=t-1
Pk+1~2
< D'( i Y1+a Dsen{(m -t)6'+6'}
o n k+1
n=t-1
(43")
De la misma manera, para n = t-1,t-2,".,mk,mkahmk-2
tenemos:
Y R YL (by-ap)A, € 0,

por el Corolario 2 al Lema 2 se tiene que An £ Xn

5} lAnl > lxnl para n = t—l,t-2,.u,mk,mk—1,mk-2.
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Tomando n = py y utilizando (28) 85:

p, -t
lApkl > D(V1+b,) k Isen{(pk—t)8+5}| (u5)
donde
8 = 1
cos = ﬁ
(46)
At = Dsend§ , At+1 = D¢1+bk%en(6+6).

De (43) & (u43') y (u45):

'Pk+1'2
lAp l D ? Yi+a |senv. |
k+1 n=t-1
A N Py -t A
l pk| D(V1+bk) . Isen?kl
donde
' s - = - =
P = (Py=tIB+8 . Wy g = (P -t)8T46"

[f] Una estimacidén de D'/D. De (u4) y (46):

D sen § = D' sen §'
D/1+bksen(6+6) = D'V1+bk+1sen(6'+6'). (u8)

Pero DV1+bksen(B+6) DV1+bk{senecosé+cosesen6}=

D{kac055+sen6}, luego D{kabosé+sen6} =
D'{ka+1cosé'+sen6'}. Utilizando la primera igual

dad de (u48), obtenemos:

Dkacosé = D'ka+1cosﬁ' . (49)

De (u48) y (u49):

VP . D' cos§' _ tanS
- D " tan8'
/E;:? cos§

1-0.5



Como b, , < bk entonces tenemos que 8§ > §', luego
]

cosd < cos§ . Por lo tanto, se obtiene la siguien

te desigualdad:

D' _ send < send cosd' 3 tand - /S? g (50)
D send' send' cos§ tand' /Ek+£'
1 . t-p
[11] sl LA T
(V1+bk) k
= (VT Pk{J1+bk 1 57PR (51
k+1
Pero:
t-p t - b, -b
1+by k Pk k™ Pk+1
K B log {14+t t=
log{ e > 08{ 1+b }
k+1
t-py by-b
< i ek 1.3 P RPEE =B ) (52)
2 1+b, k+1

donde a (>»>0) es una constante menor que 5. (véase

Nota pdg.107). De (51) y (52):

1 t
=g it Y1+a' exp{a(v¥b -vb Y}
( r——11+bk)pk t n:Pk-l n k k+1 >
De. (47):

lAPk+1I

A

| “Py |

o} Pkﬁl-Q/____ Isenwk+1| /_ﬂ

A T AT AT P
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NOTA. Para probar (52) observe que t-p, < t-(mk-2)

< T_ 4+ 2 (ver (59)), pero como
S 20

/F/r

® > senb = /T:BL
se tiene que
t-pk < %;g% + 2 £ 7%§ 5
también:
bk’2k+1= (Vbr-Vbra1) (VBR+V/brat) e Ul

por lo tanto se tiene la desigualdad (52).

[IIIJ Como hemos observado en el pardgrafo §4, Le-
'ma 1, la sucesidn (An) es mondtona a partir del 41
timo extremo Amu; para mayor sencillez supongamos

que Ap,  es un minimo y que (A ) es creciente moné-

tonamente a partir de n = L (Fig. 7).
<~
/ . l
{a AN "R A
Wy -, q-1 q q+1
> > 0 >
Figura 7
i < ' & < <
Si Amu Aq_1 < 0 g Aq Aq+1 (como se muestra en

laFig. 7) entonces de (46) y (u45) tenemos:

Pu-q
IApuI > D(Y1+b ) - |sen$h|

Aq+1-Aq = D¢1+busen(6+6)—Dsen6
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= DV1+bu(sen6cosé+cosesen6)-DsenG

= DVbucosé < D»’bu ;

por lo tanto tenemos:

/b-lj(m—%‘)q-l’ul l
A -A A
| a+l ql |sene | P
u
/B q-2
Y . - IAP | ( I Vi+a_dexp{av/d '}, 5% )
|sen§hl < n=p -1 n Y
u

puesto que, por [II]:

qQ-p Q-2
(WI+p) Y (T /Tra Yexp{avb_}.
n=pu-1 u
Pero como:
A A
P p Ap
|ap, | = lApllJA 2J|A 2 P L g (55)
|2p1|18p1|  |Apy-1l

multiplicando miembro a miembro la desigualdad (47)
con respecto a k, desde k = 1 hasta k = u-1, y uti-

lizando (50), (53) y (54) obtenemos:

vb, Vb u -2
o -a | < L SEPLANDHT | o Isenvy| 9y /Tra
q+l g P1 n
lsen¢1[ k=2|sen?k|n=p1-1
« u
ccn v §lsendd (56)
n=1 " k=2|sentp |

donde C > 0 es una constante, C " lApllea i [Aplles.

[IV] Vamos a demostrar que podemos escoger '"adecua

damente" Apk en una cercania de cada extremo Amk
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con el fin de obtener la desigualdad:

|senwk|
<

—_— g 1 para todo k - (57)
Isen?ki

q+1-Aq| es el mdximo de
entonces de (56) y (57) se

En tal caso, como IA

IAn+1 u?
obtiene la siguiente desigualdad:

—Anl para n > m

(> -]
lim|Aa . -A | s ¢C I i+a_ . B (58)

n->-oo n

Ebcogenciade APk' Sea Am un extremo, para mayor sen

cillez supongamos que Am es un minimo como se mues-

tra en la figuré 8.

« (b) «
A A
m-1 "m-2 As+1 As [ s-1
f;._n o ~S— o l g -
m Ae-a Avooa,
> > 0 > t+
Figura 8
Sean b = a_ _,, (X ) y (X ) sucesiones determinadas
por:
Xn+2-2xn+1+(1+b)xn=10 (n=t-1,t-2,..,m,m=-1,m=-2)
Xeer = Beyr o Xp 7 A
xn+2-2xn+1+(1+b)xn = 0 (n=s,s+1,..,m-2)
xs P As’ xs+1 " As+1-

Si Xmy, es el minimo de los valores de X (para n =

109



t-1,t-2,...,m-2), por el Corolario 2 al Lema 2 se

tiene que mg >m, my = m, 5] my = m-1. Sea
b1

(mo-t)9+6 5= 50 entonces 0 £ 60 < 8 , donde

1 g i
cosf = uesto que X es un minimo local.
7T P il P
Consideramos los diferentes casos.

(i) m, > m. Tomemos p = my-1 > m. Entonces

mo-t
|a_| > ]Am0| > lxmol D(/I¥B) ° Isen(-g-ﬂso)l

p
mo—t
> D(V1+Db) cosB
mo—l—t p-t
= D(VY1+Db) > D(VY1+Db) :
Asi, se puede consideran que sen¥ = 1.
(ii) my =m & my; = m-1. Entonces
my-t
|xm0| = D(/1+B) |sen{(m -t)8+6}|
mo-t
= D(¥Y1+b) cosG0 ;
n
Sea Y= 7 - Y,. Si |seny| = cosp, & cosG0 entonces
escogemos P = mg. Si | seny| = cos\bo >'cos60,

- < < <
entonces 60 wo 60. Como 0 & 60 6 entonces

tenemos cos(Go-e) > cos(wo-ﬂ). Asi,

lsen{(mo-l-t)6+6}| = cos(6-6)
> cos(6+¢0) = Isen(%—ﬁ-wo)l = |sen(w-9)l.
0
0 o] Yo

d %
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Escogemos entonces p = mo—l.

De esta manera, para cualquier caso tenemos

que P % m-2 y |sen(p-t)8+8| » |seny|. Ademds:
p = my 6 ip = mo—l , esto garantiza la desigual-
dad:
™
t-p £ 76'1'2. o (59)

[V] De (19) del pardgrafo 3 y (58):

[+ ]
| Cn¥0V1+xpn c
|f (x)]| € —= = . (60)
P i (1+xpn) ﬁ/&+xpn
n=0 n=0
Pero como
\ (=) i -
fi v[1+xpn = I (1+xpn) > 4 o (p >~ 1)
n=0 n=0

entonces

o nn
1ig] P EeLER Ly ie B (a RIRN (61)

p+1- n=0 (p:p)i p*1-
para cualquier x, 0 < x < 1.
Si tomamos x = pk en la desigualdad (60), se

obtiene también:

®raglyy¥pe
1im] =P -0 (k= 1,2,3,...). 8 (62)
p+1- n=0 (p:p)

BIBLIOGRAFIA
[1] George E. Andrews: An Introduction to Ramanu-

111



fan's "Lost Note Book", Amer. Math. Monthly,
86, N°2 (1979) 89-107.

[2] Richard Askey: Ramanujan's Extensions of the
Gamma and Beta Functions, Amer.Math. Monthly,
87, N°5, (1980) 346-359.

[3] George Polya: Problems and Theorems in Analysis,
Tomo I,

[4] Xonrad Knopp: Theory and Application of 4Lnfdi-
nite senies, Blackie & Son, London and
Glasgow, re-edicidn 1946.

[s] T.J.Bromwichi: An Introduction to the Theonry
04 Infinite Senies, 2a. edicidn , Mac-
Millan, London, 1955.

[6] Yu Takeuchi: Sucesiones y Sernies, Tomos I y II,
Limusa, Mexico, 1976.

[7] Yu Takeuchi: "Estudios Sistemdticos de algunas
sucesiones”, Mat.Ensefianza Universitaria,
Préximoc a aparecer.

%k

Depantamento de Matemdticas y Estadisitica
Univensidad Nacional de CoLombia
Bogot&, D.E. COLOMBIA

(Recibido en abril de 1981)

11.2



