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UNE GENERALISATION DU THEOREME DE
BANACH-STE INHAUS

par

Khalifa EL-HALLABIA

RESUMEN. El1 autor demuestra un teorema
sobre polinomios en espacios vectoriales to
polégicos que generaliza el Teorema clésico
de Banach-Steinhaus para operadores linea-
les acotados (polinomios de grado 1). La de
mostracidén utiliza el Teorema de Baire con-
juntamente con un resultado cldsico de Mo-
zar-Orlicz.

RESUME. Nous généralisons dans cet artl
cle le théoréme de Banach-Steinhaus [u]

Soient E et F des espaces vectoriels définis,
dans toute la suite, sur le méme corps K (R ouv C).
Nous disons qu'une application ¥P:E =+ F est un
opérateun polLynomial homogkne de degné x (on note
d°® x), k = 1,2,..., si et seulement si, il existe
une application k-linéaire symétrique ¢:eX » F

~

telle que ¥Y(x) =P(x,...,x) pour tout x € E. Nous
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appelons \‘f.’ La polaine de . Pour k = 0, P sera une

fonction constante.

REMARQUE 1. Soient E et F des espaces vectoriels
sur K, ¥:E + F un Jpérateur polynomial homogéne de
d® k, alors sa polaire ?:Ek + F est unique. (cf.

[3], proposition (iii), p. 281)

LEMME" . Soient E, F des espaces vectoriels to-
pologiques sur K, Y:E > F un operateur polynomial
homogene de d° k, W et W,k des voisinages Equili-
brés de 0€F tels que Wok+...+Wok (2k §04is) C W.
S{ V est un voisinage Equilibré de 0€E vérifiant
P(a+V)c Wk, a€E §4x¢ arbitrainement, alons ?(%)
CW (e étant La base des Logarithmes népéniens).

Preuve. Le lemme é&tant é&vident dans le cas

k = 0, on suppose k > 1. Le théoréme de Mazur-Or-

licz [2] nous donne alors.

B (x seeesX,) =
ia3 Pixy K

: k-(€q+ .. +€))
(-1) ?(a+eix1+".+ekxk),

€150+ 5€) =0

-R"IH

) k il
pour tout (xl,...,xk)c.E » ou P est la polaire de
Pet a un point arbitraire fixé gans E. En faisant
X4%...7X, =X dans (%), alors qt+( I ei)xe a + V pour

v i=1
tout x€p . D'autre part, le second membre de (%)

* L'arbitre a fait observer que ce lemme a déji eté
démontré; voir Backnak J. et J. Siciak: Pofyno-
mials and mulitilinear mappings in topological
vector 4paces, Studia Math. 39 (1971) 59-76.
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comporte 2 termes. Comme par hypothese Pla+V) W k
alors (*) donne P(x)e k—.—w pour xer

Par conséquent

P(E) © ¥

k
k k..
‘P(V)CFWCGW

ce qui donne \P(-ZT) cw., @

THEOREME 1. So{ent E, F des espaces vectoriels
topologiques surn K, (\Pi)ie:I une famille d'optra-
teuns polynomiaux homogenes de a° kx, ke {1,2,...},
de E dans F, et @i La polainrne de ?i pour tout i€ I,
ALons Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) UP.). e1 281 équicontinue dans E.

(ii) (?&)1(1 est Equicontinue en 0€EE.

(iii) (‘f’)1€I est Equicontinue en (0,...,0)€E

Preuve.

(i) = (ii). Trivial.

(ii) => (iii). En effet, V &tant un voisinage de
0€EF, il existe un voisinage &quilibré v,k de 0€F
tel que V2k+...+V2k (2k fois)c V. De méme, il
existe un voisinage é&quilibré U,k de 0EE tel que

‘?i(U2k)cV2k pour tout ie€I. D'autre part, soit

Qk un voisinage de 0E€E tel que Qk+...+9k (k. fois)

CUy,k. Par ailleurs, le théoréme de Mazur-Orlicz

[2] donne
(*) ‘Pi(xl,...,xk) =
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1
k-(e,+..+€.)
2 (-1) 4 . ‘Pi(81x1+..+ekxk)
e1’...’€k=o

g k
pour tout i€ I et tout (xi,...,xk)eE :

: <
Comme P.(e,Q, +...4€,2,) (R +...+2)C P (U, %)
V,k, pour tout i€r, ep = 0ou 1, 1 < p < k, alors

(*) implique 'Pi(ﬂkx...xflk)c
0P (R re 4R 4. 4P, .. 40, (2° fois)} €

V2k+...+V2k (2‘k fois)CV, pour tout i€I. D'ou
= k

b o T S

1'équicontinuité de (‘Pi)iCI en (0,...,0)€E .

(iii) =>(i). En effet, soit a€E fixé arbitraire-

ment. Alors, pour tout he€E, et tout i€ I, on a

(1) P;(a+h) = P, (a+th,...,a+h)

- k 3
3 FCHIAAITS i o e UM CHOP BT, TURNE P
s=1 —— P B
(k-s)fois s fois

D'autre part, l'équicontinuité de (‘Pl.) en

X iel
(0,...,0)€ E” implique celle de la famille
{h+r ’\Pi(a,...,a,h,...,h)}i

s folis
En effet, pour tout voisinage &quilibré V de 0€F,

c1 & 0€E, 1 <5 ¢ k-1,

il existe un voisinage équilibré W de 0€E tel que
‘.'Pi(wx...xH)CV, pour tout i€ I. D'autre part,
d'apreés la propriété d'absorption d'un voisinage de
0 dans un espace vectoriel topologique, il existe
0 £ 8§ £1 tel que Sa€ W, qui implique
‘-f.’i(da,...,da,h,...,h)c_v, pour tour he€ W et tout
i, lt
s fois
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i, 1€ s & k-1, Ainsi Gk-s(f’i(a,...,a,h,...,h)
. s fois
€V, pout tout i€I. Et, pour hcws = GK“SWCW,
1 & s £ k-1,0on aura \Pi(a,...,a,h,...,h)sv, pour
s fois
tout i€I, 1 & s & k-1. D'0u 1l'équicontinuité de
{h+> ¥Y.(a,...,a,h,...h)}
1 N

s fois
Par suite, si V et Vk sont des voisinages é&quili-

iet en 0€E, 1 £ s £ k-1

brés de 0€F tels que Vk+"'+vk (k fois)c V.
Alors, pour 1 £ s £ k, il existe un voisinage ws

de NET tel que (}é)\Pi(a,...,a,h,..._,h)QVk, pour

s oﬁs
tout i€I et tout heW_. Soit &= AW, alors
s=1

he & implique

+..+V,. (k fois)cV ,

k

k ke
Z (};)‘Pi(a,...,a,h,...,h)ev K
= —_—

s=1

¥ Epik pour tout i€ 1I.

Bt(1) donne‘{’i(a+h)€‘f’i(a)+v, pour tout iel,
he Q. Ainsi ‘Pi(a+Q)C.‘Pi(a)+V, pour tout i€T1I.

Ceci achéve la preuve du théoreme. 8

Voici, maintenant, le résultat principal de
cet article, qui est la généralisation suivante

du théoreéme de Banach-Steinhaus:

THEOREME 2. So{ent E, F des espaces vectorniels
topologiques sun K, E de Baire. Soit (‘Pi)ié._I une
famille d'opérateuns polynomiaus homogldnes tels
que d°‘Pi =k;, 0€ ky; € kg, ot kge N est fixé. S4
{‘Pi(x)}iiI est bhoané dans F, pour tout x€Q, ol
Q estwm ouvent non vide dans E, alors Les condi-

tions sudivantes sont Equivalentes:
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(i) *Pl. est continu en 0€E, pour tout i€ 1I.
(ii) P, est continu dans E, pour tout i€1I.
(iii) (\"’i)ieI est équicontinue en 0EE.
Yiv)  (P;); o est quicontinue dans E.

Preuve.
(iv) = (iii). Triviale.
(iii) = (iv). En effet, pour tout p tel que 0 £ p
. . . 40 -
< k,, soit Fp e {$e (\Pi)ieI - d” = ph
D'aprés le théoréme 1, la famille Fp est équi-

continue dans E. D'autre part, (\Pi)iel = pQOFP.
Et, ceci implique que la famille (‘Pi)iCI est équi
continue dans E. Car, a étant arbitrairement fixé
dans E, et pour tout voisinage W de 0O€F, il existe

un voisinage Vp de OgE tel que
‘P(a+Vp)€“P(a)+W, pour tout ‘Pqu.

o
Soit V = A Vp, alors on a Y(a+v)C'P(a)+W, pour tout

D'ou 1l'équicontinuité de
(“Pi)ieI dans E, et (iii) => (iv). Par conséquent,
on a (iii) = (iv) = (ii) = (i). Montrons alors que
(i) =» (iii). Soit V un voisinage de 0€F, et Vokg
un voisinage équll;libré fermé de 0E€ F tel que

o . .
V2ko+...+V2ko (2 fois)c V. Par hypothese,

{‘Pi(x)}iEI
existe §, 0 < § < 1, tel que 6‘?i(x)(V2ko, pour

est borné pour tour x€ Q,alors il

1 k
tout i €I. Pour 2 & k € k_, on a 6 ‘Pi(x)CVQRO-

- ko

e \Pi(‘SX)CV?ko’ P u F_.. Par conséquent
=1 p
p
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; ko
§x €V, ou Vi = ﬂ”Pgl(VQRO), P; € Uin'
p:

Donc Vip est fermé& &quilibré@ et absorbe tout x€Q.
Par suite fc [ nVg.  &tant ouvert non vide dans
E de Baire, cggg implique l'existence de noe,N tel
que Q(:nOV et par conSequent Vyp ait un point in-
térieur. D'ol l'existence d'un point a€E et d'un
voisinage équilibré i de 0€E tels que W}(a+w)
v,k , pour tout 4§€'S§1FP' Et, le lemme précédent

nous donne
W ko
\Pi(E)CV, por tout \Pi€. U Fp'
p=1
Enfin, on a
W i s
\Pi(-e-)C‘Pi(O)+V, pour tout ie€lI.

Ainsi (i) = (iii). D'ol le théoréme. =

REMARQUE 2. Soient E, F des espaces vectoriels

topologiques sur K, (.) une famille d'opéra-
4 i

i€l
teurs polynomiaux continus en 0€E, et d°$3 = ki’
avec 0 £ ki K ko, ko fixé arbitrairement dans IN.
Si E est de Baire et  un ouvert non vide dans E

tel que {¢E(X)}i€;1
X€Q, alors {‘Pi(x)}ieI est borné dans F, pour tout
X€E.

soit borné dans F, pour tout

Preuve. En effet, pour 1 ky € kg, le théo-

réme 2 implique que (‘) est équicontinue en

iel
0O€ E. Par suite, pour tout voisinage équilibré V

de 0E€E tel que ~~Pl.(V)CW, 1& ky € kg Ainsi, pour
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tout x€E il existe §, 0 < 8§ < 1, tel que dx €&V,
Ceci donne $§(6x)c;w, 1 &£ ki < ko. Comme

k ks k
§ < 86, pour 1 & k; & k,, alors $ o?&(x)c,w.

Ceci implique que F(1 X )(x) =

s %o
{P(x) : e (‘Pi)igl’ 1 £ do‘Ps ko} est borné pour
tout x€ E. Soit Fo(x) = {P(x) :VPe (\Pi)i(I’do‘P: 0}

Alors Fo(x) est borné, pour tout x€ E. Par suite

{qE(X)}i€.I = F(1,ko)(X)UFO(X)

est borné, puisque toute réunion finie d'ensembles

bornés est borné dans un espace vectoriel topolo-

gique.

REMARQUE 3. Si dans le théoréme 2 on suppose les
$; linéaires (dOV} = 1), on obtient le théoréme de
Banach-Steinhaus classique [u]. Et, en supposant E
de Banach, F normé, le théoréme 2 (iii), donne le

principe de la borniture uniforme.
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