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J/I ~ , ...UNE GENERALISATION DU THEOREME DE
BANACH-STEINHAUS

par

Kh~11fa EL-HALLABIA

RESUMEN. EI autor demuestra un teorema
sobre polinomios en espacios vectoriales to
poI6gicos que g~neraliza el Teorema cl§sic~
de Banach-Steinhaus para operadores linea-
les acotados (polinomios de grade 1). La de
mostraci6n utiliza el Teorema de Baire con~
juntamente con un resultado cl§sico de Mo-
zar-Orlicz.

R~SUME. Nous generalisons dans cet arti
cle Ie theor~me de Banach-Steinhaus [4J.

Soient E et r des espaces vectoriels definis,
dans toute ~ suite, sur Ie m~me corps ~ (R ou ().
Nous disons qu'une application ~:E + r est un
opl~ateu~ polqnomial homog~fte de deg~l k (on'note
dO k), k = 1,2, .•., si et seulement si, il existe
une application k-lineaire symetrique ~:Ek + r-telle que 'P(x) = 'P(x,...,x) pour tout xc.E. Nous
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...
appelons 'P ia poia.LlLe de 'f. Pour k = 0, 'P sera une
fonction constante.

REMARQUE 1. Soient E et F des espaces vectoriels
sur~, 'P:E + F un operateur polynomial homogene de
dO k, alors sa polaire ~:Ek + F est unique. (cf.
[3J, proposition (iii), p , 281)

LEMME·. So.Lent E, F de~ e~pace~ vectolL.Lei~ to-
poiog.Lque~ ~uIL ~, ~:E + F un opelLateulL polynom.Lal

homogene de dO k, W et W2k de~ vo.L~.Lnage~ lqu.Ll.L-
kbILl~ de 0 E:. F tei~ que W2k+ ••• +w 2k (2 60.L.6) c w.

S.L v es t: un vo.L~.Lnage lqu.Li.LbILl de 0 Co E vlIL.L6.Lant
f( a +V) c. W2 k, a E: E 6.Lxl aILb.LtILa.LILement, alolL.6 f( ~)

C W (e ltant la ba~ e de» logaIL.Lthme~ nlplIL.Len.6).

PILeuve. Le lemme etant evident dans Ie cas
k = 0, on suppose k ~ 1. Le theoreme de Mazur-Or-
licz [2J nous donne alors.

1=}(T

'f(x1,· .. ,Xk) ::

~ k -(c1+ ••.+£k)
L ( - 1 ) 'P( 4 +c1x1+ •..+ekxk ),

£1'· .. '£k=O

pour tout (xl' ... ,xk) Co Ek, ou 'f> estla polaire de
~et a un point arbitraire fixe ~ans E. En faisant
x 1= ...=xk =x dan s (*), alor s a,+( r c • )x E a. + V po ur

V i=l 1
tou t x€. K . D' autre part, Le second membre de (*)

* L'arbitre a fait observer que ce lemme a deja ete
demontre; voir Backnak J. et J. Siciak: Polyno-
m.Lai.6 and mult.Ll.LnealL mapp.Lng~ .Ln topolog.Lcal
vectoJt ~pace.6, Studia Math. 39 (1971) 59-76.
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comporte 2ktermes. Comme par hypothese <f(a.+V) c W2k,
1 Valors ('*) donne 'P( x ) £. kTW pour x c l('

Par consequent

-.ou

\D(V) kkW k..,
T CIT Ce"

Vce qui donne fee) C w. •
THEOREME 1. Soient E, F de~ e~pa.ce~ vecto~iel~

topologique~ ~ullx , (f.). r une 6a.mille d'op~lla-). ). E:
teull~ polynomiaux homog~ne~ de dO x , ke::{1,2, .•. l,
de E aans F, et \f. L« polaille de f. pOUIl tout i E:. I.

). ).

Aloll~te~condition~ ~uivante~ ~ont lquivalente~:

(i) ('fi)i<! ess: lquicontinue dan~ E .

(ii) ('P.). I tit lquicontinue en OE:i:.). J.<..,
k(iii ) ( \fi ) i< r e~t lquicontinue en (O, •.• ,O)E:E •

Plleuve.

(i) ='r'(ii). Trivial.

(ii) ='r (iii). En effet, V etant un voisinage de

o C F, il existe un voisinage equilibre V2k de 0 E:. F

tel que V2k+ ••• +V2k (2k fois)CV. De meme, il

existe un voisinage equilibre U2k de 0 E:.E tel que

fi ( U2k) C V2k po u r to uti E:. I. D' aut rep art, so i t

nk un voisinage de OE:.E tel que nk+ .•. +nk (k. f o f s )

C U2k. Par ailleurs, le theoreme de Mazur-Orlicz

[2J donne

-(*) ~i(xl" .. ,xk) =

159



1= IT

k
pour tout it: I et tout (xi' .•• ' xk) C E .

Comme 'Pi(E:1flk+ .•• +E:kflk) C 'i'i(flk+· •. +flk)c "Pi(U2k) c
V k , pour tout iCI, E: = 0 ou 1, 1~ p~ k , alors2 _ P

(*) implique 'Pi(flkx ••. xflk)C

~~{fi(flk+ ..• +flk)+ ••. +~i(flk+ •.. +flk) (2
k

fois)} C

V2k+ ... +V2k (2k fois)::V, pour tout iCI. D'~U

l'equicontinuite de ('Pi)iE:.I en (O, ••. ,O)CE .

(iii) ,*(i). En effet, soit aEE fixe arbitraire-

mente Alors, pour tout hE:.E, et tout iE:.I, on a

( 1) ~.(a+h) = ~.(a+h, •.. ,a+h)~ ~

-= 'Pi(a, •.. ,a) +
k k-L ( )'P.(a, ... ,a,h, ..• ,h)s ~

s=l ~~
(k-s)fois s fois

-D' autre part, l' equicontinuite de ('P.). e: I en
k ~ ~ ~

(0, .•. ,0) t: E implique celle de la famille-
{h'" 1>.(a, ..• ,a,h, .•. ,h)}. I en OCE, 1 ~ s ~ k-1 .

. ~ ~ ~E:.
s fois

En effet, pour tout voisinage equilibre V de Oc F,

il existe un voisinage equilibre W de 0 ~ E tel que-'f'.(wx ••• XW)C V, pour tout it: I. D'autre part,~
d'apres la propriete d'absorption d'un voisinage de

o dans un espace vectoriel topologique, il existe

o ~ 0 ~ 1 tel que oa E:. W, qui implique

'f.(Oa, ... ,oa,h, .•• ,h)E:.V, pour tour hc.W et tout
~ ~

s fois
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· I 1 < k 1 A' . ~k-s;;' ( )~c., ~ s -..; -. lnSl U T, a, ..• ,a,h, ... ,h
1 ;~

E::.V, pout tout ie.:I. Et, pour h€:.W = <sK-SWCWs '
1 ~ S ~ k-1,on aura 'P.(a, .. .,a,h, ... ,h) C V, pour

J. ~
s tofs

tout iE::.I, 1 ~ s ~ k-1. D'ou l'equicontinuite de-{h~ 'f.(a, ... ,a,h, ... h)}. I en OCE, 1 ~ s ~ k-l·
1 --.....- lC

s fois
Par suite, ~ V et Vk sont des voisinages equili-

bd~s de OcF tels que Vk+"'+Vk (k fois)CV.

Alors, pour 1 ~ s ~ k, il existe un voisinage W_ sk .
de () C E tel que (s) If>i ( a , •.. , a , h , •.. , h ) E:.. V k ' pour

~
tout iE:I et tout heW. Soit Q = n w ~ alors

s s=l s
h £. n impl iquek _

r (k)<.p.(a, ... ,a,h, ... ,h)E. Vk+'''+Vks=l s 1 --v--'
s fois

(k fois)CV ,

pour tout i c. I.

Et (1) don n e ~. ( a +h ) C ~. ( a ) +V, no ur to uti E:. I ,1 1 .

hc.Q. Ainsi 'Pi(a+S"2)c.Lfi(a)+V, pour tout r c r .
Ceci ach~ve la preuve du theor~me .•

Voici, maintenant, Ie resultat principal de

cet article, qui est la generalisation suivante

du theor~me de Banach-Steinhaus:

THEOREME 2. Soient E, r de4 e~pa~e~ vecto~iel4
topologique4 4u~ IK, E de Ba.i~e. ss :« <'f\)iE:.I une
6amille H'op€~ateu~4 polifnomiau~ homogene~ tel~
que dO 'P. = k., 0 ~ k. ~ k 0' 0 U. k 0 e::. IN es t nixLSi

1 1 1

{'f'.(x)}. I e~t bo~n~ dan4 F, pou~ tout xe:.n, ou.
1 1 ~n e4t~ ouve~t non vide dan~ E, alo~~ le~ condi-

tion4 4uivante4 40nt lquivalenteJ:
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(i ) 'Pi es t: c.ontinu en 0 E E, pOUIL tout i C I.

'P. e¢ t c.o ntinu da.n¢ E, po uIL to us: i C I .
1

('fi)iCI e.s t: €.quic.ontinue en O£.E.

('Pi)iE:I e.6t €.quic.ontinue dan« E.

(i I )

(iii)

)iv)

PILeuve.
( i v ) ... ( iii). Tr i v i a Le •

(iii) *(iv). En effet, pour tout p tel que 0 ~ p

~ k , soit F = {'PC ('{'.).L"I : d°'f= pl.o p 1 1~
D'apres Ie theoreme 1, la famille F est equi-p ko

continue dans E. D'autre part, ('P·)· .... I = lJ F •
1 1..... p=O P

Et, ceci implique que la famille (~.). _ I est equi
1 ].~ -

continue dans E. Car, a. etant arbitrairement fixe

dans E, et pour tout voisinage W de 0 E: F, il existe

un voisinage V de 0E: E tel quep

~(a.+V )c'f(a.)+W, pour tout If~F .p p
ko

Soit V = ~ V , alors on a ~(a.+V)C~(a.)+W, pour tout
k p=O p

'Pc. UOF = ('P
1

')1'''- I' D'ou l'equicontinuite de
p=O p ...

(~i)iE:I dans E, et (iii) "(iv). Par consequent,

on a (.i i .i ) ~ ( i v ) ~ ( i I ) ~ (i). M0 n t ron s a lor s que

(i) *(iii). Soit V un voisinage de OCF, et V2ko
un voisinage equilibre ferme de OE: F tel que

k
V2ko+" .+V2ko (2 0 f o i s Lc, V. Par hypothese,

{'f\(x)}iE: I est borne pour tour xE:.Q,alors il

existe 0, 0 < 0 < 1, tel que O"P.(x)E:,V2k , pour
1 k 0

tout i E:. I. Pour 2 ~ k ~ k , on a <5 'P. (x) C. V2k .o 1 0

D'ou 'fl.(Ox)c. V2k ,w ko
). 0 Ii E:. U F Par consequent

p=1 p
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-,1 ko
6XE:.Vf' ou V\f =n'P: (V2k J, 'f.E:. U F.

~ 0 ~ p=l P

Donc V~ est f e rme e qui lib r e eta b s 0 r bet 0u t x E:. n .

Par sui ten C n nV'f'. net ant 0uv e r t non v ide dan sn<NE de Baire, ceci implique l'existence de n E:. N telo
que Q c no V et par consequent V'f ai t un point in-

terieur. D'ou l'existence d'un point acE et d'un

voisinage equilibre W de 0 E: E tels que 'P. (a+W)k ~
V2k , pour tout ~. E:.. a F • Et, le lemme precedent

o ~ p=l P
nous donne

k
'f>.(~)cV, por tout \f.E: U F
~ e l p=l P

Enfin, on a

\D. (~) c 'P. ( 0 ) +V, po ur to uti c I .T l e ~

Ainsi (i) ~(iii). D'ou Ie theoreme. _

REMARQUE2. Soient E, F des espaces vectoriels

topologiques sur x , ('Pi)i E:.. I une famille d 'opera-

teurs polynomiaux c on t i nu s en 0 C E, et d°..p. = k.,
l l

ko fixe arbitrairement dans ~.

et n un ouvert non vide dans E

avec 0 ~ k. -s k ,~ 0
Si E est de Baire

tel que {I.f'i(x)} i E:.I soi t borne dans F, pour tout

xCS"2, alors {\f.(x)}. I est borne dans F, pour tout~ It:.
xE:.E.

P~euve. En effet, pour

reme 2 implique que (~.). I
~ l E:.

o C E. Par suite, pour tout voisinage equilibre V

1 ~ k. ~ kO' le theo-
l .

est equicontinue en

de OcE tel que \f'.(V)CW, 1 ~ k , ~ ko' Ainsi, pour~ ~
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tout x E:E i1 ex i5teo , 0 < 0 < 1 , tel que ox E: V.
Ceci donne ~.(ox)CW, 1 ~ k . ~ kO' Comme
ko ki ~ ~ koo ~ 0 , pour 1~ ki~ ko' a Lor-s 0 'Pi(x)E:.W.

Ceci implique que F(l,ko)(x) =
. 0

{If'(x) : ~E:.(f.). I' 1 ~ d 'P~ kO} est borne pour~ ~ E:.
tout xE:E. Soit FO(x) :: {'P(x) : 'PC ('fi)iE:.I,d"'P= O}
Alors FO(x) est borne, pour tout x c E. Par suite

= F ( 1 , k 0 ) ( x )U F 0 ( x )

est borne, puisque toute riunion finie d'ensembles
bornes est borne dans un espace vectoriel topolo-
gique.

REMARQUE 3. Si dans Ie theoreme 2 on suppose les
~. lineaires (dO~. = 1), on obtient Ie theoreme de~ ~
Banach-Steinhaus classique [4J. Et, en supposant E
de Banach, F norme, Ie theoreme 2 (iii), donne Ie,
principe de la borniture uniforme.

* *
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