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CRITERIOS DE CONVERGENCIA SECUENCIAL

por

Manuel SUAREZ M.

ABSTRACT. A funcion on a set X which assigns to
each point X of X a collection C(x) of countable se-
quences is called a convergence cruiterion. Necessary
and sufficient conditions are given for C to be gener-
ated by a topology, that is, for each C(x) to consists
exactly of those sequences converging to x in a given
topology. This is obtained by adding to three necessary
conditions of Fréchet and Urysohn the following fourth
condition: the sequence (xn:n€N) is in C(x) whenever
for each n the constant sequence with constant term x,
is in C(x). Also, special representations are given of
these criteria and conversely for topologies generated
by criteria.

RESUMEN. Se llama ciiteric de convergencia a una
funcidén C que a cada punto x de un conjunto X le asigna
una coleccidn C(x) de sucesiones contables. Se presen-
tan condiciones necesarias y suficientes para que un

. criterio de convergencia C sea generado por una topolo-
gia, ésto es, condiciones para que cada conjunto C(x)
consista precisamente de aquellas sucesiones que con-
vergen a x seglin alguna topologia. Esto se logra adi-
cionando a las tres condiciones de convergencia secuen-
cial de M. Fréchet y P. Urysohn la siguiente cuarta con-

81



dicién: La sucesibn (x,:neN) es del conjunto C(x),
54 para cada n La cornrespondiente sucesidn constante
de valon x, es de C(x). También, los criterios de
convergencia generados por topologias son representa-
dos como extremos inferiores de criterios especiales,
y las topologias generadas por criterios se represen-
tan como extremos superiores.

§1. Introduccidn. Los criterios de convergencia se-

cuencial generados por topologias y las topologias generadas por
criterios han sido estudiados, entre otros, por R.M. Dudley [7],
S.P. Franklin [8] y J. Kisyfiski [9]. Este articulo se basa en
los trabajos realizados por Carlos Ruiz S. en [1] y [2]. En &1
se presentan dos caracterizaciones de las topologias asociadas a
una nocidn de convergencia de sucesiones y dos caracterizaciones
de los criterios de convergencia secuencial generados por una to-
pologia; una de &stas se logra adicionando a las condiciones Cvi,
Cv2, Cv3 de M. Fréchet y P. Urysohn una nueva propiedad que se
denota Cvl4. Esta es: la sucesidn (x,:neN) C-converge a x, si
para cada n la sucesidn constante de término x, C-converge a x,
donde C es un criterio de convergencia secuencial. También se
demuestra que estas cuatro condiciones, junto con una propiedad
de "diagonalizacidn" Cv5 (utilizada por C. Ruiz S.en [1]) carac-
terizan los criterios de convergencia secuencial que son genera-
dos por espacios de Fréchet, é&sto es, por espacios topoldgicos

en donde coinciden las nociones de adherencia y adherencia se-

cuencial.

Agradezco al doctor Carlos Ruiz S. las indicaciones que
me proporciond para la elaboracidén de este trabajo y al doctor
X. Caicedo por las correcciones que me sugirid al revisar el ma-

nuscrito.
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§2. Definiciones y propiedades basicas. A conti-

nuacidn se presentan las definiciones, notaciones y propiedades
bédsicas de la convergencia secuencial que se utilizan en las
secciones siguientes. Mientras no se indique lo contrario, &s-

tas se transcriben de C. Ruiz S., [1].

Un cuilterio C de convergencia de sucesiones sobre un con-
junto X es una funcidn que a cada punto x le hace corresponder
una coleccidn C(x) de sucesiones de puntos de X. De estas suce-
siones se dice que C-convenrgen a x.

Una funcidn f:N - N se llama piropia si el conjunto de las
pre-imdgenes de cada nlmero natural es finito.

Una sucesidn S' se llama una subsucesifn de una sucesidn S
de puntos de X, S:N »> X, si existe una funcidn propia f:N > N
tal que S' = Sof,

Para un criterio secuencial C, se enuncian a continuacidn
las condiciones Cvl, Cv2 de M. Fréchet y la Cv3 de Uryshon.(*)

Cvl. Toda sucesidn casi-constante de valor x, es C-conver-

gente al punto x.
Cv2. Cualquier subsucesidn de una sucesidn C-convergente
a x es C-convergente a x.
Cv3. Toda sucesidn que no C-converja a un punto x tiene una
sucesidn, ninguna de cuyas subsucesiones C-converge al
punto X.
(%) Las condiciones Cvl, Cv2 fueron presentadas por M. Fréchet
en su articulo "Sutr quelques points du caleul gonctionnel"
(Rediconti del Circolo Matemidtico di Palermo, 22, 1906). La
condicién Cv3 aparece en el articulo "Sur Les classes (a)
de M. Fréchet" (L'enseignement Mathematique 25, 1926, 77-83),
que es una nota pdstuma de P. Uryshon redactada por P. Alexan-

droff. La versidn de Cv3 que aquil se presenta es la dada por
K. Kuratowski en su libro "Topologie' de 1958.
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Se denota Crit(X) al conjunto de criterios secuenciales so-
bre X que cumplen las condiciones Cvl, Cv2.

Una sucesidn S estd cas{-foda contenida en un conjunto A
cuando el conjunto de indices n tales que S(n) no estd en A es
finito.

Se define la funcién T:Crit(X) = Top(X) estableciendo que
un conjunto A pertenece a T(C), cuando toda sucesidn que C-con-
verja a un punto de A estd casi-toda contenida en A. De A se di-
ce que es un conjunto C-abierto.

Se dice que el criterio C' domina al criterio C (y se deno-
ta, C € C') si para cada punto x, toda sucesidn que C'-converge
a x también C-converge a x. Se observa que esta relacidn es un

orden en el conjunto Crit(X).

2.1 PROPOSICION. ([1]). Sea E una coleccibn no vacia de
criternios sobre X. Se cumple que:
(i) T es un monfismo de conjuntos ondenados.
(ii) sup(T(E)) < T(Sup(E)).
(iii) Inf(T(E)) = T(Inf(E)).
(iv) S< una topologia es generada (mediante T) por un crite-
nio, existe el mindmo crniterdio que La genera.

Se define la funcidn C:Top(X) + Crit(X) estableciendo que
una sucesidn S converge a x, seglin C(t), si todo abierto en t,
que contenga a x, contiene a casi-toda S. De la sucesidn S se

dice t-converge al punto X.

2.2 PROPOSICION. ([1]). Sea H una cofeccidn no vacia de
topologias sobre X. Se cumple que:
(i) C es un morngismo de conjuntos ordenados.
(ii) C(Inf(H)) < Inf(CGH)).
(iii) C(Sup(H)) = Sup(CE)).
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(iv) S4 un cniterio es generado (mediante c) por una topologia,
existe La maxima topologia que Lo geneira.

Se define el operador J como el compuesto del mecanismo E

con el mecanismo T, &sto es, J = TC.

2.3 PROPOSICION. ([1]).Pawa un confunto X, el conres-
pondiente operadon J cumple Las sigulentes propledades:
(i) Panra cada topologia t, t < J(t)-
(ii) ER operador J es monbtono.
(iii) Pana cada topologia t, J(J(t)) = J(t). Esto es, JJ = J.
(iv) Las cuatrho condiciones sigulentes son equivalentes para
cualquien topologia t:
-t es un punto fijo0 del operador J.
-t ¢4 def recorrndido del operadorn J.
-Algln cuiterio genera, mediante %, a La topologia t.
-t es el extremo inferion de una coleccildn no-vacia de pun-
§if0s del operadorn J.
(v) Que un subconjunto A de X sea abLerto en J(t), sdignigica
que cada vez que una sucesidn t-converge a un punte de A,
necesarniamente estd casi-toda contenida en A.

Los puntos fijos del operador J se llaman topologias 0-con-

tables.

Se define el operador K como el compuesto del mecanismo T

con el mecanismo C, &sto es, K = CT.

2.4 PROPOSICION. ([1] y [3]). Para un conjunto X, el co-
rnespondiente operadon X cumple Las siguientes propiedades:

(i) Parna cada cruiterio C, K(C) < C.
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(ii) EL operador K es monbitono.

(iii) Para cada cniterio C, K(K(C)) = K(C). Esto es, KK = K.

(iv) Las cuatro condiciones siguientes son equivalentes para
cualquiern cinterdio C:

-C es un punto gifo del operador K.

-C es del recorrndido del operador K.

~Alguna topologia genera, mediante C, al criiterio C.

-C es el extrnemo superion de una cofeccibn no-vacia de pun-
tos 4ifos del operadorn K.

(v) Que una sucesibn S de puntos de X sea K(C)-convergente a
wt punto, signifdica que cada vez que un conjunto C-abler-
fo contenga al punto, necesariamente contiene a casi-toda
S.

§3. Topologias O-contables. En esta seccidn se pre-

sentan dos caracterizaciones de las topologias O-contables. Es-
tas se logran expresando las topologias J(t) como el extremo su-

perior de colecciones especiales de topologias O-contables.

3.1 PROPOSICION. Para cada topologia t sobre un con-
junto X se cumple que J(t) = Sup {J(ty)|xex} donde t, =
{ret|xealu{s}.

Demosinacibn. Puesto que t = Sup{t,|xeX} y el mecanismo

C conmuta con extremos superiores (Proposicidn 2.2, (iii)) se
tiene que L N
Cc(t) = Sup{C(tX)lxex} "

Y de la Proposicidén 2.1, (ii), Sup{J(tx)lxe:X} C J(t). No es
dificil demostrar que una sucesidén S es C(ty)-convergente a un

punto u, Gnicamente si cada subsucesidén de S admite una sucesidn
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E(t)—convergente a alguno de los puntos x,u. Sea A un conjunto
abierto en J(t) que contiene a x. Si A no es abierto en J(tg),
existe una sucesidén S y existe un punto u de A tales que S es
E(tx)—convergente al punto u y S no estd casi-toda contenida en
A. Luego hay una sucesidn T (subsucesidn de S) de puntos del
complementario de A y hay una sucesidn T' (subsucesidn de T)

que C(tx)—converge al punto x o al punto u. Como A es un abier-
to de J(t), por la Proposicidn 2.3, (v) se deduce, en las dos po-
sibilidades, que T' estd casi-toda contenida en A. Lo cual es

contradictorio. ®

3.2 PROPOSICION. Para que una fopologia t sea 0-contable
es condicelbn necesaria y suficiente que cada topologla ty sea
0-contable.

Demostracibn. Como t = Sup{txlxe:X}, la Proposicidn 3.1

permite afirmar que la condicidn es suficiente. Para ver que la
condicidn es necesaria, supdngase que hay un punto x cuya topolo-
gia t, no es O-contable. Entonces la Proposicidn 2.3 (i) asegu-
ra la existencia de un conjunto no vacio A que es abierto en
J(tx) pero que no lo es en tx. Como A contiene al punto x, A no
es abierto en t. Pero A es abierto en J(t), luego las topolo-

gias t y J(t) son distintas. ®

3.3 PROPOSICION. Para cada topologia t Aobre un confunto
X se cumple que J(t) = Sup{J(t®)|xeX} donde £
{Aet|xgatu{x}.

Demostracibn. Como t = Sup{t |x€X}, de la Proposicidn 2.2

(iii) se tiene que C(t) = Sup{C(t*)|x€Xx}. Y de la Proposicién
i 1339 Sup{J(tx)|x€X} C J(t). No es dificil ver que
E(tx)(x) = Suc(X) y para u distinto de x, C(t®)(u) = Clt)(uw).
Sea A un abierto en J(t) distinto de X, luego existe x¢A. Si A
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no es abierto en J(t*), por la Proposicién 2.3 (v), existe una
sucesidn S y un punto u de A de tal manera que S es E(tx)-con~
vergente a u y S no estd casi-toda contenida en A. Como X es
distinto de u, C(tX)(u) = S(t)(u). Luego A no es abierto en
J(t). Contradiccién. En consecuencia A es abierto en J(t*) y

A pertenece al conjunto Sup{J(t®)|xeXx}. ®

3.4 PROPOSICION. Para que una topologia t sea O-conta-
ble es condicibn necesaria y suficiente que cada topologia t*

sea O-contable.
Demostrhacién. Como t = Sup{txlxelx}, la Proposicidn 3.3

permite afirmar que la condicidn es suficiente. Para ver que la
condicidn es necesaria, supdngase que hay un punto x cuya topo-
logia t* no es O-contable. Entonces la Proposicidn 2.3 (i) ase-
gura la existencia de un conjunto A, distinto de X, abierto en
J(t™) pero que no es abierto en t*. Como A no contiene al punto
X, A no es abierto en t. Pero A es abierto en J(t), luego las

topologias t, J(t) son distintas. ®

§L4, Criterios O-contables. En esta seccidn se presen-

tan tres caracterizaciones de los criterios de convergencia se-

cuencial asociados a una topologia.

4.1 DEFINICION. Un criterio de convergencia secuencial
se llama O-contabfe (resp. criterio de Fréchet, criterio 1-conta-
ble, criterio 2-contable) si es generado, mediante ¢, por una to-
pologia (resp. una topologia de Fréchet, una topologia 1-conta-

ble, una topologia 2-contable).
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Las Proposiciones 2.4 (iv) y 2.3 (iv) permiten observar
que existe una correspondencia biunivoca entre el conjunto de
criterios O-contables (resp., de criterios de Fréchet, de cri-
terios 1-contables, de criterios 2-contables) y el conjunto de
topologias O-contables (resp. de topologias de Fréchet, de topo-
logias 1-contables, de topologias 2-contables) sobre un conjun-

to X. También se observa que las siguientes relaciones
2-contable = 1-contable => Fréchet => 0-contable,

se verifican cuando estas condiciones se refieren tanto a topo-
logias (lo cual es bien conocido) como a criterios de convergen-

cia secuencial sobre un conjunto X.

4.2 PROPOSICION. Para cada criterio C sobre un conjunto
X se tiene que K(C) = Inf{K(CX)Ixex}, donde C_(x) = C(x) y
para u distinto de x, Cx(u) es el confunto de sucesiones casdi-
constantes de valonr u.

Demostracifn. Para un punto x se verifica que T(Cx) =
{AeP(X)|x¢A} U {A€P(X)|x€A y A cumple la condicidn (1)}.

Condicidn (1): "Si S es una sucesidn C-convergente a x, enton-

ces S estid casi-toda contenida en A". TFacilmente se demuestra
que K(Cx) = K(C)x, cualquiera que sea x. Lo cual demuestra la

proposicidn, pues el criterio K(C) es igual a Inf{K(C)xlxeix}. a

4.3 PROPOSICION. Para que un ciiterio C de convergencdla
secuencial sea O-contable es condicibn necesaria y sugiciente
que cada criterio C, sea 0-contable.

Demostrhacibn. Como C = Inf{Cxlxe:X}, la Proposicidn 4.2

permite afirmar que la condicidn es suficiente. La necesidad se

tiene de la Proposicidn 4.2 y de la igualdad K(CX) = K(C)x. ¥

4.4 NOTACION. Para un punto x y un criterio C sobre un
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conjunto X, se denota v(x;C) al conjunto de puntos z, tales que

la sucesidn constante de valor z es C-convergente a X.

4.5 PROPOSICION. La fgualdad v(x;C) = v(x;K(C)) se ve-
nigica para cada punto x y cada criterio C (que cumplas Las con-
diciones Cvi, Cv2).

Demostracibn. Como v(x3;C) es un subconjunto de v(x;K(C))

(Proposicidn 2.4 (i)), sblo falta demostrar que si una sucesidn
constante es K(C)-convergente a x, también es C-convergente a X.
Supdngase que existe un punto z tal que la correspondiente suce-
sidn constante K(C)-converge a x, pero no C-converge a x. Enton-
ces cualquier conjunto A que sea abierto en T(Cx) y que contenga
a x, tambidn debe contener al punto z. Como el conjunto AN{z}
contiene a X y la sucesidn constante de valor z es K(Cx)—conver-
gente a x, se tiene que ANz} no es abierto en T(CX). Luego se
garantiza la existencia de una sucesidn S que C-converge a X y
que no estd casi-toda contenida en A~{z}. Ademds, S estd casi-
toda contenida en el conjunto {z}. Luego la sucesidn constante

de valor z es C-convergente al punto x. Contradiccidn. @

4.6 PROPOSICION. Sea C un ciiterio de convergencia se-
cuencial que cumple Las condiciones (Cvi, Cv2), Cv3. Cada vez
que el confunto v(x;C) sea ginito, el crniterio C, es 0-contable.

Demostrhacidn. Sea x un punto para el cual existe una suce-

sidn S que K(C)-converge a x y que no C-converge a x. Como el
criterio C cumple las condiciones Cvl, Cv2 y Cv3, se garantiza
la existencia de una sucesidn T que cumple las siguientes pro-
piedades: T es una subsucesidn de S, T no es C-convergente a X,

i

ninguna subsucesién de T es C-convergente a X, ningln término de

T toma el valor x, T es K(C)-convergente a x.

Sea A un abierto de T(CX) que contenga a x. Como el con-

junto AN{T(n)|n€N} no puede ser de T(G), se garantiza la existen-
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cia de una sucesidn V1 que cumple las siguientes condiciones:
V1 es C-convergente a x, V1 es una sucesidn de puntos de A y
del conjunto {T(n)|neN}. Como V1 no puede ser una subsucesidn
de T, entonces existe un punto Zy 5 distinto de x, que pertenece
a {T(n)|neN} y tal que la sucesidn constante de valor z, es
subsucesidn de V1 y es C-convergente a x.

De la Proposicién 4.5 se deduce que el conjunto {T(n)|neN}
es infinito, pues de lo contrario existiria una sucesidn constan-
te (subsucesidn de T) C-convergente a x. Luego existe una suce-
sidn T1 (subsucesidén de T) tal que ninguno de sus términos toma
el valor z,. Al aplicar el procedimiento anterior a la sucesidn

1

Tl, se encuentra un punto z,, distinto de z,, que pertenece a

2
{T(n)]n;:N} y tal que la sucesidn constante de valor z, es C-con-
vergente a x. De esta manera se obtiene un conjunto {zilierN}
infinito (y de puntos distintos) tal que cada uno de sus elemen-
tos z, pertenece a {T(n)|ne:N} y la correspondiente sucesidn
constante C-converge a x. Es decir, el conjunto v(x;C) es infi-

nito, @

Se observa que las Proposiciones 4.5 y 4.6 permiten encon-
trar facilmente un criterio de convergencia secuencial que muestre
que las condiciones Cvl, Cv2, Cv3 no son suficientes para que un
criterio sea O-contable. Y tambi&n, introducir la condicidn Cvi,

que se enuncia a continuacidn para un criterio C y cada punto x.

Cvi. Cualquien sucesidn casi-toda contenida en v(x;C) es
C-convergente a x.

4,7 PROPOSICION. Un cniterio de convergencia secuencial
que cumpla Las condiciones (Cvl, Cv2), Cv3 y Cv4, es O-contable.

Demostracibén. Sea C un criterio que cumple las condicio-
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nes Cvl, Vec2, Cv3, Cv4. Si se supone que C no es O-contable, la
Proposicidn 4.3 permite afirmar que existe un punto x tal que
el criterio C, no es O-contable. Por la demostracidén de la Pro-
posicién 4.6, se garantiza la existencia de una sucesidn V que
no C-converge a X, y que para cada n la sucesidn constante de
valor V(n) es C-convergente a x. Pero como el criterio C cumple

la condicidén Cvi, la sucesidn V es C-convergente a x. Contradic-

cidn. -

Es bien conocido que las propiedades Cvl, Cv2, Cv3 son
condiciones necesarias para que un criterio de convergencia se-
cuencial sea O-contable y fiacilmente se demuestra que la condi-
cidn Cv4 también lo es. De esta observacidn y de la Proposicidn

4.7 se obtiene la siguiente caracterizacidén de los criterios

O-contables.

4.8 TEOREMA. Para que un chiterio de convergencia se-
cuencial sea 0O-contable, es condicifn necesardia y sugiciente que
cumpla Las propdiedades (Cvi, Cv2), Cv3, Cvh.

En [9], J. Kisyfiski demostrd que si un criterio secuencial
C satisface las condiciones Cvl, Cv2, Cv3 y la unicidad de limi-
tes, entonces es generado por una topologia. Lo cual es un co-
rolario del Teorema 4.8, pues la unicidad de limites implica que

v(x;C) tiene un sdlo punto y en consecuencia se verifica inme-

diatamente la condicidn Cvi.

Para un criterio C, se enuncia a continuacidn la condicidn
Cv5, denotada en [1] por C4 y considerada por Dudley en [7] y

por Kelley para el caso de redes en [61.
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Cv5. Cada vez que una guncidn S:NXN ~ X (bisucesidn) cum-
pla que para cada nimero natural n, La sucesibn S(n,—):N > X
es C-convergente a =y Los téuminos X fomman una sucesiin
C-convergente a x, entonces existe una aplicacidn P:N > NxN
tal que La sucesidn S¥Y:N + X es C-convergente a x.

Se usa la definicidn 4.1 en la siguiente proposicidn de
€« Ruiz 'S [2], y que fué considerada para redes por Kelley
en [6].

4.9 TEOREMA. Parna un cuiterdio O-contable C, Las 54-
gulentes condiclones son equivalentes:
La topologia T(C) es de Fréchet.
EL cniterio C cumple La condicibn Cv5.

De los Teoremas 4.8 y 4.9 se obtiene la siguiente caracte-

rizacidn de los criterios de Fréchet.

4.10 TEOREMA. Pana que un ciiterio de convergencia se-
cuencial sea de Fréchet, es condicidn necesarvia y sugiciente que
cumpla Las propiedades (Cvi, Cv2), Cv3, Cvh, Cv5.
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