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UNITE ET SEMI-NORMES DANS LES
ALGEBRES LOCALEMENT CONVEXES

par

*Mohamed OUDADESS

RESUMEN. Se demuestra que el problema siguiente pro-
puesto por W. Zelazko tiene una respuesta negativa. GPuede
derinirse la topologla de un algebra (topologica) localmen-
te convexa con identidad por medio de una familia de semi-
normas (PA)AEA tales que p~(e) = 1 para todo A, donde e es
la identidad? ("Selected topics in topological alge-
bras", Lee. Notes Series NQ-31 (1971)-Aarhus Universitat).
Por otra parte, se demuestra que la respuesta es positiva
para las algebras localmente A-convexas.

I n trod uc t ion. L I objet de cet article est de montrer que
la reponse a un probleme de Zelazko est en general negative.

W. Zelazko a pose dans [8J, page 78, Ie probleme suivant:
"est-ce que l.atopol.ogie d'une al.gebre (topologique) localement
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convexe unitaire peut etre definie par une famille de semi-normes
(PA)AfA telle que p(e) = 1, pour tout A (ou e est l'unite de l'al-
gebre)"?

Par definition la multiplication dans une algebre topologi-
que est globalement continue.

Nous examinons d'abord le "probleme de Zelazko" dans le cas
des alg~bres localement A-convexes (ou la multiplication est
seulment separement continue). La reponse est positive et on en
deduit que toute algebre localement A-convexe dont la topologie
est la topologie localement A-convexe la plus fine est une alge-
bre localement multiplicativement convexe.

Ensuite nous donnons une reponse negative au probleme de
Zelazko.

Nousrapp¢lons maintenant les definitions dont nous aurons
;

besoin. Une algebre topologique est une algebre E (sur R ou ~)
qui est en meme temps un espace vectoriel topologique (e.v.t.)
telle que la multiplication est (globalement) continue.

5i Vest une base de voisinages de 0, dans A, (x,Y)~ xy
continue signifie que pour tout U ~ V, il existe V ~ V tel que
V2CU (c'est'lacorrt.inuitf en (0,0), qui est equivalente a la con-
tinuite partout).

Une algebre topologique localement convexe (a.l.c.) est
une algebre topologique qui est en meme temps un espace vecto-
riel topologique localment convexe (e .1. c.). On sait que dansce caS

la topologie peut etre define par une famille de semi-norrnes
(PA)A€A' Le fait que la multiplication est continue s'ecrit ici:
pour tout A, il existe A' telle que PA(Xoy) ~ PA,(x)oPA'(Y)'
pour tout x et tout y.

Une algebre localement A-convexe (a.l.A-convexe) est une
algebre qui est en meme temps un e.l.c. tel que la multiplica-
tion est separement continue. Dans ce cas sa topologie peut
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@tre definie par une famille de semi-normes (PA)AEA telle que:
pour tout x et tout A, il existe un nombre M(A,X) > 0 tel que
PA(x-y) ~ M(A,X)-PA(Y)' pour tout y. On dit que E est unifor-
mement A-convexe si pour tout x il existe M(x) > 0 tel que
PA(x-Y) ~ M(x)-PA(Y) pour tout Y et tout A. Elle est dite 10-
calement multiplicativement convexe (l.m.c.) si PA(x-y) ~
PA(x)-PA(Y) pour tout x,y et tout A. Dans ce cas la mUltipli-
cation est continue. Si (E;~-I)est une algebre normee unitaire,
il existe une norme II- ~, equivalente a II-I te11e que IIe I' = 1.
Si (E;(PA)A) est une a.o.m.c. ou une a.l.u.A-convexe on peut
considerer que PACe) = 1, pour tout A.

Je remercie M. le Professeur Jose I. Nieto pour ses en-
couragements et pour de nombreuses et stimulantes discussions.

1. Algebres localement A-convexes. Cochran, Akkar
et d'autres chercheurs qui se sont interesses aux a.l.A-convexes
ne disent rien sur les valeurs des PA en e. Comme nous allons
le voir cette question est importante pour la nature topologique
de l'algebre.

PROPOSITION 1. So.<.:t (E,T) une.. a..LA-c.oYl.ve..x.e.. WL-Ua.i.JLe..
alOM T pe..ld Utte.. de.6.<.n..<.e..pM un.e.. namiUe.. de ~ em.<.- Yl.OJtme...6,
(PA)A(A' :te..ite.. que.. PACe) = 1, po~ :told A.

Pneuve. Soit (P~)A une famille de semi-normes definissant
T. 11 suffit de remarquer que p~(e) ~ 0, pour tout A et de po-

r '( »)-1 ' ~f· ..ser PA = PA e -PA. Par de .inrtaon:

VA, Vx,3M(A,x) > 0
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Fixant A et prenant Y = e,
,

on s'aper90it que si PACe) = 0 alors
PA(x) = 0, pour tout x. On exclut un tel PA'

Nous obtenons maintenant un theoreme sur la topologie de E.

THEO~ME 1. route. a..LA-c.onve.x.e. ~e. (E,T) pe.ut Ulte.
munie. d'une. topologie. d'a..l.m.c.. T' pluo 6ine. QUe. T.

P~e.uve.. Soit (PA)AfA une famille de semi-normes definissant
A et telle que PACe) = 1 pour tout A. On a

(1)

Posons
qA(X) = inf{M(A,X) : PA(xo'Y) ~ M(A~X)oPA(Y)' pour tout y}

rA(x) = sup{PA(xoY) : PA(Y) ~ 1}.

Montrons que:

Si PA(Y) ~ 1, on a d'apr~s (1), PA(xoY) ~ M(A,X) d'oh rA(x) ~
qA(X), Pou~ montrer l'inegalite dans l'autre sens, il suffit de
montrer que :

Si PA(Y) = 0, on a d'apres (1), PA(xoY) = 0 et l'inegalite est
verifiee.

( ) ( Y) () d'" 1'· ~ l' ~Si PA Y j 0, on a PA XOPA(Y) ~ rA x, ou lnega lte.
11 est clair que qA est une semi-norme d'espace vectoriel; c'est
en fait une semi-norme d'algebre. En effet:

qA(XOZ) = sup{PA(xoZoy) : PA(Y) ~ 1}
~ M(A,X)oqA (z).
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D'ou

Par ailleurs

(2)

Soit T' la topologie sur E definie par (qA)A(A' T' est une topo-
logie d 'a.1.rn.c. et d'apres (2) on aTe T'.

On constate que si Test separee alors T' l'est aussi.

COROLLAlRE 1. (Theorerne de Gelfand-Mazur). Toui:« a.L
x-covzxe (c.omple.xe) tmUa-ile .6~paJr.~e qtU est: alL6.6i W1 C.OJtP.6est:
..i.6omoJtphe.a c.

PJteuve. Car le resultat est vrai pour les a.l.rn.c. sepa-
rees.

COROLLAlRE 2. Tou:te a.LA-c.ol1vexe wU.:ta..i.Jtemu.rUe cia.6a
topologie d'a.l.A-e.ol1vexe la plu.o nine e.ot en na..i.:t une a.l.m.e..

PJteuve.. Car une a.l.rn.c. est une a.l.A-convexe.

2. Algebres topologiques localement convexes.

THEOImME 2. Soil (E,T) une a.Le.. un.dxu.ne. doni: .e.a tope-
logie T peu:t Ulte. den.iJt.,[e palL ul1e 6amill.e de .6e.mi.-noJtme.6,
(PA)A(A' telle que PACe) = 1, paUlL tou:t A. AlOJt.6 E peu:t ttJte mu-
nie d'W1e topologie d'a.l.m.c.. T' plu.o 6ine que T.

PJteuve. Par la definition rnerned'une a.l.c.; pour tout
A ~ A il existe A' E:" A tel que
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Par hypothese PA,(e) = 1 et done

Etant donne que A' depend de A, posons PA'(X) = M(A,x),alors (1)

devient
PA(XOY)'::::M(A,X)oPA'(Y) , pour tout y.

Pour chaque x, posons

Comme dans Ie Theoreme 1, on verifie que

et que qA A' est une semi-norme d'algebre. De plus PA .::::qA AI·, ,
Soit TI la topologie definie par la famille de semi-normes (qA A')A',
ou AI = A'(A) est l'une des semi-normes verifiant (1); T' est
localement multiplicativement convexe et T C T I.

COROLLAlRE. (Reponse au pr-ob Leme de Zelazko). SoU (E,T)
une. a.to e. ~e. !.le.palLe.e.qiu. ne peiu: Ute. mwu:.e. d' aueune. topo-

fog~e. !.le.p~e.e. d'a.f.m.e. S~ (PA)AEA e.!.lt fa 6amitle. de. !.le.mi-no~-
me.!.l de.6~!.lan.t T, atOM il e.wte. au mo~ AO E: A tel que.
PA (e) ~ 1.o .

EXEMPLE 1. Soit (C(X) Le corps des fractions rationnelles
a une indeterminee. Williamson a montre (cf.[6]) qu'il existe
sur (C(X) une topologie localement convexe metrisable (non comple-
te) compatible avec la structure algebrique (i.e. on a une a.l.
c.). Mais il ne peut exister sur (C(X) aueune topologie d'a.l.m.
e. separee a cause du Theoreme de Gelfand-Mazur (ef [6J ou [8]).
Done (C(X) est une a.l.e. dont la topologie ne peut ~tre definie
par aueune famille (PA)A€A de semi-normes telle que PACe) = 1,
pour tout A.
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EXEMPLE 20 La topologie de ~(X) dans I'exemple 1 n'est
pas complete. Nous donnons maintenant un exemple de corps muni
d'une topologie d'a.l.c. complete. Soit 0 < P < 1 et soit L(P)

l'ensemple des suites positives dtkroissantes a = (a )too tellesk _00

que ak =" pk pour tout k > o. On notera par Wp l'espace des se-
ries

too

Ilxlla= L Ixnloa < 00 ,pour tout af.L(p).
_00

On montre (cf [8J, Lemme 10.10) que pour tout a £L(P),
il existe S E:L(P) tel que ak " ~ SkoS., pour tout k et tout i;

+1. 1.

et l'on a alors ~xoY~a ~ ijx~Soijy~s
West une a.l.c. pour la mUltiplication (de Cauchy) desp

series. En fait W consiste en les fonctions meromorphes n'ayant
p

aucun pole dans Le disque {t : It I < p }, sauf en O. De plus
si q < p, et c'est une injection continue.

l-J West complet pour la topologie limite inducti-O<p<l P
vee West une a.l.c. commutative unitaire qui est aussi un
corps. D'apres Ie Theoreme de Gelfand-Mazur, elle ne peut ~tre

w c wp q
W =

munie d'aucune topologie l.m.c. separee.

3. B0 - a I 9 e b res. Nous allons maintenant donner un exem-
pl.ede Bo-algebre (i.e. une a.1.c. metr-Lsab.Lecomplete) qui ne
peut ~tre munie d'aucune topologie d'a.l.m.c. separee, ce qui
montrera, compte tenu du Theoreme 2, qu'une affirmation dans [71
est inexacte a savoir que la topologie d'une Bo-algebre unitaire
peut etre define par une famille de semi-normes (Pn)nEW telle
que p (e) = 1, pour tout n.

n

Pour les details de cet exemple voir [8]. Soit (a k)'n,

147



1~ n < 00, _00 < k < 00 une matrice infinie a termes reels posi-
tifs. Supposons que pour tout n il existe n' ~ n tel que

a , k a r () ~ a pour tout k et tout .t .n, n,-L n,k+.t (1)

Designons par K(a k) l'algebre des series formelles de Laurentn,
+00 k +00

x = I ~t telle que IIx~n= I an k·I~1 < 00 , pour tout n.
_00 _00 '

crest une algebre pour la mUltiplication de Cauchy. En effet on
verifie que:

(2 )

.. n' est l'entier verifiant (1).ou
K(a )

..est une Bo-algebre. C'est une a.l.m.c. si n' = nn,k
dans (2) • Soit W = K(a k) avecn,

(1_.k)n(1-k) pour k ~ -1

a = 1 pour k = 1n,k 1+k
(1+k) n pour k ~ 1

On montre que (1) est verifiee avec n' = 4n. On montre aussi
que W contient une sous-algebre W1 isomorphe au corps de toute
les f netions rationnelles ~(X) considere a l'exemple 1.

S'il existaitune topologie 1. m ,c. T' telle que T CT' ,

alors W
1

munie de la topologie induite par T' serait une a.l.m.
c. separee (complexe) et donc W1 ~ ~, alors ~(X) ~ ~.

4. A 1 9e b res non un ita ire 5 • Soit E une algebre non
unitaire et E = EX~ l'algebre unitaire obtenue a partir de E par
adjonction d'une unite.
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Si (PA)A est une famille de
pologie E, alors la topologie de E
telle ~ue PA«x,a» = PA(X) + lal;
te de E et on a:

semi-normes definissant la to-
peut etre definie par (PA)A
e = (0,1) est l'element uni-

1\«0,1» = 1, pour tout A.

Si (E;(PA)A) est une a.I.A-convexe (resp. une a.l.c.) alors il
en est de m~me de (E,(PA)A)'

Comme corollaire du Theoreme 2 on a que si (E,T) est une
a.l.c. unitaire telle que PACe) = 1, pour tout A, ou (PA)AEA de-
finitT, alors E ne contient aucune sous-algebre, autre que ~e,-qui soit un corps: et c'est effectivement Ie cas pour E.

PROPOSITION 2. E n.e. c.onti.e.n.t auc.u.n.e. .6oU6-aigebJte., autn»:

que. ~e, qu). scu; un. c.oJtp.6.
PJte.uve.. D'abord qucun x = (x,O)€E nest inversible dans E,

car E est un ideal de E. Si K etait un corps, qui soit en meme
temps une sous-algebre de E, il existerait (x,a), x 1 ° et

-1a 10 tel que (x,a)E:K, on aurait a (x,a)E:K; or (0,1)E:K et
-1 -1 -1 -1done (a x,1) - (0,1) = a x EK; a x = (a x,O) 1 0, serait

done inversible. Contradiction.

5. Finesse de 1a Topo 1og jeT I. Soit (E,T) une a i L,

A-convexe unitaire. Au Theoreme 1, nous avons mis en evidence
une topologie l.m.c. T' plus fine que T. Nous noterons T' par
M(T) •

PROPOSITION 3. M(T) est: fa. maiM nine. paJUni. fe..6 tapafa-
gie..6 ..e.. m. c. pfU6 nine..6 que. T.

PJte.uve.. Soit (PA)A une famille de semi-normes definissant T.
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Soit
est define par (qA)A telle que qA(x)= sUP{PA(xoY):PA(Y)~ 1}.
(r) definissant une topologie T" l.m.c. plus fine que T.

II II
tout PA' il existe rllet k

ll
> 0 tels que PA ~ kllorll· Alors

k osup{r (Y) : p,(Y) ~ l}-r .
II II A II

Pour

REMARQUE. La topologie M(T) l.m.c. plus fine que Test
en un sens duale de la toplogie meT) de A.C. Cochran (cf [4J);
meT) est la plus fine parmi les toplogies l.m.c. moins fine que
T; M(T) a l'avantage d'@tre separee si T l'est.

*
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