INTRODUCCION A LA TEORIA DE LOS GRUPOS I.

Por Pasro Casas.

El propésito de estas notas (de acuerdo con el propdsito gene-
ral de la Revista) es ¢l de iniciar a los estudiantes de Gltimos afios
de bachillerato y primero de Universidad en el conocimiento de
uno de los conceptos mis fundamentales en la matematica moder-
na: ¢l concepto de Grupo.

No es, por lo tanto, esta introduccién un nuevo tratado sobre
teoria de grupos ni un vehiculo para la exposicion de nuevas ideas
en este campo.

Antes de dar una definicién de grupo debemos explicar otros
conceptos, también fundamentales en matematicas, y de los cuales
diremos Gnicamente lo que sea necesario para poder desarrollar la
teoria de los grupos.

I. CONJUNTO

A la palabra “Conjunto” le daremos el significado que corrien-
temente se le da a las palabras coleccién, agregado, rebafio, mon-
tén, rimero, set (en inglés), bunch (en inglés), Menge (en aleman),
ensemble (en francés).

Segtin Georg Cantor (1845-1918), creador de la teoria de los con-
juntos, “Entendemos por conjunto toda reunién en una sola clase
de objetos bien distinguidos de nuestra intuicion y de nuestro
pensamiento”.

La definicién rigurosa de conjunto entrafia una serie de pro-
blemas de orden légico que serin tratados en un articulo aparte,
por el profesor Carlo Federici, en préximo ndmcero de esta Re-
vista.



de ciertos descubrimientos y teorias, las peripecias de la vida de los
grandes matemdticos, las curiosidades de los nimeros y tantas otras
cosas que hacen ameno el estudio de las ciencias exactas, tan injus- -
tamente calificadas con las denominaciones de “dificiles”, “frias”
y “4ridas”. Fstos son los motivos que guiaron a la Facultad de
Ciencias de la Universidad Nacional, junto con la Universidad de
los Andes, para emprender esta labor editorial, y no dudamos,
quienes en forma directa hemos intervenido en ella, de que los
lectores, especialmente los profesores y alumnos de matematicas
elementales y los que por aficién intelectual se preocupan de estas
cuestiones, han de dar una espléndida acogida a unas piginas, ela-
boradas con el mis mesurado criterio y con la. mejor voluntad de
servicio en favor de la docencia cientifica.

Especialmente grato cs para el Decano de la Facultad de Cien-
cias, destinada, entre otras cosas, a ayudar a la preparacién del pro-
fesorado para los cursos cientificos fundamentales; preparar para
la alta investigacién, y facilitar ¢l estudio a quienes deseen tener
conocimientos de conjunto o especializarse en determinada rama
del saber, muy grato es, digo, abrir las paginas de esta revista, que
complementa en la forma mdas apropiada las finalidades de la Fa-
cultad.’

Es nuestra intencién que los nombres de Julio Carrizosa Va-
lenzuela, Carlo Federici, Jorge Acosta Villaveces, Belisario Ruiz
Wilches, Juan Horvath, Pablo “Casas, Henri Yerly, Dario Rozo,
Jesis Emilio Ramirez, y de otros profesores y cientificos que apres-
tigian al pais con su saber, honren nuestras lineas con estudios y

- problemas adecuados a la indole general de la publicacién. Por otra
parte, contamos con la guia de periddicos similares extranjeros, prin-
cipalmente de Francia, Italia y los Estados Unidos.

Especial importancia se ha querido dar a la seccién de proble-
mas, en la cual se plantean ejercicios de matematicas; la redaccién
de la Revista premiard las mejores soluciones a los distintos ejer-
cicios, a fin de estimular el espiritu analitico y la capacidad deduc-
tiva de los e-tudiantes.

Damos, pues, esta nueva Revista al piblico con la esperanza
fundada de que ha de recibir la mas cordial acogida y una amplia
colaboracién. La Revista desinteresadamente se pone al servicio de
quicnes aspiren a mantener ¢l fuego sagrado de la ciencia en
Colombia. s

) LroroLbo GUERRA PORTOCARRERO,



Ejemplos:

El conjunto de todos los colombianos.

El conjunto de todos los nlimeros naturales.

El conjunto de todos los nlimeros reales.

El conjunto de las rotaciones de un plano alrededor de un ¢je.

Notaremos los conjuntos con letras mayusculas, o indicando
con mindsculas entre { |}, los objetos que forman el conjunto.
Estos objetos los llamaremos “elementos” o “individuos” del con-
junto.

Ejemplos:

El conjunto R de los nlimeros reales.

El conjunto de los nGimeros naturales 4 = {1, 2, 3, 4,5} .
El conjunto M =14, b,¢,d, ¢} .

Es necesario tener en cuenta que las letras o simbolos con los
cuales indicamos los elementos de un conjunto son precisamente
simbolos (con los cuales representamos esos elementos) y no los
elementos mismos.

Podemos escribir los simbolos, con los cuales representamos
los objetos de un conjunto, en cualquier orden sin que esto afecte
al conjunto mismo.

Ejemplos:

El conjunto de los nimeros naturales lo podemos representar
por:

N ={1 2, & 4-5600:) opondb= .05, 4, 3 2,1}
o ipoir) N =185, Fsac 2,4,6,8,.....)

Escribir 4 = {4, b, ¢, d} es 1o mismo que escribir:

A={bd,ac) 0o A=|d;a,c b}, etc.

Elemento arbitrario o genérico. Por “elemento arbitrario” o
“elemento genérico” (llamado también variable) entendemos el
simbolo con el cual representamos cualquiera de los elementos de un
conjunto.

Ejemplo:

Sea el conjunto de los nimeros naturales N = {1,2,3,4, .....}
y sea x el simbolo con el cual indicamos cualquicra de los nlimeros
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naturales, x es, entonces, el elemento genérico o sea que x puede
ser 1,02,03,0...,¢tc.

Cuando reemplazamos el elemento arbitrario por un elemento
determinado (del mismo conjunto) decimos que le damos por
“valor” ese elemento determinado.

Podemos también indicar un conjunto por medio de un cle-
mento genérico con el simbolo siguiente: N = {«x}.

Relacién. Cuando decimos que x es un elemento de N, esta-
mos estableciendo una relacién entre x y N, o sea, entre un elemen-
to de un conjunto y el conjunto mismo. Esta relacién se llama de
“pertenencia” y la notaremos simbélicamente asi: x € N. Diferentes
tipos de relaciones usaremos durante ¢l desarrollo dec estas notas y
a ellas nos referiremos en particular cuando sea necesario.

Conjunto vacio. Hemos dicho que un conjunto estd formado
por objetos que se llaman elementos o individuos del conjunto;
cuando un conjunto no contiene elementos decimos que el conjun-
to es “vacio”.

Ejemplos:
El conjunto de los nimeros reales que son soluciones de la
ecuacién x* 4 1=0 es un conjunto vacio.

El conjunto de los nlimeros enteros que son soluciones de la
ecuacién 3xr +5=0 es un conjunto vacio.

El conjunto de los nimeros naturales que son soluciones de la
ecuacién 4x + 8 =0 es un conjunto vacio.

Usaremos el simbolo ¢ para indicar el conjunto vacio.

RELACIONES Y OPERACIONES ENTRE CONJUNTOS

Subconjunto. Si todos los elementos de un conjunto A son
también elementos de un conjunto B, decimos que A4 es un “sub-
conjunto” de B.

Ejemplos:

:l314)5}, B:“’z; 394)5>6a7‘l
=lab i dl, Be={e b c d




Esta relacidn se llama de “inclusién” y la indicaremos simbéli-
camente asi:

Ac B A estd contenido en B, o
B > A4 B contienc a A

Igualdad entre conjuntos. Cuando todos los elementos de un
ccnjunto A4 son también elementos de un conjunto B y todos los
elementos del conjunto B son clementos del conjunto 4, se dice
que A y B “coinciden” o que son iguales: 4 =B.

Ejemplo:
=2ilach, ¢, d) - B'= b, e d)

Decir que los conjuntos 4 y B son iguales, significa que las
relaciones 4 ¢ By B ¢ A se camplen simultineamente.

Si dos conjuntos 4 y B no son iguales indicaremos esta rela-
cién asi: A = B (A no es igual a B).

Subconjunto propio. Cuando un conjunto A estd contenido
en un conjunto B, siendo B ¥ A, decimos que A es un “subcon-
junto propio” de B, o que B “contiene propiamente” a A.

Ejemplo:

El conjunto de los nimeros naturales comprendidos entre 10
y 20 es un subconjunto propio del conjunto de todos los niimeros
naturales.

Hacemos la convencién, muy natural, de que el conjunto vacio
¢ esta contenido en todo otro conjunto.

Ejercicio 1.
Demostrar que si, 4 ¢ B, y B c C, entonces A c C, o sea
que, la relacion de inclusién es transitiva.

Interseccién de conjuntos. Dados dos conjuntos 4 y B, el con-
junto D, formado por todos los elementos comunes a 4 y B, se lla-
ma la “interseccién” de 4 y B. Lo indicaremos asi: D = 4 n B.
D es un subconjunto de 4 y de B.

Ejemplos:
A = ba,'b, Erdly OB ey f, g W), D =a, c}
A =112, 13,14, 15, 16, 17, 18}, B = {10, 12, 14, 16, 18; 20} ,
! D -~ {12, 14, 16, 18} .



Ejercicio ‘2,
Demostrar que todo conjunto contenido en 4 y en B esta con-
tenido en D.

Conjuntos disyuntos. Dos conjuntos 4 y B cuya interseccién
D es vacio (o sea que D = ¢), se llaman “disyuntos” o “mutua-
mente excluyentes”.

Decir lo anterior significa que los dos conjuntos no tienen ele-
mentos en comun.

Ejemplo:
A ={50,51,52,53}, B ={4,712,16}.
"Unién de conjuntos. Dados dos conjuntos 4 y B, el conjunto

E, formado por todos los elementos que pertenecen por lo menos a
uno de los dos conjuntos dados, se llama la “union” de 4 y B.

Lo indicaremos asi: E =4 U B.
Ejemplos:
A=(2,34,5, B=|456728, E={2345678]}.
A4 ={10,11,12}, B ={20,21,22,23,
E = {10, 11; 12, 20, 21, 22, 23} .
Ejercicio 3.
Demostrar que todo conjunto que contenga a 4 y a B contiene

también a E.

II. COMPOSICION INTERNA

Llamaremos “composicién interna” (ley de composicién in-
terna, operacién de composicién interna o producto) entre elemen-
tos de un conjunto, la relacién que hace corresponder a cada dos
elementos ordenados del conjunto un tercer elemento del mismo
conjunto.

Indicaremos la composicién interna asi: (x, y) —>x 7).

Los clementos x ¢ y se llaman “factores de la composicién” o
“componentes” y el elemento x+y se llama “compuesto”.
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Ejemplos:

En el conjunto de los niimeros naturales N = {1,2,3,4....}
la suma ordinaria es una composicién interna.

En efecto, por todo par ordenado (x, y) de nimeros naturales,
el compuesto x+y es un niimero natural.

En el conjunto de los ntimeros reales la multiplicacién ordina-
ria es una ley de composicién interna.

La interseccién (A4 N B) y la unién (A4 U B) entre conjuntos
son relaciones de composicién interna.

En el Gltimo ejemplo consideramos un conjunto M cuyos ele-
mentos son también conjuntos, M = {4, B, C,.....} , este conjunto
M es algunas veces llamado conjunto de segundo orden. Los con-
juntos de segundo orden pueden scr también elementos de otros
conjuntos de orden superior.

Composmon interna asociativa. Una composicion interna se
llama “asociativa” si, cualquiera que sean los elementos x, y, z, del
conjunto, se tiene que: (x+y) T2 = x+(yr2).

Ejemplo:

La suma ordinaria entre niimecros reales es una composicién
interna asociativa. :

En efecto, cualquiera que sean los ntimeros reales x, y, z, se

tiene que: (x +y) +2=x+ (y+ 2).

Composicién interna conmutativa. Una composicién interna
(x, y) — xTy se llama “conmutativa” si, cualquiera que sean los
elementos x e y, se tiene que: x Ty =y T 1.

Ejemplo:
La multiplicacién ordinaria entre nimeros enteros es con-
mutativa.

Elemento neutro. Dada una composicién interna entre ele-
mentos de un conjunto, llamaremos “elemento neutro a izquierda”
al elémento e del conjunto tal que, € 1% = 1, por cualquier elemento
x del conjunto, y llamaremos “elemento neutro a derecha” al ele-
mento ¢’ del conjunto tal que x+¢’ = x.

El elemento neutro a izquierda y el elemento neutro a dere-
cha son llamados, por algunos autores, identidad izquierda e iden-
tidad derecha.

Ejemplo:
En ¢l conjunto de los nmeros reales y con la multiplicacion



ordinaria como operacién de composicién interna, el nimero real
1 es el elemento neutro a izquierda y también el elemento neutro
a derecha.

Teorema. Si un conjunto posee un elemento neutro a izquict-
da ¢ y un elemento neutro a derecha ¢, estos dos elementos neutros
son iguales.

Demostracion:

Consideremos, primero, al elemento ¢” como un elemento cual-
quiera del conjunto; tenemos entonces, por la definicion de ele-
mento neutro a izquierda que: er+e’=¢" (1).

Consideremos, ahora, el elemento ¢ como un elemento cual-
quiera del conjunto; tenemos entonces, por la definicién de ele-
mento neutro a derecha que: er¢e’ =¢ (2).

De las relaciones (1) y (2) deducimos que e =¢'.
Esta demostracién la podemos sintetizar asi: e=c¢ ¢ =¢".

Elemento simétrico. - Dada una composicién interna entre ele-
mentos de un con]unto, y admitiendo un elemento neutro e, deci-
mos que x” es “simétrico a izquierda” de x si, ¥’ Tx =¢, y que x’ es
simétrico a derecha de x si, x+x" =e.

Los elementos simétricos a 1zquxcrda y derecha son llamados,
por algunos autores, inverso izquierdo ¢ inverso derecho.

Ejemplo:

En el conjunto de los nimeros enteros (positivos y negativos)
con la suma ordinaria como composicion interna y con 0 como

elemento neutro, el elemento —x es el simétrico a izquierda y tam-
bién a derecha del elemento x, siendo x cualquier nimero entero.

En efecto, —x+x =0, y, x4+ (—x) =0.

III. GRUPOS
Definicion. Dado un conjunto G, no vacio, y una composicion
interna entre sus elementos, el conjunto se llama “grupo” si:
1) la composicién interpa es asociativa, o sea si,
(xTy) +2 = x+(y+z), por todo x, y, z, de G;
2) existe en G el elemento neutro a izquierda ¢, o sca si,
erx — x, por todo x de G;



3) existe en G un elemento simétrico a izquierda x, o sea si,
«’+x = e, por todo x de G.

Un grupo se llama “abeliano” o “conmutativo” si la composi-
cién interna es conmutativa, o sca, si siempre se tiene que
x+y = yTx por todo elemento x y todo elemento y de G.

Ejemplos:

El conjunto de los nlimeros racionales, diferentes de 0, con la
multiplicacién ordinaria como composicién interna forman un
grupo.

Demostracién:

1) (x.y).z==x.(y.2) por todo x, y, z racional.
2) 1.x = x = x.1, por todo nimero x racional, o sea que,
el racional 1 es el elemento ncutro a izquierda y también
a derecha.
3) 1/x.x = 1 = x.1/x, por todo racional x ==0, o sea que,
el racional 1/x es el elemento simétrico a izquierda y también a
derecha.

El conjunto de los nimeros racionales, con la adicién ordina-
ria como composicién interna, forman un grupo.

Demostracién:

1) (x+y) + 2=x+4 (y+ 2), por todo x, y, z racional.

2) 0+ x = x =z + 0, por todo nimero x racional.

3) —x4+x=0==x+4 (—=x), por todo nimero racional x.

El conjunto de todas las rotaciones alrededor de un punto o,
en el plano, con la resultante como composicién interna, forman
un grupo. Llamando @ el 4ngulo de cualquier rotacién, § = 0 es
el elemento neutro y —8 es el elemento simétrico del elemento 6.

El conjunto de todos los vectores en el plano, con la suma
vectorial como composicién interna, forman un grupo.

Ejercicios.

4, Demostrar que los grupos de los dos primeros ejemplos son
grupos abelianos. X

5. Decir si los nimecros reales positivos, con la adicién ordina-
ria como) operacién de composicién, forman un grupo.
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6.
7.

10.

Demostrar que si en un grupo, ¥ +x = X, entonces ¥ = e.

Demostrar que el conjunto formado por la totalidad de pa-
rejas de nGimeros reales (4, 4) para los cuales 2 5= 0, con
la operacién de composicion definida por la férmula,

(a, b) +(c, d) = (ac, be+d) forman un grupo.

. Demostrar que los elementos e, 2 forman un grupo abeliano

si la operacién de composicién interna estd definida por:

ée+eé=¢ €Ta4a =a, dT€ —a, ar+a = ¢.

. Demostrar que si x—x = e, para todos los elementos de un

grupo, entonces el grupo es abeliano.

Demostrar que un grupo con 4 o menos elementos es nece-
sariamente conmutativo.
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